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Mit  der  Heransgabe  dieses  Unterrichtswerkes  habe  ich  daR 
Ziel  verfolgt,  dem  Lernenden  ein  regelrechtes  Privatstudium  der 
Statik  und  Festigkeitslehre  zu  ermöglichen.  Es  braucht  nicht 
hervorgehoben  zu  werden,  wie  notwendig  es  für  alle  technischen 
Kreise  ist,  in  diesen  beiden  grundlegenden  Wissenschaften  über 
sichere  Kenntnisse  zu  verfügen.  Doch  möge  an  dieser  Stelle  er- 
wähnt werden,  worin  sich  das  vorliegende  Werk  von  anderen 
Lehrbüchern  unterscheidet,  und  hiermit  dem  Leser  zugleich  die 
Wege  gezeigt  werden,  um  ein  derartiges  Selbststudium  zweck- 
mäßig und  fruchtbringend  zu  gestalten.  Insbesondere  möchte  ich 
drei  Punkte  besprechen:  Den  Inhalt  des  Buches,  die  Darstellungs- 
weise und  schließlich  die  Art  eines  solchen  Selbststudiums. 

Maßgebend  für  den  Inhalt  waren  die  Bedürfnisse  der  Praxis: 
Das  Buch  soll  den  ieser  so  weit  fördern,  daß  er  jede  Konstruktion, 
die  in  der  Praxis  vorkommt,  selbständig  und  mit  Verständnis  be- 
rechnen kann.  Deshalb  beschränkt  sich  das  Werk  einerseits  nicht 
auf  den  Inhal)}  der  sogenannten  elementaren  Lehrbücher;  anderer- 
seits sind  aber  nicht  solche  Untersuchungen  aufgenommen,  die  nur 
theoretisches  Interesse  bieten.  Allerdings  läßt  sich  hierbei  schwer 
eine  genaue  Grenze  ziehen.  Doch  gab  mir  meine  eigene  Praxis 
den  besten  Anhalt,  wie  der  Stoff  zu  begrenzen  war  und  welche 
Gebiete  besonders  hervorgehoben  werden  mußten. 

Bei  der  Darstellung  war  ich  bemüht,  durch  das  geschriebene 
Wort  den  mündlichen  Unterricht  nach  Möglichkeit  zu  ersetzen. 
Das  Werk  ist  entstanden  aus  den  Statikkursen,  die  ich  in  In- 
genieurkreL^en  gehalten  habe.  Demgemäß  habe  ich  auch  in  dem 
Buche  die  Einteilung  in  einzelne  „Vorträge**  beibehalten.  Ferner 
habe  ich,  um  das  Buch  allen  technischen  Kreisen  zugänglich  zu 
machen,  die  vollständig  elementareDarstellun'gsweise  beibehalten. 
Hierbei  möchte  ich  jedoch  betonen,  daß  „elementar"  durchaus  nicht 
gleichbedeutend  ist  mit  oberflächlich;  vielmehr  läßt  sich  auch  auf 
elementarem  Wege  eine  Untersuchung  sehr  wohl  gründlich  und 
wissenschaftlich  erledigen.     Allerdings  führen  die  Methoden  der 
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uuruu  xüiiiscuaiLuug  vuu  otsiteu  uuu  ngureu  uurcugciuiiri;  weruen. 
Der  Verlagsbuchhandluiig,  die  ohne  Eücksicht  auf  die  Kosten  die 
Änderungen  vornehmen  ließ,  spreche  ich  auch  an  dieser  Stelle  für 
dieses  Entgegenkommen  meinen  Dank  aus. 

Der  Verfasser. 
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iias  vemaiien  yon  Jiraiien,  aie  an  einem  runKie  angreuen. 

§1. 

Einleitung. 

Statik,  ein  dem  Griechischen  entnommenes  Wort,  bedeutet  die 
Lehre  vom  Gleichgewicht.  In  der  Tat  ist  die  Aufgabe  des  Statikers 
beim  Entwerfen  irgendeiner  Konstruktion  die,  ein  Bauwerk  zu 
schaffen,  das  unter  der  Einwirkung  sämtlicher  an  ihm  angreifenden 
Kräfte  im  Gleichgewicht  bleibt.  Unsere  erste  Aufgabe  wird  es  des- 
halb sein,  zu  untersuchen,  worin  denn  eigentlich  die  Einwirkung 
von  Ejräftegruppen  besteht.  Wir  werden  hierbei  so  vorgehen,  daß 
wir  zunächst  (im  1.  Vortrag)  die  Wirkxmg  von  Kräften  untersuchen, 
die  an  einem  Punkte  angreifen  („Ejräfte  mit  gemeinsamem  Angriffo- 
punkte");  im  zweiten  Vortrag  behandeln  wir  dann  die  Aufgabe, 
die  Wirkung  von  Kräften  zu  bestimmen,  die  an  einem  Körper  an- 
greifen („Ejräfte  mit  verschiedenen  Angriffspunkten'^). 

§2. 

Die  Wirkung  einer  Kraft  auf  einen  Punkt 

Unter  „Punkt"  verstehen  wir  nicht  einen  Punkt  im  mathe- 
matischen Sinne  —  denn  der  ist  ja  nur  ein  gedachtes  Gebilde  — , 
sondern  einen  Körper  mit  so  kleinen  Abmes- 
sungen, daß  wir  ihn  als  einen  Punkt  auffassen 
dürfen.  Wenn  nun  auf  einen  solchen  Punkt  a 
eine  Straft  wirkt  (Fig.  1),  so  setzt  er  sich  in 
Bewegung.  Zur  Bestimmung  seiner  Bewegung  ^^^^  Fig.  i. 
sind  zwei  Angaben  nötig,  nämlich:  1.  die 
Bichtung ,  der  Bewegung,  2.  die  Oeschwindiglceü  der  Bewegung. 
Hinsichtlich  dieser  beiden  Angaben  zeigt  die  Beobachtung  folgendes  : 

Fischer.  Statik.  1 
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zwei  andere  Kräfte  Pj  und  Pj  haben,  erst  jedesmal  mit  unserem 
Apparat  einen  Versuch  machen,  um  für  diese  beiden  Kräfte  ihre 
Ersatzkraft  zu  bestimmen.  Wir  müssen  vielmehr  aus  dem  einen 
Versuch  gewissermaßen  ein  Eezept  ableiten,  das  auch  für  alle  an- 

1* 
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deren  möglichea  Fälle  gilt.  Diese  Begel  finden  wir  nun  auf  folgende 
Weise:  Wir  tragen  auf  der  ißichtung  von  P^  (Fig.  3)  die  Größe 
dieser  Kraft  in  einem  beliebigen  Maßstabe  als  Länge  ab  (z.  B. 
1  kg  =  0,5  cm;  also  P^  =  5  kg  =  2,5  cm),  ebenso  auf  der  Eichtung 
von  P,  die  Größe  dieser  Kraft  ebenfalls  in  diesem  Maßstabe  als 
Länge  ab  (also  P,  =  3  kg  =  1,5  cm),  zeichnen  dann  aus  diesen 
beiden  Längen  das  Parallelogramm  ab  cd  und  die  Diagonale  ad. 
Messen  wir  nun  die  Länge  der  Diagonalen,  so  finden  wir,  daß  sie 
3,5  cm  lang  ist  (s.  Fig.  3).  Nun  hatten  wir  vorhin  beim  Auftragen 
der  Ejräfte  1  kg  durch  0,5  cm  dargestellt;  daraus  folgt,  daß,  wenn 
wir  die  Diagonale  als  Darstellung  einer  Kraft  auffassen,  sie  7,0  kg 
zu  bedeuten  hätte.  Genau  ebenso  groß  hatte  sich  aber  vorhin  die 
Ersatzkraft  von  P^  und  Pg  ergeben.  Wir  haben  also  das  wichtige 
Resuttaiy  daß  die  Diagonale  zeichnerisch  die  Größe  der  Ersaizkrafi  B 
der  beiden  Kräfte  P^  und  Pj  darstellt.  Aber  auch  die  Eichtung 
stimmt  überein.  Denn  wenn  wir  die  Winkel  ä  und  ß  abmessen, 
die  die  Diagonale  mit  den  Seiten  a  b  und  a  c  einschließt,  so.  werden 
wir  finden,  daß  ä  =  21'' 47'  und  )8  =  38''13'  ist.  Durch  diesen 
Kunstgriff,  die  beiden  Kräfte  P^  und  P^  zeichnerisch  durch  die 
beiden  Strecken  a  b  und  a  o  darzustellen,  haben  wir  also  erreicht, 
daß  wir  nur  das  Parallelogramm  ab  od  zn  zeichnen  brauchen,  und 
daß  dann  dessen  Diagonale  nach  Größe  und  Bichtung  diejenige 
Kraft  B  angibt,  deren  Wirkung  gleich  ist  der  Gesamtwirkung  von 
Pj  und  Pg  zusammen.  Auch  wenn  wir  den  Versuch  mit  zwei  be- 
liebigen anderen  Ejräften  ausführen,  immer  wird  sich  ergeben,  daß 
die  Diagonale  des  aus  den  beiden  Kräften  konstruierten  Parallelo- 
gramms zeichnerisch  die  Ersatzkraft  der  beiden  Kräfte  wiedergibt. 
Allgemein  haben  wir  also  den  Satz: 

Greifen  an  einem  Punkte  zwei  Kräfte  an^  so  ist  ihre  Gesamt- 
Wirkung  gleich  'der  Wirkung  einer  gedachten  Krafty  deren  Größe  und 
Bichtwng  gefunden  wird  durch  die  Diagonale  des  Parallelogramms  ^ 
das  aus  den  beiden  gegebenen  Kräften  Tconstruiert  ist. 

Dieses  ist  der  Satz  vom  „Parallelogramm  dit  Erätte^^  Zur- 
zeit ist  er  ja  ein  allbekannter  Satz  der  Mechanik.  Man  darf  aber 
nicht  übersehen,  daß  er  durchaus  nicht  selbstverständlich  ist,  son- 
dern durch  Versuche  direkt  bewiesen  werden  muß.  In  der  Geschichte 
der  Mechanik  hat  es  sogar  sehr  lange  gedauert,  bis  man  auf  den 
Gedanken  gekommen  ist,  die  gegebenen  Kräfte  durch  Strecken  dar- 
zustellen und  dann  aus  diesen  Strecken  das  Parallelogramm  zu 
konstruieren.  Die  Pendelgesetze,  die  Fallgesetze  und  vieles  andere 
war  bereits  bekannt,  bis  es  gelang,  die  Wirkung  zweier  Kräfte  auf 
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Fig.  4. 

durch  die  Strecke  a  h ,  ebenso  Pg  durch  a  o  (Fig.  4  b),  zeichnen  das 
zugehörige  Parallelogramm  und  erhalten  die  gesuchte  Ersatzkraft  B, 
dargestellt  nach  Größe  und  Bichtung  durch  die  Diagonale  ad . 
Man  sieht  jedoch  aus  Fig.  4b,  daß  es  genügt,  eines  der  beiden 
Dreiecke,  ald  oder  acd,  zu  zeichnen;  zwei  Seiten  von  diesen 
Dreiecken  sind  die  gegebenen  Kräfte,  und  die  dritte  Seite  ist  die 
gesuchte  Ersatzkraft.  Der  Maßstab,  in  dem  die  Eesultierende  R 
aufi  der  Fig.  4  b  abzumessen  ist,  ist  natürlich  derselbe,  in  dem  die 


Digitized  by 


Google 


(T)  B  =  ipf+W+^P^P^y* 

Die  Winkel  oc  oder  ß  finden  wir  mit  Hilfe  des  Sinussatzes: 

sina  :  sin(180  —  y)  =  Pg :  Ä  ; 
hieraus  * 

siny -Pj 


(II)  sinöc  = 


R 


entsprechend 

(11)  sin^  =  ^^. 

[Es  ist  sin(180  —  y)  =  siny .]  Aus  den  beiden  Gleichungen  (II) 
ergibt  sich  außerdem 

(ni)  sin  oc :  sin/5  =  P^:P^  . 

Wir  finden  also  bei  der  trigonometrischen  Ausrechnung  des  Kräfte- 
dreiecks die  Größe  von  R  aus  der  Gleichung  (I)  und  die  Kich- 
tung  von  R  aus  den  Gleichungen  (11). 
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und  die  Bichtung  von  B  aas  einer  der  Gleichungen 

(II)     sin«B  =  ^;      008«s--^;      tg«,-^;      ctg«j,  =  -=|^. 

Die  Berechnung  von  R  mit  Hilfe  der  analytischen  Geometrie 
ist  also  dann  am  Platze,  wenn  die  Neigungswinkel  oci  und  (k^  der 
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gegebenen  Kjäfte  bekannt  sind.  Dieser  Fall  liegt  aber  bei  tech- 
nischen Aufgaben  fast  stets  vor,  so  daß  wir  bei  Berechnung  von 
Fachwerken  usw.  fast  ausschließlich  nach  dieser  Methode  verfahren 
werden.  Die  Strecken  ab',  Vä'  usw,  nennt  man  die  ,jProjeUi(men^^ 
der  Kräfte  P^ ,  Pg  usw.  auf  die  x-  bzw.  y-Achse. 


§3a. 
Beispiel  zu  §  3. 

Es  sei  in  Fig.  4a:  Pi  =  25kg,  P2  =  40kg;  Neigungswinkel 
«1  =  75°,  «2  ^  30""  (also  y  =  45°;.  Wdolie  eine  Kraft  E  hätte 
dieselbe  Wirkung  wie  Pj  und  P,  zusammen? 

Graphische  Methode.    (Fig.  6.) 
Wir  nehmen  zunächst  einen  Kräftemaßstab  an,  z.  B.  10  kg  =  1  cm. 
Nun  tragen  wir  von  einem  beliebigen  Eunkte  a  aus  die  eine  Kraft 

maßstäblich  nach  Größe  und 

Eichtung  auf  und  reihen  an 
den  Endpunkt  dieser  Kraft 
die  zweite  Kraft  an.  Dann 
ist  die  Ersatzkraft  maßstäb- 
lich dargestellt  durch  die 
dritte  Seite  des  entstande- 
nen j,KräftedreiecJc8'\  Hin- 
sichtlich der  Pfeilrichtung 
von  R  merken  wir  uns:  Die 
Ersatzkraft  geht  van  dem 
Anfangspunkt  der  zuerst 
gezeichneten  Kraft  nach 
dem  Endpunkte  der  zweiten  Kraft.  Die  Eeihenf olge,  in  der  die  £j:äfte 
aneinandergesetzt  werden,  ist  gleichgültig  (Fig.  6  a  und  6b;  man 
wird  natürlich  immer  nur  eines  von  den  beiden  Dreiecken  zeichnen.) 
Sobald  wir  dann  Fig.  6  a  oder  6  b  gezeichnet  haben,  messen  wir 
die  Länge  R  und  die  Winkel  oc  bzw.  ß  ab  und  finden 

B  «  6,03  cm  «  60,3  kg;       a  -  28° ;       /?  «=  17° . 
Somit  ist  die  Ersatzkraft  nach  Größe  und  Eichtung  bestimmt. 

Analytlsehe  Methode« 
a)  Die  trigonometrische  Lösung  ergibt 

R  ^  y625  +  1600  +  2 .  25  .  40 . 0,707  =  y3639  =  60,32  kg, 


Fig.  6  (l  cm  =  10  kg). 
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Kraft  Bi-2  •  ^^^l  verbinde  ich  Ri^2  ^^^  ©i^^  der  übriggebliebe- 
nen E^räfte,  z.  B.  mit  Pj,  indem  ich  in  Fig.  7  b  an  den  Endpunkt 
von  Äi_2  ^®  Kraft  P3  ansetze.     Die  Ersatzkraft  Bj.,  ist  jetzt 
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m  gleichwertig  mit  der  Wirkung  von 
1  der  Wirkung  von  (Pj  +  P«  +  Pa) . 
Endpunkt  von  i2i_  jdie  letzte  Kraft,  P4, 
rsatzkraft  von  (Pi+  P^-\'P^-\-  PJ . 
ch,  daß  die  Linien  a  0  und  a  d  nur  zur 
Miorderlich  waren;  um  Bi^^  zu  be- 
%e.    Für  die  praktische  Bestimmung 

die  Aufzeichnung  des  Polygons  (Viel- 
dieses  das  ^yEräftepolygon^^  Es  ist  da- 
7on  einem  beliebigen  Punkte  aus  eine 
an  den  Endpunkt  dieser  Ejuft  eine 
Bndpunkt  die  folgende  zeichneten  usw. 


ff 
Pf 


Fig.  7. 

?jräfte  hingezeichnet  werden,  ist  gleich« 
en  können  wir  entweder  zuerst  P^  und 
nd  dann  P^  aneinanderreihen,  wie  in 
em  wir  nun  je  zwei  Kräfte  miteinander 
ßh  bei  beliebig  vielen  Kräften  jede  ge- 
rn. 

idung^slormen  des  Grundprinzips« 

üygons''  können  wir  also  auch  bei  be- 
jraft  R  angeben,  die  in  ihrer  Wirkung 
benen  Kräfte  gleichwertig  ist.  Je  nach- 
mtweder  mit  Beißschiene  und  Dreieck, 
jchieber,  zu  arbeiten,  können  wir  die 
iden  entweder  zeichnerisch  oder  rech- 
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Erste  Methode:   Graphisch. 

Hierzu  ist  zu  der  soeben  erläuterten  allgemeinen  Ableitung  des 
Kräfte'polygons  wenig  hinzuzufügen.  Wir  nehmen  also  einen  uns 
bequem  erscheinenden  Kräftemaßstab  an;  dann  zeichnen  wir  in 
diesem  Maßstab  zunächst  eine  der  gegebenen  Kräfte  auf  (Fig.  7  b); 
reihen  an  deren  Endpunkt  eine  andere  Kraft  an;  an  deren  End- 
punkt wieder  eine  Kraft  usw.  In  dem  Kräftepolygon  Fig.  7  b  er- 
scheinen also  die  Kräfte  von  Fig.  7  a  sämtlich  noch  einmal.  Und 
zwar  müssen  sie  genau  parallel  den  gegebenen  Kräften  sein,  und 
auch  die  Pfeilrichtung  muß  natürlich  dieselbe  sein.  (Die  Pfeilspitze 
darf  also  nicht  etwa  umgedreht  eingezeichnet  werden.)  Es  muß 
auch  darauf  aufgepaßt  werden,  daß  eine  neue  Kraft  immer  da  an- 
gesetzt wird,  wo  die  vorhin  gezeichnete  aufhört.  Auf  diese  Weise 
bekommt  man  dann  ein  richtiges  Kräftepolygon.  Die  Eesultierendei^ 
ist  dargestellt  durch  die  Verbindungslinie  des  Anfangspunktes  mit 
dem  Endpunkt  des  Polygons;  die  Pfeilrichtung  der  Besultierenden 
zeigt  von  dem  Anfangspunkt  der  zuerst  gezeichneten  Kraft  nach 
dem  Endpunkt  der  zuletzt  ge- 
zeichneten Ej^aft.     (Auf  diese 

Eichtungsbezeichnung  von . .  • .  /J^  ^  ^ 

wich  ist  genau  zu  achten!) 

Zweite  Methode:  Analytlseh. 

Wir  haben  hier  zwei  Unter- 
abteilungen, nämlich: 

a)  mit  Hilfe  der  Trigonometriej 

b)  mit   Hilfe    der   analytischen 
Oeometrie. 


TW 

Fig.  8. 


Das  trigonometrische  Yerfahren  ist  aber  bei  mehreren  Kräften  sehr 
Tunständlich.  (Man  muß  erst  zwei  Kräfte  zusammenfassen,  dann 
die  dritte  hinzunehmen,  dann  die  vierte  usw.)  Für  die  Praxis  ist 
nur  das  Verfahren  mit  analytischer  Geometrie  brauchbar.  Es  ent- 
spricht natürlich  genau  demjenigen  für  zwei  Kräfte:  Um  z.  B.  die 
drei  Kräfte  P^ ,  Pg  und  P,  in  Fig.  8  durch  ihre  Resultierende  zu 
ersetzen,  wollen  wir  uns  zu  diesen  Kräften  das  Kräftepolygon 
skizziert  denken  (Fig.  9).  Dann  zeichnen  wir  ein  •  rechtwinkliges 
Achsenkreuz  x,  y,  loten  die  Endpunkte  des  Polygons  'auf  die 
Achsen  hinunter  und  zeichnen  hierdurch  die  Projektionen  sowohl 
der  gegebenen  als  auch  der  gesuchten  Kraft  £1.3.    Von  letzterer 
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und  die  Eicbtung  von  R  ans  einer  der  Gleichungen 


(n)     ^najt 


Ry 


B 


008««=-^; 


tga«  ==  ^  ; 


CtgÄfi  =  -^ , 

Sty 


Bei  dieser  Methode  braucht  man  bei  einiger  Übung  das  Kräfte- 
polygon gar  nicht  einmal  aufzuskizzieren,  sondern  hat  nur  der 

Eeihe  nach   die  Glei- 
*K.  ^  chungen  (1),    (2),    (I) 

und  (n)  auszurechnen. 
[Von  (n)  natürlich  nur 
einen  der  vier  Werte, 
da   schon    jeder    der- 
selben zur  Bestimmung 
des   Winkels   (Xr    und 
hiermit   der  Eichtung 
-  von  R  ausreicht.] 
Hierbei  ist  aber  zu 
beachten,  daß  in  den 
Ausdrücken  (1)  und  (2) 
auch  Glieder  mit  nega- 
tiven Vorzeichen  vor- 
kommen können,  Ha- 
ben wir  z.  B.  die  drei 
Kräfte  Pi,  Pg  und  P^ 
in  Fig.  10,   so   würde   deren    Kräftepolygon-Skizze    nach  Fig.  11 
aussehen.    Fangen  wir  hier  einmal  mit  Ry  (das  ist  also  die  Projektion 
von  R  auf  die  y-Achse)  an,  so  erhalten  wir  nach  der  Figur: 

Ry  =  Pi  sin«!  +  Pg  sinag  —  Ps  sinaj  . 

(Von  der  Strecke  ac^'muß  die  Strecke  c'^d''  abgezogen  werden,  um 
ad''  zu  erhalten.)  Das  letzte  Glied  erscheint  jetzt  also  mit  nega- 
tivem Vorzeichen.  Dieses  kommt  eben  daher,  weil  die  Pfeilspitze 
von  Pj  nach  unten  zeigt,  während  P^  und  P^  nach  oben  zeigen. 


Fig.  9. 


L 
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Genau  dasselbe  ist  bei  Rxj  der  Projektion  von  jB  auf  die  a;- Achse, 
der  Fall.  Wenn  die  Kräfte  sämtlicli  nach  derselben  Seite,  z.  B. 
nach  rechts,  zeigen,  bekommen  auch  alle  das  gleiche  Vorzeichen, 
weil  sich  dann  die  Projektionen  einfach  addieren  (Fig.  9).  Zeigt 
aber  ein  Teil  der  Kräfte  nach  rechts,  der  andere  nach  links,  so 
heben  sich  die  Projektionen  teil- 
weise auf  und  müssen  also  subtra- 


Fig.  10. 


Fig.  11. 


hiert  werden.  Wir  wollen  im  folgenden  die  nach  rechts  zeigenden 
Kräfte  mit  positivem  und  die  nach  Unks  zeigenden  mit  negativem 
Vorzeichen  einführen.  Kommt  dann  für  Bx  etwas  Positives  heraus, 
so  bedeutet  dieses,  daß  Rx  rechts  vom  j,Nvllpunkte''  a  in  Fig.  11 
fällt;  kommt  etwas  Negatives  heraus,  so  fällt  Rx  links  von  a  (Fig.  11). 

§4a. 
Beispiele  zu  §  4. 
Erste  Aufgabe, 
Es  sei  in  Fig.  10: 

Pi  =  30  kg;       P,  -  25  kg;       P,  =  35  kg; 
«1  =  45*»;  a,  — 60^;  «j  =  30^ 

Welche  eine  Kraft  könnte  oAle  drei  Kräfte  ersetzen? 
Wir  stellen  zunächst  Rx  und  J^  auf,  und  zwar  legen  wir  folgende 
Vorzeichenregeln  zugrunde: 
für  R  l  ^^^  nach  rechts  zeigende  Kraft  bekommt  positives  Vorzeichen, 


{ein 


linke         »,  ,»  „  negaUves 

für  72  ^  ^^^^  nach  oben   zeigende   Kraft  bekommt  poeitivea  Vorzeichen, 


für  Äy| 


„     unten         „  „  „  negaUves        ,. 

Es  wird  also 

Rx  =-  +30  •  00345°  -  25  •  cos60''  -  35  •  00330"*  =  —21,6  kg, 
H  =  +30 .  sin45°  +  25  •  sin60°  -  35  •  8in30°  -  +25,4  „ 
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i  herausgekommen.  Hierdurch  ist 
von  uns  zugrunde  gelegten  Vor- 
ih  links  vom  Nullpunkte  aus  liegt, 
lit  positivem  Vorzeichen  erschienen 
L  Vorzeichenregeln  an  und  für  sich 
darauf  an,  entgegenge'setzte  Bich- 
Vorzeichen  zu  unterscheiden.  Man 
ung  jeder  Richtung  ein  Vorzeichen 
d  Ry  entscheiden  zu  können,  nach 
a  aus  sie  liegen.)    Aus  Rx  und  Ry 


21,62) +  25,42  =  33,4  kg; 
5- =  1,17;    ÄÄ  =  49°30\ 

Zahlen  von  R^  und  Ry ,  ohne  Vor- 
lion  vorhin  aus  der  Lage  von  R^. 

nach  links  oben  geht.  Auch  bei 
g  (I)  kommt  das  Vorzeichen  nicht 
,drat  einer  jeden  Zahl  positiv  ist. 
,  sind  also  nur  nötig,  um  zu  be- 

R  nJEbch  rechte  oben,  oder  nach 
nten,  oder  nach  links  unten  geht, 
bzten  Fälle  einY 


Aufgabe. 


>lgende  Kräfte  an: 

xter  dem  Neigungswinkel 

oi,  =  20*; 

»            ;;                      tt 

öf,  =  60**; 

ff             »                        99 

«,  =  30'; 

tf            V                      » 

a,  =  40^ 

ff'           tf                     ft 

«6  =  ßo«; 

ir  immer  die  spitzen -Winkel  der 

oMung  hat  die  Ersatzkraft  R  dieser 

xhe  Lösung: 

it  seinen  fünf  Kräften  auf,  hierzu 
aus   diesem  R  nach   Größe   und 
B.  20kg=  1,0  cm). 
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/  b)  Analytische  Lösung: 

Wir  berechnen 
R,  ==  +100  •  CO820*  +  80  •  0O860*  —  120  •  cosSO'  —  130-  cos 40*  +  90-  cos 50* 

«  94  +  40  —  104  —  100  +  58  «—12kg. 
Wir  haben  bei  R^  die  nach  rechts  zeigenden  Kräfte  mit  positivem 
Vorzeichen  versehen  und  die  nach  links  zeigenden  mit  negativem. 
Da  nun  B^  mit  negativem  Vorzeichen  herausgekommen  ist,  so 
folgt  daraus,  daß  es  nach  links  liegt. 
R^  =  +100  •  8iii20'  +  80  •  sinöO*  -f  120  •  sinSO'  —  130  •  8in40''  —  90  •  sinöO** 

«  +34  +  69  +  60  —  84  —  69  =  +10  kg, 
und  zwar  liegt  Bj,  nach  oben,  da  das  positive  Vorzeichen  für  die 
nach  oben  zeigenden  Kräfte  genommen  wurde. 
Nun  bestimmen  wir  die  Größe  von  jB  aus 


R  =  yi2«  +  10«  =  yi44  +  100  ^  15,6  kg. 

Da  Rg  nach  links  und  JRy  nach  oben  zeigt,  so  geht  R  nach 
links  oben.  Der  genaue  Neigungswinkel  von  R  ergibt  sich 
z.  B.  aus: 

tgccn  -  ^  =  II  =  0,835 ;       «^  -  40^ 

Unter  diesem  Winkel  wurde  sich  also  der  Punkt  unter  der  Ein-' 
Wirkung  der  fünf  Kräfte  nach  links  oben  bewegen. 

JüDleitung  zum  l>raktischen  Bechnen:  Auf  der  Bückseite  des 
Bechenschiebers  sind  auf  dessen  beweglichem  Teile,  der  sog.  „Zunge'S 
die  Sinus  angegeben.  Um  also  z.  ,B.  90*cos50'^  auszurechnen, 
nimmt  man  dafür  90  •  Bin40*''  [da  cos50''  =  sin(90  —  50) "^  ist] ,  stellt 
auf  der  Bückseite  die  Zahl  40^  an  den  Markierstrich,  schiebt  den 
Olasl&ufer  auf  der  Vorderseite  über  die  Zahl  9  der  obersten  Teilung 
und  liest  dann  auf  der  oberen  Teilung  der  Zunge  das  Besultat  57,9  ab. 

Dritte  Aufgabe. 
Auf  einen  Punkt  wirken  folgende  Kräfte  ein: 

horissanUU  nach  rechts  P^  »60  kg  (also  o^  »  0""), 
„     Kni»    Ps-40„    (  „    a,«0°), 
vertikal  nach  oben    1\  =•  70  „    (  „    «j  =  90°) , 
„     unten  P^  «  20  „    (  „    «^  «  90°) . 
Die  Ersatzkrafi  R  ist  zu  bestimmen  l 

a)  Die  graphische  Lösung  führe  man  selber  durch! 

b)  Analytisch.   Bei  der  Aufstellung  des  Summenausdruckes  R, 
wollen  wir  wieder  die  nach  rechts  zeigenden  Kräfte  mit  positivem 
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and  die  nach  links  zeigenden  mit  negativem  Vorzeichen  einführen. 
Eine  Kraft,  die  rechtwinMig  zur  o?- Achse  steht,  muß  dann  also  so- 
wohl das  positive  als  auch  das  negative  Vorzeichen  bekommen, 
da  sie  sowohl  zu  der  einen  wie  zu  der  anderen  Seite  gerechnet 
werden  kann. 

Bei  Ry  wollen  wir  die  Eichtung  nach  oben  positiv  und  die 
nach  unten  negativ  nehmen.  Einer  Kraft,  die  rechtwinklig  zur 
y-Achse  steht,  geben  wir  zunächst  beide  Vorzeichen. 

Dann  wird 

R^  =  -j-Pi  •  cosO°  -  P2  •  cosO°  +  P3 .  cos90°  ±  P4  •  cos90° , 
Ry  =  +Pi  -sinO^  +  Pg  •  sinO°  +  P3  •  sin90°  —  P4  •  sin 90°. 

Nun  ist  aber  bekanntlich: 

cosO°  =  l;       cos90°  =  0, 
sinO°  =  0  ;       sin90°  =  1 . 

Die  obigen  Gleichungen  gehen  also  über  in: 

P,  =  +  Pi .  1  -  Psj  •  1  +  P3  •  0  +  P4  . 0 , 
*i^  =  ±  ^1  •  0  ±  P2  •  0  +  P3  •  1  ~  P4  . 1 . 

Wenn  man  eine  Zahl  mit  Null  multipliziert,  so  erhält  man  das 
Besultat  Null.  In  den  obigen  Ausdrücken  fallen  also  die  Olieder, 
die  den  Faktor  Null  haben,  fort,  und  wir  haben  das  Besultat 

(1)  P,  =  +P,-P,; 

(2)  Py  =  +P3-P4. 

(Die  weitere  Berechnung  führe  man  selber  aus!) 

Aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  wollen  wir  uns  für  alle 
folgenden  Berechnungen  merken: 

Bei  dem  Summenattsdruck  R^  erscheinen  die  in  Richtung  der 
X-Achse  wirkenden  Kräfte  in  natürlicher  Größe,  und  die  rechtwinklig 
dazu  stehenden  fallen  vollständig  fort. 

Bei  dem  Summenausdruck  Ry  erscheinen  die  in  Richtung  der 
y-Aohse  wirkenden  Kräfte  in  natürlicher  Größe,  und  die  rechtwinklig 
dazu  stehenden  fallen  vollständig  fort. 

Noch  einfacher  als  aus  der  Eechnung  ergeben  sich  diese  beiden 
Eegeln  ja  auch  aus  der  Figur.  Man  ersieht,  in  Übereinstimmung 
mit  dem  Obigen,  aus  dem  Kräftepolygon  folgendes:  Bei  der  o;- Achse 
projiziert  sich  eine  horizontale  Kraft  in  natürlicher  Größe,  und 
eine  vertikale  Kraft  als  Punkt  (also  von  der  Länge  Null).     Da- 
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Wenn  aber  beim  Aufzeichnen  des  Polygons  der  in  Fig/l2  an- 
genommen^ besondere  Fall  eintritt,  daß  der  £)ndpunkt  e  zusammen- 
fällt mit  dem  Anfangspunkte  a,  so  ^ird  ae  =  0.  Die  Kraft,  deren 
Wirkung  gleich  ist  der  Gesamtwirkung  von  (P^  +  P2  +  Pj  +  P4) , 
ist  gleich  Null.  Mit  anderen  Worten:  Das  Kräftesystem  bringt 
keine  Wirkung  auf  den  Punkt  m  hervor,  es  bildet  ein  ,,Gleich- 
gewichtssystem^^ 

Dieser  besondere  Fall,  daß  mehrere  an  einem  Punkte  an- 
greifende Kräfte  den  Punkt  nicht  in  Bewegung  setzen  (wie  man 
doch   im    allgemeinen    annehmen    müßte),   sondern   ihn  in   Euhe 

Fischer,  Statik.  2 
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angreifende  Kräfte  diesen  Punkt  im  Euheznstand?"  für  uns  von 
der  größten  Wichtigkeit.  Die  prinzipielle  Antwort  lautet:  „dann, 
wenn  sich  die  Eesultierende  dieser  Kräfte  gleich  Null  ergibt." 

Um  nun  zu  entscheiden,  ob  die  Brsatzkraft  irgendeiner 
Kräftegrupp§  gleich  Null  ist,  können  wir  wieder  entweder  graphisch 
oder  analytisch  vorgehen. 


n>  VerBchiedene  Anwendangsmethoden  des  Grundprinzips, 

Erste  Methode:  Graphisch, 

Um  festzustellen,  ob  R  gleich  Null  ist,   zeichnen  wir  unter 
Zugrundelegung  eines  Kräftemaßstabes  zu  den  gegebenen  Elräften 


Fig.  13. 

(Fig.  13  a)  ein  Kräftepolygon  (Fig.  13  b).  Wenn  sich  dann  zeigt, 
d^ß  der  Endpunkt  der  zuletzt  gezeichneten  Kraft  (Punkt  e)  von 
selber  zurückfällt  in  den  Anfangspunkt  der   zuerst  gezeichneten 
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In  Worten  heißt  dieses:  Um  zn  entscheiden,  ob  eine  an  einem 
Punkt  angreifende  Kräitegmppe  diesen  Punkt  in  Buhe  halten 
wird,  denken  wir  uns  durch  den  Punkt  ein  rechtwinkliges  Achsen- 
kreuz X ,  y  gezogen  und  berechnen  die  Projektionen  der  Kräfte 
auf  die  o;- Achse  {nämlich  Pj  •  cosa^ ,  Pf  cos^s  usw.)  und  auf  die 
y-Achse  ,  (nämlich  Pj-sinai,  P2'Sin«2  usw.).  Dann  nehmen  wir 
bei  der  o;- Achse  die  nach  rechts  und  die  nach  links  zeigenden 
Projektionen  mit  verschiedenen  Vorzeichen  und  bestimmen  mit 
Berücksichtigung  der  Vorzeichen  die  Summe  B^  der  Projektionen. 
Entsprechend  nehmen  wir  bei  der  y-Achse  die  nach  oben  und  die 
nach  unten  zeigenden  Projektionen  mit  verschiedenen  Vorzeichen 
und  rechnen  die  Summe  By  dieser  Projektionen  aus.  Wenn  sich 
dann  sowohl  für  Ä,  als  auch  für  By  der  Wert  Null  ergibt^  bleibt 
der  Punkt  in  Buhe. 

Die  Bedingung,  daß  B^^  gleich  Kuli  sein  muß,  läßt  sich  auch 
in  der  Form  aussprechen:  Es  muß  bei  der  (r- Achse  die  Summe 
der  nach  rechts  zeigenden  Projektionen  gleich  der  Summe  der 
nach  links  zeigenden  Projektionen  sein.  (Denn  B^  entsteht  ja  aus 
der  Addition  dieser  beiden,  mit  verschiedenen  Vorzeichen  zu  nehmen- 

2* 
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sagen: 
ktioaen 
B  Form 
)equein. 

ß  gleich 
3  gleich 

tnüssen, 
rnderen, 
t  gleich 
so  wird 
[)nimeü. 

L      ist     i^y 

B  steht, 
if  jeden 
de  Pro- 
benfalls 
t,  daß, 
ti  Null 
l  gleich 


gendes: 
:  zuein- 
r-Achse 

+  ...).; 
behende 
i  «cosÄ 
äftePj, 
daß  so- 
ichende 
9  ist  es 
Qder  zu 
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ndch  rechts  oben  P^ 


19  kg  unter  <^a^  =  40° 
75  , 


(Die  Winkel  (x  sind 
„     links      „     Pg  ==    75  „       „      ^^2  =  60°  I  immer  die  spitzen 
„     links  unten  Pj  =    85  „       „      <a3  =  20°  [Winkel  gegen  die 
„     rechts    „      P^  =  114,5 kg  „      <a4  =  25°]         a?-Aclise!) 
Es   ist   nachzuweisen,    daß   der  Punkt  sich   unter   der   Ein- 
wirkung dieser  Kräfte  nicht  bewegen  wird,  sondern  in  Ruhe  bleibt! 
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§6. 

Die  Wirkung  einer  Kraft,  dargestellt  durch  die  y^irkung 

mehrerer  Kräfte. 

Der  Zweck,  den  wir  mit  unseren  bisherigen  Untersuchungen 
verfolgt  »haben,  ist  einleuchtend:  Erstens  gelangten  wir  auf  diese 
Weise  zu  den  Gleichgewichtsbedingungen,  außerdem  ist  es  natür- 
lich stets  bequemer,  wenn  wir  statt  mehrerer  an  einem  Punkte 
angreifenden  Kräfte  nur  eine  Kraft  (die  Ersatzkraft)  in  die  Eech- 
uung  einzuführen  haben.  'Nun  'kann  aber  auch  der  umgekehrte 
Fall  eintreten,  daß  es  zweckmäßig  ist,  die  Wirkung  einer  Kraft 
darzustellen  durch  die  Wirkung  mehrerer  Kräfte. 

Nehmen  wir  z.  B.  an,  in  Fig.  14a  sei  m  der  Knotenpunkt 
im  Obergurt  eines  Binders.  P^  ist  die  Knotenlast  infolge  Eigen- 
gewicht, Pg  infolge  Schnee  und  P, 
infolge  Wind.  Pj  und  Pg  wirken  ver- 
tikal nach  unten;  P^  ist  rechtwinklig 
zur  Dachfläche.  Wenn  ee  nun  gelingt, 
Pj  zu  ersetzen  durch  zwei  Kräfte,  von 
denen  die  eine  vertikal  und  die  andere 
horizontal  ist  (Fig.  14  b),  so  können  wir 
die  vertikale  Kraft  P3  zusammenfassen 
mit  Pi  und  Pg  (Fig.  14  c),  und  die 
Wirkung  von  P^  entweder  getrennt 
untersuchen  oder  —  bei  flachen  Dächern 
—  einfach  gar  nicht  berücksichtigen. 
In  der  Tat  lassen  sich  die  beiden 
Pjg.  14.  ^'  Kräfte  Pi  und  P^'  stets  angeben.    Die 

Aufgabe  ist  nichts  anderes  als  die  üm- 
kehrung  von  §  3.  Wir  finden  die  beiden  gesuchten  Kräfte,  indem 
wir  ein  Parallelogramm  konstruieren,  dessen  Diagonale  nach 
Größe  und  Bichtung  gleich  der  gegebenen  Kraft  ist  und  dessen 
Seiten  die  vorgeschriebenen  Eichtungen  haben. 

Bei  dem  vorliegenden  Beispiele  sind  die  Eichtungen  vertikal 
und  horizontal;  daher  geht  das  Parallelogramm  in  ein  Eechteck 
über.     Bezeichnen  wir  den  Winkel,  den  die  Kraft  P^  gegen  die 
horizontale  Eichtung  bildet,  mit  a ,  so  ist  (Fig.  14  b) 
die  yyhorizontale  Seitenkraft^^  Pi'  =  Pg  •  cosä  ,. 
„    „verUlcale  8eitenkraft^^     P3  =  Pg  •  sina  . 
(Diese  beiden  Werte  muß  man  sich  für  die  folgenden  Berechnunejen 
merken.) 
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Beispiele  zu  §  6  und  Schlußbetrachtung. 

Erste  Aufgabe, 

Die  Kraft  P  in  Fig.  15  a  ist  zu  ersetzen  durch  zwei  Kräfte  P, 
und  Pj ,  deren  Richtungen  in  die  angegebenen  Linien  fallen. 


^b  y 


Fig.  15. 

Lösung:  Wir  zeichnen  ab  =  P  und  ziehen  durch  die  Bnd- 
punkte parallele  Linien  zu  den  gegebenen  Bichtungen.  (Entweder 
nach  Fig.  15  b  oder  15  c.)  Die  Pfeilrichtuiigen  von  Pj  und^P^ 
sind  BO  einzuzeichnen,  daß  P,  deren  Wirkung  nach  der  Aufgabe 
gleich  sein  soll  den  Wirkungen  von  P^  und  P,  zusammen,  von 
dem  Anfangspunkte  der  einen  Kraft  nach  dem  Endpunkte  der 
anderen  zeigt. 

Zweite  Aufgabe. 

Die  Kraft  P  in  Fig.  16  soll  ersetzt  werden  durch  eine  Kraft  Pj , 
deren  Oröße  und  Richtung  bereits  vorgeschrieben  ist,  und  durch  eine 
zweite  Kraft  Pg ,  die  in  Oröße  und  Richtung  zunächst  unbestimmt  ist. 

(Diese  Aufgabe  spielt  eine  wichtige  Bolle  bei  der  Ableitung 
des  Seilpolygons;  §  9.) 

Lösung:  Wir  zeichnen  zunächst  ab  ^  P  und  an  den  einen 
Endpunkt  die  nach  Größe  und  Bichtung  bereits  vorgeschriebene 
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Legen  darauf  ein  anderes  Stückchen  Papier.  Halten  darüber  ein 
Lineal  tmd  üben  längs  dieses  Lineals  auf  das  Stückchen  Papier 
eine  Kraft  aus.  (Indem  wir  mit  einer  Nadel  od.  dgl.  längs  des 
Lineals  fortwährend  kleine  Stöße  ausüben.)  Dann  haben  wir  einen 
Körper,  auf  den  (abge3ehen  von  der  sehr  kleinen  Eeibung)  in 
einer  bestimmten  Eichtung  eine  Kraft  wirkt,  und  können  mit 
eigenen  Augen  sehen,  was  geschieht.  Nämlich:  Der  Körper  setzt 
sich  in  Bewegung,  und  zwar  macht  er  zugleich  eine  fortschreitende 
und  drehende  Bewegung.  Und  wenn  man  genauer  hinsieht,  so 
zeigt  sich:\Em  Punkt  des  Körpers  bewegt  sich  geradlinig  fort, 
und  zwar  in  Eichtung  der  Kraft.  Die  anderen  Punkte  bewegen 
sich  mit  diesem  Punkte  zusammen  und  rotieren  außerdem  um 
diesen  Punkt  herum.  Diesen  einen  ausgezeichneten  Punkt  nennt 
man  in  der  Mechanik  den  j^SchwerpunM^  des  Körpers.  Der  Ver- 
such hat  uns  also  folgendes  gelehrt:  Wirkt  auf  einen  frei  beweg- 
lichen Körper  in  einer  bestimmten  Eichtung  eine  Kraft,  so  be- 
wegt sich  der  Schwerpunkt  des  Körpers  geradlinig  in  der  Eichtung 
der  JB^raft,  und  die  anderen  Punkte  des  Körpers  kreisen  um  den 
Schwerpunkt  herum.  (Nur  wenn  die  Eichtung  der  Kraft  zufällig 
durch  den  Schwerpunkt  geht,  ist  die  Drehgeschwindigkeit  der 
anderen  Punkte  gleich  Null;  dann  bewegen  sich  sämtliche  Punkte 
geradlinig.) 

Hiermit  ist  das,  was  wir  für  die  Statik  von  der  Wirkung 
^üier  auf  einen  Körper  wirkenden  Kraft  wissen  müssen,  zxmächst 
erledigt. 
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Fig.  17. 


aer  ^tbsx,.  ^ 

Daß  die  ersten  beiden  Angaben  wieder  nötig  sind,  ist  ja 
selbstverständlich.  Aber  auch  die  dritte  Angabe  ist  erforderlich; 
denn  es  ist  klar,  daß  eine  Kraft,  die  im  Punkte  a  angreift,  ganz 

andere  Spannungen  her- 
//^  vorbringen  wird,  als  wenn 

sie  in  h  oder  a^  angreifen 
würde. 

Es  gibt  allerdings  Auf- 
gaben, bei  denen  die  An- 
gabe des  Angriffspunktes 
der  Kraft  bis  zu  einem 
gewissen  Orade  entbehrt 
werden  kann.  Wirkt  auf  einen  starren  Körper  eine  Kraft  ein,  so 
ist  der  Bewegungszustand,  in  den  ihn  die  Kraft  versetzt  (also  die 
Geschwindigkeit  des  Schwerpunktes  und  die  Drehgeschwindigkeit 
um  den  Schwerpunkt),  stets  der  gleiche,  in  welchem  Punkte  ihrer 
Richtungslinie  die  Kraft  auch  angreifen  möge.  Die  Größe  und 
die  Richtung  der  Kraft  darf  man  natürlich  nicht  ändern,  auch 
darf  sie  nicht  etwa  seitlich  auf  dem  Körper  verschoben  werden; 
den  Angriffspunkt  dürfen  wir  aber  innerhalb  ihrer  WirJcungslinie 
beliebig  annehmen,  ohne  daß  dadurch  die  eintretende  Bewegung 
irgendwie  eine  andere  wird.  Um  also  den  Einfluß  einer  Kraft  auf 
den  Bewegungszuötand  eines  starren  Körpers  anzugeben,  sind  nicht 
die  unter  (I)  angeführten  Bestimmungsstücke  nötig,  sondern  es 
genügt  die  Angabe  von 
(n)  1.  Oröße,      2.  Richtung^       3.  Lage  der  Kraft 

auf  dem  Körper.  (Augenscheinlich  ist  es  einfacher,  die  Lage  an- 
zugeben, als  den  genauen  Angriffspunkt.)  Man  drückt  dieses  so 
aus:   Für  die  Untersuchung  der  Bewegung  eines  starren  Körpers 
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Weiter  werden  wir  seüen  (ADscünitt  ll),  daß  die  Berecbnung 
der  Auflagerkräfte  eines  Trägers  eine  direkte  Anwendung  der  für 
den  Bnheznstand  eines  starren  Körpers  aufgestellten  Begeln  ist. 
(Allerdings  müssen  die  Auflager  in  bestimmter  Weise  konstruiert 
sein.  Näheres  in  Abschnitt  n.)  Es  gilt  also  atuch  für  diese  Be- 
rechnungen, daß  der  Angriffspunkt  einer  Kraft  innerhalb  ihrer 
Eichtungslinie  beliebig  angenommen  werden  darf.  Hat  z.  B.  der 
in  Fig.  17  gezeichnete  Träger  ein  festes  und  ein  verschiebliches 
Lager,  so  erhalten  wir,  ^enn  wir  ihn  nach  den  im  Abschnitt  II  ent- 
wickelten Methoden  berechnen,  in  der  Tat  die  gleichen  Auflager- 
kräfte, gleichgültig,  ob  die  Last  P  im  Punkte  a  oder  in  h  angreift. 

Dagegen  ist  die  Verschiebung  des  Angrif&punktes  im  allge- 
meinen nicht  zulässig,  wenn  es  sich  um  die  Berechnung  der  im 
Innern  eines  Körpers  wirkenden  Kräfte  handelt. 

§9. 
Die  Wirkung  mehrerer  Kräfte,  die  an  einem  Körper  angreifen. 

Nun  wollen  wir  den  Fall  untersuchen,  daß  auf  den  Körper 
nicht  eine  Kraft,  sondern  mehrere  Kräfte  einwirken.  Wie  können 
wir  deren  Wirkung  am  einfachsten  zur  Darstellung  bringen?  Die 
Antwort  lautet:  „Dadurch,  daß  wir  diejenige  Kraft  jB  bestimmen, 
deren  Wirkung  gleich  ist  der  Wirkung  sämtlicher  gegebenen  Kräfte 
zusammen.'^  • 

Allerdings  läßt  sich  eine  solche  Ersatzkraft  nicht  immer  an- 
geben. Wenn  es  sich  in  Fig.  18  um  die  Berechnung  der  im  Innern 
des  Körpers  auftretenden  Kräfte  (Spannungen)  handelt,  kommt  es 
sehr  wohl  darauf  an,  daß  die  Kraft  Pj  im  Punkte  1,  die  Kraft 
Pg  im  Punkte  2  usw.  angreift.  Es  muß  dann  eben  jede  Kraft 
an  der  Stelle  in  die  Eechnung  eingeführt  werden,  wo  sie  ihren 
Angriffspunkt  hat,  und  weitere  Bechnungsvereinfachungen  können 
nicht  vorgenommen  werden.  Namentlich  kann  die  Wirkung  der 
Kräfte  nicht  durch  die  Wirkung  einer  Kraft  ersetzt  werden. 
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Fig.  18. 

gemeinsam  an  einem  Punkte  angreifen.  Wir  haben  also  den  Fall, 
daß  die  beiden  Kräfte  Pj  und  P,  verschiedene  Angriffjspunkte 
haben,  zurückgeführt  auf  den  bereits  im  1.  Vortrage  untersuchten 
Fall,  daß  die  beiden  Kräfte  einen  gemeinsamen  Angriffspunkt  haben, 
und  können  die  dort  angegebene  Methode  zur  /Bestimmung  der 
Ersatzkraft  auch  hier  anwenden.  (Man  beachte,  daß  das  Parallelo- 
gramm der  Kräfte  nur  für  den  Fall  abgeleitet  und  durch  den  Ver- 
such bewiesen  wurde,  daß  die  Kräfte  einen  gemeinsamen  Angriffs-, 
punkt  haben.) 

Wir  reihen  also  von  einem  beliebigen  Punkte  a  aus  (Fig.  18  b) 
die  beiden  Kräfte  aneinander  und  erhalten  die  Ersatzkraft  Äi_2 
von  Pi  und  Pg  dargestellt  durch  die  Strecke  ac.  Nun  können 
wir  uns  in  Fig.  18  a  die  beiden  Kräfte  Pj  und  Pj  entfernt  denken 
und  statt  der  beiden  die  eine  Kraft  JRi-j  angebracht. 
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Eichtung,  diesmal  aber  an  einem  gemeinsamen  Angriffspunkte  m 
wirkend,  so  finden  wir  ihre  Ersatzkraft  in  bekannter.  Weise  durch 
Konstruktion  des  Kxäftepolygons  ae  (Fig.  19  b).  Nun  ist  aber 
Fig.  19  b  vollständig  gleich  Fig.  18  b,  da  wir  dieselben  Kräfte  Pj 
bis  P4  in  Größe  und  Richtung  aneinandergereiht  haben.     Daraus 
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Fig.  20. 

mehr  beliebig,  sondern  wählen  ihn  so,  daß  er  anf  der  Verlängerung 
von  II  liegt;  mit  anderen  Worten:  daß  II  und  IV  in  einer  Ge- 
raden liegen. 

Wenn  wir  in  derselben  Weise  jede  folgende  Ktaft,  «.  B,  Pj , 
so  zerlegen,  daß  die  erste  Komponente  dieser  Kraft  entgegen- 
gesetzt ist  der  zweiten  Komponente  der  vorhergegangenen  Kraft, 
und  dann  diese  Seitenkräfte  in  Fig.  20  a  so  einzeichnen,  daß  II 
und  II\  III  und  IH\  IV  und  IV^  paaiwe^s  in  einer  Linie  liegen, 
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(I)         B^yw+m, 

(n)  sinÄB  =  -^  ;    oder    cosa^  =  -^  ;   tgoc^  =  -^  ;    ctga^  =  -* 

Fischer,  Statik.  S 
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man  einen  solchen   Satz    folgendermaßen  beweisen:    Man   zeich- 
net   das   Parallelogramm 

£^j^ _^    maßstäblich   anf,   nimmt 

/)  Punkt  E,  fällt  die  Lote, 
rechnet  die  Produkte  d  •  r , 
a«pi  und  h-p2  und  sieht 
nun  nach,  ob  eine  der 
obigen  Gleichungen  tat- 
sächlich erfüllt  ist.  Auf 
diese  Weise  —  aber  auch 
nur  auf  diese  Weise!  — 
kann  man  derartige  Bätze 
wirklich  in  sich  aufneh- 
men. 

Deshalb  zeichne  auch  der  Leser  unbedingt  die  Figur  für  ver- 
schiedene Lagen  des  Punktes  E  auf  und  finde  dadurch  von  selber, 
wann  d«r  gleich  der  Summe,  und  wann  es  gleich  der  Differenz 
der  beiden  Glieder  a  •  pi  und  h  •  pg  ist.  Folgendes  wird  sich  zeigen: 
Liegt  der  Punkt  E  außerhalb  des  Winkels  a ,  den  die  Seiten  a  und  h , 
bzw.  deren  Verlängerungen,  miteinander  einschließen,  so  ist  d*r 
gleich  der  Summe  (Fig.  21).  Liegt  jedoch  Punkt  E  innerhalb  des 
Winkels  zwischen  a  und  h ,  bzw.  deren  Verlängerungen,  so  ist  d  •  r 


Fig.  21. 
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gibt  man  gewöhnlich  der  Eichtung  ,,reeht8herum^^  das  positive  und 
der  Bichtong  „linkshertim^^  da«  negative  Vorzeichen.  Hiernach 
würde  also  in  Fig.  21  sein: 


und  in  Fig.  22: 


b'P2       d.h.:      d-r  *  a-pi  +  fe'p,  ; 


(Man  probiere  diese  Begel  an  mehreren,  maßstäblich  zu  zeichnenden 
Figuren  aus!   Und  namentlich  überzeuge  man  sich,  daß  man  natür- 
lich die  Vorzeichen  Jiuch  um-  ^ 
gekehrt  festsetzen  könnte  und 
trotzdem  die  gleichen  Endresul- 
tate erhält!) 

Nachdem  der  Satz  durch 
Probieren  hoffentlich  zum  Ver- 
ständnis gekommen  ist,  soll 
auch  das  Studieren  zu  seinem 
Bechte  kommen.  Wir  wollen 
ihn  also  auch  noch  mathema- 
tisch beweisen;  der  Einfachheit 
wegen  aber  nur  für  den  Fall 
Fig.  21.    Dieser  Beweis  lautet: 

Bas  Produkt  d*r  läßt  sich  nach  Fig.  21  darstellen  durch  den 
doppelten  Inhalt  des  Breiecks  AED]  also 


Fig.  22. 


Nun  ist 


d.f  «2-A^jE72>. 


AAED  =  AAEB  +  ABED  +  AABD 


Die  Inhalte  der  drei  Breiecke  auf  der  rechten  Seite  lassen  sich 
aber  sehr  leicht  angeben : 

3* 
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Nun  war  AAED  ^ 


LED 

2      ^ 

-    -     1    -    ^ 
2      '      2 

2     "^ 

H^  +  y)  . 

2 

"     2     "*■ 

ft-P2 

2     • 

d-r 
2     ' 

also  ist 

d'i 

2 

■      «'Pi  j. 
2     "^ 

&'P2 

2     ' 

•d  •  r  ~  a  •  pi  +  6  •  P2     (w.  z.  b.  w.). 

&)  Verwendung  des  Satzes  in  der  Mechanik. 
Die  Anwendung  des  soeben  abgeleiteten  geometrischen  Satzes 
auf  die  Mechanik  ist  naheliegend.  Aus  allen  bisherigen  Unter- 
suchungen ist  hervorge- 
gangen, daß  das  Prinzip 
vom  Parallelogramm  der 
Kräfte  die  Grundlage  bil- 
det für  alle  Aufgaben,  bei 
denen  es  sich  um  den  Er- 
sats  eines  Kräftesystems 
durch  eine  Einzelkraft 
(oder  umgekehrt)  handelt. 
Zunächst  werden  wir  also 
den  Satz  auf  das  Parallelo- 
gramm der  Kräfte  anwen- 
den. In  Fig.  23  sind  die 
beiden  Kräfte  P^  und  P, 
geometrisch  dargestellt.  Wir  wisseh,  daß  dann  ihre  Ersatz- 
kraft durch  die  Diagonale  R  bestimmt  ist.  Wenden  wir  jetzt  auf 
dieses  Parallelogramm   den   soeben   abgeleiteten  Satz   an,    indem 


Fig.  23. 
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d.  li.  das  Produkt  aus  der  Ersatzhraft  mal  ihrem  Abstände  von  E 
ist  gleich  der  Summe  der  ProduTcte  der  beiden  Kräfte  mal  ihren  Ab- 
ständen.   Da  dieses  Produkt  aus  einer  Kraft  mal  der  Entfernung 
von  einem  Punkt  in  der  Mecha- 
nik oft  vorkommt,  hat  man  einen 
besonderen  Namen  dafür  einge- 
führt; man  nennt  es  das  ,,8tatisehe 
Moment^'  der  betreffenden  Kraft 
in  bezug  auf  den  Punkt,     Der 
soeben  abgeleitete  Satz  läßt  sich 
also  ausdrücken: 

»  Das  staiische  Moment  der  Er- 
satzhraft  B  ist  gleich  der  Summe 
(bzw.  Differenz)  der  statischen  Mo- 
mente- der  beiden  ursprünglichen 
Kräfte. 

Wir  müssen  aber  noch  unter- 
suchen, ob  dieser  Satz  auch  dann 
gültig  ist,  wenn  wir  mehr  als  zwei  Kräfte  haben,  die  außerdem  an 
verschiedenen  Punkten  angreifen.  Um  dieses  festzustellen,  ist  in 
Fig.  24  mittels  Kräftezug  (das  Kräftepolygon  ist  fortgelassen)  die 
Ersatzkraft  von  Pj ,  P, ,  Pj  bestimmt.  Nun  können  wir  zunächst 
den  Satz  anwenden  auf  Punkt  i,2,  in,dem  Pj  und  Pg  sich  schneiden: 

i^i-2-n-2«=  A-Pi  +  Ps-Ps  ; 
ferner  auf  Punkt  1,3: 

-ßi-3-^i-s  =  -^1-2*^1-2  +  A  -Ps  > 

da  am  Punkte  1,3  die  beiden  Kräfte  Bi^^  ^^^  Pt  angreifen.    Hier- 
mit ergibt  sich  auch  für  mehrere  Kräfte: 

J^i-8  -n-s  =  -Pi  •  Pi  +  ^2  •  Ps  +  A  •  Ps  . 
Wie  aber  aus  der  Ableitung  von  dem  geometrischen  Satze  her 
folgt,  müssen  in  der  obigen  Gleichung  die  Produkte  verschiedene 
Vorzeichen  bekommen,  je  nachdem  die  Pfeilrichtungen  rechts- oder 
linksherum  um  ^ den  Punkt  E  zeigen.  In  Fig.  24  sind  der  Be- 
quemlichkeit wegen  die  Kräfte  so  angenommen,  daß  sie  alle  rechts- 


Fig.  24. 
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Wenn  r  ausgerechnet  ist,  schlagen  wir  um  E  mit  r  den  Kreis  und 
zeichnen  unter  dem  bereits  früher  berechneten  Neigungswinkel  a/j 
die  Tangente  an  den  Kreis.  Diese  ist  dann  die  Besultierende. 
Hat  sich  für  den  Ausdruck  +Pi  •  Pi  +  J?«  •  P2  ±  J^«  *  Ps  ±  •  •  •  ^^^ 
positiver  Wert  ergeben,  so  ist  die  Tangente  so  an  den  Kreis  zu 
legen,  daß  B  „rechtsherum"  um  den  Punkt  E  zeigt;  und  umge- 
kehrt. •  Somit  ist  also  die  Lage  von  R  vollständig  bestimmt. 


Znsammenfassimg  von  §  9. 

Die  Aufgabe  dieses  Paragraphen  lautete:  Wie  können  wir  be- 
liebig viele,  auf  einem  Körper  zerstreut  liegende  Kräfte  ersetzen 
durch  eine  einzige  Kraft?     Hierzu  drei  Lösungen: 

I.  Methode  (Kräftezug):  Größe  und  Eichtung  von  B  mittels 
Kräftepolygon.   Die  Lage  von  B  auf  dem  Körper  mittels  Kräftezug. 

IL  Methode  (Seilpolygon):  Größö  und  Eichtung  von  B  mittels 
Kräftepolygon.     Die  Lage  von  B  mittels  Seilpolygon. 

III.  Methode  (Analytisch):  Größe  und  Eichtung  von  jB  mittels 
Bg  und  By .  Die  Lage  mittels  des  Satzes  vom  statischen  Moment 
der  Kräfte. 
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Auf  eine  Stützmauer  AB  OD  wirlce  der  harizontcä  a/ngenommene 
Erddruck  E^  (infolge  des  Gewichts  der  Hinterfiillungserde),  der 
Erddruck  E^  (infolge  der  Auflast  hinter  der  Mauer),  jemer  die 
Last  P  (Auflast  auf  der  Mauer  selber)  wnd  das  Eigengewicht  O. 
Die  Ersatzkraft  von  diesen  vier  Kräften  ist  zu  bestimmen l  (Fig.  25 
und  26.) 

In  Zahlen  sei: 

£?!  =  12,0  t;       jE72  =  3,Ot;       P=.8,5t;        6  =  26,0  t, 
«1  =  2,3  m  ;        «,  =  3,4  m  ;      p  =  2^5  m  ;      ^  =  2,0  m  .    (Fig.  26.) 

L  Besümmung  von  M  mittels  Krftftezug.  (Fig.  25.) 
Wir  reihen  von  einem  beliebigen  Punkte  a  aus  die  vier  Kräfte 
aneinander.  Nun  denken  wir  uns  P  und  E^  nach  ihrem  Schnitt- 
punkt lj2  verlegt  und  ersetzen  sie  hier  durch  ihre  Ersatzkraft 
ac.  Diese  bringen  wir  mit  E^  zum  Schnitt  im  Pxmkte  i,3  und 
ziehen  durch  i,3  die  Parallele  zu  ad.  Diese  Parallele  schneidet 
die  letzte  Kraft,  ö,  im  Punkte  1,4,  Durch  1,4  ziehen  wir  dann 
die  Ersatzkraft  jB  von  allen  vier  Kräften. 

Der  Sinn  dieser  Untersuchung  ist  also  folgender:  Wenn  wir 
den  Körper  AB  CD  als  Ganzes  betrachten  (ohne  auf  die  inneren 
Spannungen  zu  achten),  so  verhält  er  sich  unter  dem  Einfluß  der 
angreifenden  vier  Kräfte  geradeso,  als  ob  nur  die  eine  Ej'aft  R 
in  der  gezeichneten  Größe,  Eichtung  und  Lage  auf  ihn  einwirken 
würde.  Unterstützt  ist  der  Körper  auf  der  Fläche  AD.  Damit 
er  nun  im  Gleichgewicht  bleibt,  müssen  die  Unterstützungskräfte 
ihrerseits  sich  zu  einer  Ersatzkraft  B'  zusammenfassen  lassen,  die 
gerade  entgegengesetzt  R  ist.  Aus  dieser  Bedingung  werden  wir 
dann  später  den  Druck  auf  den  Erdboden  und  die  sogenannten 
Kant^npressungen  bestimmen. 
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and  des  letzten  Strahles  (Strahl  I  und  Strahl  V)  ziehen  wir  dann 
die  Parallele  zu  der  Seite  R  in  Fig.  26  b.  Somit  ist  die  Besul- 
tierende  nach  Größe,  Eichtung  und  Lage  bestimmt. 

III.  Analytisehe  Bestimmang  von  JR .  (Fig.  26.) 
Wir  wollen  bei  diesem  Beispiel  für  die  a?-Achse  die  Eichtung 
nach  links  und  für  die  ^ -Achse  die  Eichtung  nach  unten  positiv 
nehmen.  Also  umgekehrt  wie  gewöhnlich.  Dann  werden  nämlich 
die  Ausdrücke  E^  und  Ry  am  einfachsten,  weil  alle  Zahlen  mit 
positivem  Zeichen  erscheinen. 

Beim  Aufetellen  des  Wertes  R^  wollen  wir  beachten,  daß  die 
horizontalen  Kräfte  in  natürlicher  Größe  und  die  vertikalen  gl^ch 
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and  J2y  und  haben  nach  dem  Satze  vom  statischen  Moment 


d.  h. 
Hieraus 


B*T        +Pi.&  +  fi^-Ä  +  P2-  0*+ 

X  ■ — ■ 


Die  ganze  Eechnung  würde  sich  also  so  gestalten: 

Die  Zerlegung  der  schrägen  Kräfte  0  und  D  ergibt  die 

Horizontalkomponenten  Vertikalkomponenten 

O.cosai  =  3200.cosl8°«3030^g.  O-sin«i«3200-sinl8''=1000kg. 
/)-cosä,  =  3600-cos34*'=2970  „    D- sin äj»» 3600 -sin 34° =2000  „ 

Somit  wird  von  der  Besultierenden  die 

Horizontalproj  ektion  Vertikalprojektion 

Rx  =  +1000  kg,  Äy  =  +10000  kg, 

+3030  n  +  6000  „ 

+2970  „  +  1000  „ 

-6000  „  +  2000  „ 


i?,==+1000kg,  +  1200  ,, 

i?y  = +20200  kg, 

der  Neigungswinkel  gegen  die  Horizontale 

tg«Ä  =  ^^  =  20,2;  «Ä  =  8ri0'; 

und  der  Abstand  des  Durchgangspunktes 

_  (10  000  +  1000  +  2000)0,8  +  (2970  +  3030) 6,0  +  1000  -  8,4  —  6000  -  3,6  +  1200  -  0,4 
^""  20200 

^  +  33  700 
20200     ' 
X  =  1,67  m. 

pie  Resultierende  selbst  brauchen  wir  garnicht  zu  bestimmen.) 
Aus  dieser  Aufgabe  wollen  wir  uns  also  folgenden  praktischen 
Bechnungsgang  für  alle  derartige  Fälle  merken: 
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—    44    — 

wir  alle  Kräfte  sOy  daß  wir  es  nur  mit  horizon- 
ilcdlen  Kräften  zu  tun  Juiben.  Dann  ist  die 
,  gleich  der  Summe  aller  horizontalen  Kräfte^ 
I      f9       ,9  ,,  ,9     vertiTcalen  „ 

)),  und  der  horizontale  Abstand  x  des  Durch- 
Mierenden  von  einem  PunTcte  E  gleich  der 
Momente  in  hezu^  auf  E ,  dividiert  durch  die 


ic  =  --p^,     bzw.     y  =  -^--; 


sin  «j  ==  . . . 
sin  «,  =  ... 


Y.  y  gehen  von  E  aus  horizontal;  bzw.  vertikal  bis 

eht  rechtwinklig  zur  Besultierenden.] 

30S«i  usw.  kann  man  auch  direkt  in  die  Skizze 

Vierte  Autgabe, 

43  {8.  84)  gezeichneten  Dachbinder  wiricen 
it  ihren  Neigungswinkeln  ä)  ein: 
=  360  kg;       Fs  «  625  kg;       W^  =  143  kg, 
=  77*^;  «8=0'';  a^^ir. 

bestimmt  werden!  [Die  in  Fig.  43  außerdem 
[ebneten  Kräfte  gehen  uns  jetzt  nichts  an.] 
Beispiel  so  vorführen,  wie  man  zweckmäßig 
uds  durchrechnet.  Man  würde  schreiben: 
er  Kräfte  in  Horizontal-  und  in  Vertikal- 

iten  Vertikalkomponenten 

=  +1100  kg,  H-1556  •  sin45'=  +1100  kg, 

=  +     80  „  +  360  «sin  77**  =  +  350  „ 

=  +  625  „     .  +  625  .  sin  0"  =          0  „ 

=  +    30  „  +  143  «sin 77**  =  +  140  „ 
=  +1835  kg        Vertikalprojektion  By  =  +1590  kg 

Q.  der  Besultierenden. 


yi835«  +  1590«  =  2430  kg. 
b1  von  -B: 
1590 


1835 


=  0,87  ;    ÄÄ  =  41^ 
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m.  Abstand  des  Darchgangßponktes  von  B  (durch  die  Linie  Ä  JB) 
bis  mm  Punkte  Äi 

X  =  [(+ 1100 . 1,25+80-2,79+626  •  3,57+30  •  4,18)+(1100- 1,25+350  •  3,75+140  •  5,50)]  — 
=  4,65  m. 

Kach  diesen  drei  Angaben  zeichne  man  JB  in  Fig.  43  ein! 

Ferner  bestimm^  man  den  Dnrchgangspunkt  von  jB  mit  der 
dnrch  den  Punkt  Ä  gezogenen  Vertikalen.  (Dann  tritt  beim  Auf- 
stellen der  Momente  in  den  Nenner  statt  R^  die  Projektion  JS,.) 

Fünfte  Aufgabe, 

Bei  der  in  Fig.  28  gezeichneten^  dreiechförmigen  Kräftegruppe 
Pi ,  • . . ,  P«  «oS  die  BesüUierende  bestimmt  werden. 

Wir  haben  es  hier  (Fig.  28  a)  mit  einer  Gruppe  paralleler 
Kräfte  zu  tun,  die  die  besondere  Eigenschaft  haben,  daß  sie  in 


H 


(a) 


t._i i JL^v. 


1 

\  \ 


f 


Fig.  28. 


gleichen  Abstanden  u  voneinander  stehen,  und  daß  ferner  jede 
Kraft  um  das  gleiche  Stück  kleiner  als  die  yorhergehende  ist. 
Verbindet  man  die  Endpunkte  dieser  Ejräfte,  A  bekommt  man 
eine  dreieckförmige  Figur;  man  nennt  deshalb  eine  solche  Kräfte- 
gruppe  eine  y^dreieckförmige^^  Bdastung.  Wir  werden  später 
öfters  mit  solchen  ,,dreieckförmigen''  Eräftegruppen  zu  tun  haben, 
so  daß  es  gut  ist,  ein  für  allemal  ihre  Besultierende  zu  be- 
stimmen. 

Im  ganzen  mögen  n  Kräfte  sdn  (als  Beispiel  nehme  man 
ti  »  7).  Dann  haben  wir  also  auch  n  solcher  Abstände  u^  so 
daß  die  ganze  Länge 

1/  =  n-ii 
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Spitze  des  Dreiecks  nehmen.     Dann  wird 

B . r  =  p„ .  w  +  Pn-i  •  2t*  +  Pn-.2  •  3tt  +  . . .  Pj . n t* 

-w(l.P„  +  2.P„^i  +  3.Pn-,+  ...n.P,). 

Nun  führen  wir  für  P,»,  P»_i,  P,_2  usw.  wieder  die  zu  An- 
fang aufgestellten  Ausdrücke  ein: 

12  3 

Pn  =  TT  Pi  >        .  Pfi-i  ~  ~  -^1  >  -Pi»-2  ^^  "ir-^i »      usw., 

n  ti  n 

und  erhalten 

JB.r  =  wfl.-P,  +  2.-Pi  +  3.-Pi+  ...n.-Pi) 
\      n  n    ^  n    *  n    V 

=  t*^(l»+2«  +  3«+  ...n«). 

Nun  sind  wir  wieder  auf  eine  solche  Reihe  von  Zahlen  ge- 
kommen. Auch  für  diese  Summe  kann  man  eine  kurze  Formel 
aufstellen.    Es  ist  nämlich 

.   b 

Mit  der  —  übrigens  ganz  elementaren  —  Ableitung  dieser  Formel 
wollen  wir  hier  keine  Zeit  verlieren.  Man  kann  ihre  Richtigkeit  ja 
auch  leicht   ausprobieren  (z.  B.   1«  +  2«  +  3«  +  4«  +  5«  +  6»  +  7« 
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y +  « 


Px 


2w 


Wenn  nun  u  sehr  klein  ist  im  Verhältnis  zu  |( ,  so  können 
wir  statt  y  +  u  auch  einfach  y  schreiben,  ohne  daß  dadurch  in 
unsere  Zahlenrechnung  ein  bemerkbarer  Fehler  hineinkommen 
kann.    Dann  erhalten  wir  also 

(la)  B^^^.y. 

Dieses  Resultat  läßt  sich  an  Hand  der  Fig.  28b  so  ausdrucken: 
Dividieren  wir  die  erste  Last  P^  durch  den  Abstand  u  und  tragen 
die  hierdurch  bestimmte  Größe  an  der  Stelle  von  P^  auf  (gleich 
ac),  so  ist  die  Besultierende  B  dargestellt  durch  den  Inhalt  des 
jyBdagtungsdreiecks^^  aho. 

Auch  die  Lage  der  Eesultierenden  läßt  ^ch  bei  einer  solchen 
stetigen  Aufeinanderfolge  von  Kräften  einfach  bestimmen.  Da  u 
gegenüber  y  verschwindet,  können  wir  in  der  ursprünglichen  Formel 
für  r  das  zweite  Glied  fortlassen  und  erhalten: 

(Ha)  r  =  |y. 

In  Worten:  Folgen  bei  einer  dreieckförmigen  Kräftegruppe 
die  einzelnen  Kräfte  unmittelbar  aufeinander,  so  ist  die  Besul- 
tierende jB  von  der  Spitze  des  Dreiecks  um  f  der  y^BelastungS' 
länge^^  y  entfernt. 

Für  die  Entfernung  vom  Punkte  a  bleibt  also  ^y  übrig. 


§11- 

Das  Kräftepaar* 

L  Wsfl  ist  ein  Krittepaar? 

Untersehled  iwlsehea  KrAftepaar  und  Einzelkraft 
Auf  einen  Körper  (Fig.  29)  mögen  zwei  Ejräfte  P|  und  P« 
wirken,  die  miteinander  parallel  sind  und  entgegengesetzte  Pfeil- 
richtung haben.-  P^  sei  etwas  kleiner  als  P,.  Wenn  wir  für 
diese  Kräftegruppe  die  Besultierende  bestimmen,  z.  B.  mittels 
Seilpolygon,  so  tragen  wir  also  von  einem  beliebigen  Punkte  a 
aus  die  eine  Kraft,  P^,  gleich  ah  auf,  reihen  die  zweite  daran 
und  finden  hiermit  die  Besultierende  B  nach  Größe  und  Bichtung, 

Fischer.  Statik.  4 
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Kräfte  durch  ihre  Besultierende  2^1.$  ersetzt,  so  kann  sich  ja 
herausstellen,  daß  JBi.s  zufällig  ebenso  groß  wie  die  letzte  Bjaft,  P4 , 
ist,  ferner  mit  dieser  parallel  ist  und  entgegengesetzte  Eichtuhg 
hat.  Dann  wirken  also  die  vier  Kräfte  Pj ,  P, ,  Pj  ,  P4  genau  so 
wie  ein  Kräftepaar,  da  sie  ja  schließlich  ein  solches  ergeben« 

Für  die  weiteren  Untersuchungen  ist  nun  folgende  Bemerkung 
wichtig:  Zeigt  sich  bei  einer  Kräftegruppe  JPi,  Pg,  Pj  usw.j  daß 
die  Summe  der  statischen  Momente  dieser  Kräfte  in  hezug  auf  irgend- 
einen PunM  gleich  NüU  isty  so  kann  diese  Kräftegruppe  auf  keinen 
FaU  ein  Kräftepaar  ergehen.  Der  Beweis  dieser  Behauptung  folgt 
ohne  weiteres  aus  dem  Obigen:  Wenn  ein  Kräftepaar  wirkt,  so 
bekommen  wir  niemals  das  Moment  'NuH,  sondern  stets  einen 
Wert  P^e.  Da  nun  das  statische  Moment  der  Eesultierenden 
gleich  der  Summe  der  statischen  Momente  der  einzelnen  Kräfte 
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ergibt    Eine  Eräftegruppe,  die  diese  Eigenschaft  hat,  nennt  man 
ein  yyOIeiehgewiditsgystem^^ 

Um  nun  in  einem  bestimmten  Falle  zu  untersuchen,  ob  die 
obigen  zwei  Bedingungen  erfüllt  sind,  haben  wir  wieder  ver- 
schiedene Methoden  zur  Verfügung. 

n.  Praktische  Anwendungsmethoden  des  GrnndprinKtpg, 

I.  Methode:  Gimphiseh  mittels  Krättesng* 

Zunächst  untersuchen  wir,  ob  die  Eesultierende  gleich  ^ull 
wird.  Wir  reihen  also  die  Kräfte  Pj,  P, ,  P,  und  P4  (Fig.  30  a) 
zu  einem  Ej^tepolygon  aneinander  (Fig.  30  b).  Ergibt  sich  nun, 
wie  in  Fig.  30b,  daß  das  Polygon  sich  j^achließt^j  d.  h.  daß  der 


Fig.  80. 

Endpunkt  der  zuletzt  gezeichneten  Kraft  zurückfällt  in  den 
Anfangspunkt  der  zuerst  gezeichneten  Kraft,  so  ist  P1.4  gleich 
NulL    Hiermit  ist  die  erste  Bedingung  erfüllt. 

Nun  muß  noch  untersucht  werden,  ob  auch  die  zweite  Be- 
dingung erfüllt  ist,  d.  h.  ob  die  Kräfte  nicht  etwa  ein  Kräftepaar 
ergeben.  Zu  dieserUntersuchung bestimmen  wir  die  Resultierende  JBi » $ 
der  ersten  drei  Kräfte  P^ ,  P2 ,  Ps .  Sie  ist  in  Fig.  30b  dargestellt 
durch  die  Strecke  a  ä ,  und  srwar  zeigt  sie  von  a  nach  d .  Sie  ist 
also  gleich  groß,  aber  entgegengesetzt  gerichtet  der  letzten  Kraft,  P^ , 
und  es  ist  wohl  möglich,  daß  sie  mit  dieser  ein  Kräftepaar  bildet. 
Um  auch  darüber  Gewißheit  zu  haben,  zeichnen  wir  noch  in 
Fig.  30a  die  Eesultierende  Ri^^  mittels  Kräftezug  ein.  Ergibt 
sich  nun,  daß  die  letzte  Kraft,  P4,  in  derselben  Geraden  liegt, 
in  der  £1.3  zu  liegen  gekommen  ist,  so  heben  sich  £1.3  und  P4 
auf  und  es  ist  tatsächlich  Gleichgewicht  vorhanden.     Hätte  aber 
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Femer:  Wenn  auf  einen  Körper  eine  Kraft  R  von  zunächst  un- 
bestimniter  Größe  wirkt,  und  wir  bilden  für  irgendeinen  Punkt  E 
das  statische  Moment  dieser  Kraft,  so  bekommen  wir  doch  im  all- 
gemeinen einen  bestimmten  Wert,  Kraft  mal  Lot.  l^ur  in  zwei 
Fällen  kann  das  statische*  Moment  gleich  ISxxU  werden;  nämlich, 
wenn  entweder  die  Kraft  B  selber  gleich  Null  ist,  oder  wenn  die 
Kraft  R  durch  den  Punkt  E  hindurchgeht.  (Dann  wird  das  Lot 
gleich  Null,  also  auch  das  Produkt  Kraft  mal  Lot.)  Daraus 
folgt  weiter:  Ergibt  die  Kraft  R  für  zwei  Punkte,  E  und  J^,  die 
statischen  Momente  Null,  so  ist  entweder  R  gleich  Null,  oder  sie 
geht  durch  JE?  und  durch  F  hindurch,  d.  h.  sie  liegt  in  der  Ver- 
bindungslinie dieser  beiden  Punkte.  Auch  dieses  wollen  wir  uns 
merken. 

Auf  Grund  dieser  beiden  Überlegungen  ergibt  sich  folgender 
Weg,  um  festzustellen^  ob  eine  Kräftegruppe  eine  Eesultierende  R 
gleich  Null  hat.  Zunächst  bUden  wir  von  den  Kräften  die  Summe  i2« 
der  Projektionen  auf  eine  Achse,  z.  B.  auf  die  o?- Achse.  Es  möge 
sich  JZ.  =s  0  ergeben.  Daraus  folgt,  daß,  falls  R  nicht  direkt  gleich 
Null  ist,  es  nur  rechtwinklig  zur  rc- Achse  stehen  könnte. 

Dann  bilden  wir  für  zwei  Punkte  E  und  J?,  deren  Verbindungs- 
linie nicht  rechtwinklig  zur  ^- Achse  steht,  die  Summe  der  statischen 
Momente.  Es  möge  sich  jedesmal  die  Momentensumme  Null  er- 
geben. Daraus  folgt,  daß,  falls  R  nicht  selber  gleich  Null  ist,  es 
in  der  Verbindungslinie  EF  liegen  müßte. 

Wenn  also  eine  Kräftegruppe  die  Eigenschaften  hat,  daß 
1.  22;  =  0  wird,  und  daß  2.  die  Momentensummen  für  die  beiden 
Punkte  E  und  F  beide  gleich  Null  werden,  so  können  wir  von 
dieser  Kräftegruppe  aussagen:  Entweder  hat  sie  eine  Resultierende iZ 
gleich  Null,  oder  ihre  Resultierende  R  steht  senkrecht  zur  o;- Achse 
und  geht  außerdem  durch  die  Punkte  E  und  F.  Der  zweite  Fall 
ist  aber  unmöglich,  da  ja  die  beiden  (willkürlich  zu  wählenden) 
Punkte  E  und  F  so  angenommen  wurden,  daß  ihre  Verbindungs- 
Unie  nicht  senkrecht  zur  (9 -Achse  steht.  Es  bleibt  also  nur  die 
erste  Möglichkeit,  nämlich,  daß  die  betreffende  Kräftegruppe  eine 
Besultierende  gleich  Null  hat. 

Ist  nun  auf  diese  Weise  nachgewiesen,  daß  i2  =  0  ist,  so  ist 
damit  auch  bewiesen,  daß  die  Kräftegruppe  kein  Kräftepaar  er- 
gibt. Denn  zu  letzterem  Nachweis  gehört  ja  nur  das  Aufstellen 
der  statischen  Momente  für  einen  Punkt,  z.  B.  für  E  oder  F. 

Dasselbe,  was  hier  für  die  o?- Achse  abgeleitet  ist,  gilt  natür- 
lich auch  für  die  y- Achse.    Dann  müssen  die  Punkte  E  und  F  so 
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(Man  führe  die  Zeichnung  wieder  selber  aus!)  Zunächst  zeich- 
nen wir  wieder  das  KräftepolygonT  Es  schließt  sich.  Dann  nehmen 
wir  einen  beliebigen  Pol,  zeichnen  die  Polstrahlen  nach  den  Ecken 
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JS  neümen.  wir  den  rechten  ifickpunkt.  Beim  Ausreclinen  der  stja- 
tischen  Momente  wollen  wir  bei  der  schrägen  Kraft  Pj  nicht  direkt 
das  Produkt  Kraft  mal  Lot  bestimmen  (weil  letzteres  in  der  Figur 
nicht  angegeben  ist),  sondern  nehmen  statt  der  Kraft  P^  selber 
lieber  deren  Seitenkräfte  86,6  kg  und  50,0  kg.  Deren  Abstände 
bis  zum  Punkte  B  sind  in  der  Figur  enthalten.  Ferner  beachten 
wir,  daß  eine  Kraft,  die  durch  den  Punkt  E  hindurchgeht,  das 
statische  Moment  Null  ergibt.  Dann  wird  (Yorzeichenannahme: 
rechtsherum  positiv,  linksherum  negativ): 

2M  =  -86,6  •  4,25  -  60,4  •  3,15  +  124,9  •  4,47 
(III)  =  -368,0  -  190,3  +  558,3 

l  =  0,0  . 

Wir  sehen,  daß  auch  die  dritte  Bedingung  erfüllt  ist.  Der  Körper 
bleibt  also  im  Euhezustand. 

nib.  Man  führe  die  Berechnung  selber  durch!  (Als  rv -Achse 
nehme  man  z.  B.  die  Horizontale  und  als  Bezugspunkte  dann 
die  Punkte  B  und  F.) 

nie.  Nach  dieser  Methode  stellen  wir  also  für  drei  Punkte 
die  Momentensummen  auf.  Als  Bezugspunl^te  wählen  wir  B  j  F 
und  6  (Fig.  32).  Statt  mit  der  schrägen  Kraft  P^  arbeiten  wir 
natürlich  lieber  mit  deren  Projektionen  und  erhalten  (zur  Ab- 
wechslung: linksherum  positiv,  rechtsherum  negativ  eingeführt): 
(2Me  ==  4-86,6  •  4,25  +  60,4  •  3,15  -  124,9  •  4,47 
=  +368,0  +  190,3  -  558,3 
=  0,0 , 

(  ZMf  =  +86,6  .  4,25  +  60,4  •  3,15  -  60,0  •  4,47  -^  74,9  •  4,47 
(II)  J  =  +368,0  +  190,3  -  223,5  -  334,8 

l  =  0,0 , 

(2Mo  =  +86,6  •  1,10  +  147,0  •  8,15  -  50,0  •  3,00  -  74,9  •  3,00  -  124,9  •  1,47 
=  +95,3  +  463,0  -  150,0  -  224,7  -  183,6 
=  0,0. 
Somit  ist  auch  nach  dieser  Methode  das  Gleichgewicht  erwiesen. 
Aufgabe:  Man  zeichne  selber  einen  Körper  so  mit  Kräften, 
daß  er  im  Euhezustand  gehalten  wird!    (Man  wird  sehen,  daß  das 
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(III)     P, .  4,47  =  86,6 . 4,26  +  60,4  •  3,15 
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(n)  P»  =  (368,0  +  190,3)  -f^  =  124,9  kg, 

(in)  P,  =  (368,0  +  190,3  -  223,5)  -^  =  74,9  kg. 

Dieser  Weg  ist  also  noch  einfacher,  da  in  jeder  Gleichung  nur 
eine  Unbekannte  vorgekommen  ist. 

Es  möge  jetzt  schon  darauf  hingewiesen  werden,  daß  der 
folgende  Abschnitt  11  nichts  weiter  ist  als  eine  dauernde  Wieder- 
holung dieser  soeben  gelösten  Aufgabe.  Es  wird  sich  immer 
darum  handeln ,  daß  an  einem  Körper  gewisse  gegebene  Ejräf te 
(die  sog.  „iasien")  angreifen,  und  daß  dann  drei  andere  Ejräfte 
(die  sog.  jjAuflagerJcräfte^^  H ,  V  und  B)  von  der  Art  hinzugefügt 
werden  sollen,  daß  der  Körper  im  Gleichgewicht  bleibt.  Deshalb 
ist  die  vorige  Aufgabe  von  so  großer  Wichtigkeit  für  das  Folgende. 

Ferner  sei  noch  besonders  auf  eins  hingewiesen:  Die  Lösung 
der  Aufgabe  ist  eine  absolut  j^einäeutige^^ .  Das  heißt,  die  drei 
gesuchten  Kräfte  P3 ,  P4 ,  P5  dürfen  nur  die  oben  ausgerechneten 
Werte,  und  keine  anderen,  haben,  falls  Gleichgewicht  bestehen 
soll.  Es  darf  also  keine  dieser  drei  Kräfte  vergrößert  oder  ver- 
kleinert werden;  die  Kräfte  dürfen  auch  nicht  miteinander  ver- 
tauscht werden;  od.  dgl.  Sonst  würde  sofort  das  Gleichgewicht 
gestört  werden.  Dieses  folgt  direkt  daraus,  daß  diö  E^räfte  sich 
aus  linearen  Gleichungen  ergeben  haben,  von  denen  jede  einen 
bestimmten  Wert  —  aber  auch,  nur  einen  Wert  —  für  die  be- 
treffende Unbekannte  liefert.  (Eine  quadratische  Gleichung  z.  B. 
liefert  bekanntlich  zwei  Werte;  z.  B.  folgen  aus  a?*—  4ä?  =  —  3  die 
Werte  a?  =  1  und  a?  =  3  .)  ^ 


4.  Spezialfall:  Körper  mit  nur  drei  Kräften. 

Dieser  Fall  wird  so  häufig  vorkommen,  daß  wir  für  ihn  die 
Gleichgewichtsbedingungen  noch  etwas  ummodeln  wollen,  damit 
sie  besonders  einfach  werden.  Untersuchen  wir  die  Sache  mittels 
Kräftezug  (Methode  I).  Zunächst  müssen  die  drei  Kräfte  natürlich  ein 
geschlossenes  Kräftepolygon  ergeben  (Fig.  34a  und  b).  Dann  kommt 
die  zweite  Bedingung,  nämUch,  daß  die  Eesultierende  aus  ?wei 
Kräften,  z.  B.  aus  P^  und  Pj ,  mit  der  dritten  Kraft,  Pg ,  in  der- 
selben Geraden  liegen  muß.  Diese  Untersuchung  läßt  sich  nun 
für  den  Fall  von  di'ei  Kräften  etwas  vereinfachen.     Aus  dem  ge- 

Fi  seh  er,  Statik.  5 
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3.  Vortrag: 
Die  Auflagerkrälte  infolge  ständiger  Belastung. 

§  14. 

Die  Anzahl  der  Unbekannten  bei  den  einzelnen 

Anflagerkonstniktionen. 

1.  Sobald  eine  Konstruktion  von  einem  Lastensystem  be- 
ansprucht wird,  müssen  an  den  Auflagerstellen  Kräfte  entstehen, 
die  den  angreifenden  Lasten  das  Gleichgewicht  halten.  Die 
Stützung  eines  Körpers  läßt  sich  nat^ürlich  auf  verschiedene  Weise 
erzielen.  Wir  wollen  im  folgenden  zunächst  untersuchen,  wie  die 
Auflagerung  beschaffen  sein  muß,  die  gerade  noch  ausreicht,  um 
bei  jeder  beliebigen  Belastung  die  Euhelage  des  Bauwerks  zu 
sichern.  Es  sei  aber  stets  vorausgesetzt,  daß  das  Tragwerk  und 
die  Lasten  in  einer  Ebene  enthalten  seien;  die  sogenannten  räum- 
lichen Systeme  sollen  hierbei  ausgeschlossen  sein.  Bei  dieser  Unter- 
suchung ist  es  gleichgültig,  ob  es  sich  um  eine  voUwandige  oder 
eine  Fachwerkkonstruktion  handelt.  Wir  wollen  nur  voraussetzen, 
daß  das  Bauwerk  eine  sogenannte  f,8tairre  ScheiW^  bildet,  d.  h.  daß 
die  einzelnen  Punkte  des  Tragkörpers  so  miteinander  verbunden 
sind,  daß  sie  ihre  gegenseitige  Lage  nicht  ändern  können.  Solche 
Systeme,  diö  Gelenke  enthalten  (z.  B.  Dreigelenkbogen),  bei  denen 
8ich  also  die  einzelnen  Teile  gegeneinand^  bewegen  können,  wollen 
wir  vorläufig  noch  nicht  untersuchen. 

An  dem  Körper  K  in  Fig.  35  greifen  die  Lasten  P^^  P^,  P^y 
P4  an.     Zunächst   denke   ich   mir  K  dadurch  gestützt,   daß  ein 
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stimmte  Bichtang  haben  kann,  nämlich  senkrecht  zu  der  Ver- 
schiebungsrichtung.  Jede  andere  Bichtung  der  Druckkraft  zwischen 
V  nnd  W  müßte  sich  in  einer  Bewegong  von  TJ  bemerkbar 
machen;  diese  Bewegung  ist  aber  ausgeschlossen,  da  nach  dem 
Früheren  die  gezeichnete  Lagerung  des  Trfigers  hinreicht,  um  jeden 
Punkt  desselben  in  der  Buhelage  zu  sichern.  Aus  dieser  Be- 
trachtung ergibt  sich  also:  Bei  einem  beweglichen  Lager  ist  die 
Bichtung  des  Auflagerdruckes  ohne  weitere  Berechnung  allein 
jdurch  die  Konstruktion  bestimmt;  He  ist  nänUich  stets  senkrecht 
zur  Bewegungsrichtung  des  Lagers.  Beim  festen  Auflager  liegt  der 
Fall  anders.  Hier  ist  (bei  l>eliebig  gerichteten  Lasteti  P^ ,  Pg , 
-P»  >  JP4)  die  Bichtung  des  Druckes  zwischen  U  und.W  vollständig 
unbestimmt  und  muß  erst  durch  die  statische  Berechnung  er- 
mittelt werden. 


?>^     ä/      iJ      V 


Fig.  36. 

um  den  Angrifibpuiikt  einer  Auflagerkraft  zu  ernoitteln,  be« 
achten  wir,  daß  eine  Kraftübertragung  von  einem  Köfper  auf 
einen  anderen  nur  an  den  Stellen  stattfinden  kann,  an  denen  sich 
beide  Körper  berühren.  Bichten  wir  also  die  Auflager  so  ein, 
daß  das  Widerlager  den  Träger  nur  in  einem  Punkte  berührt, 
so  kann  auch  nur  an  diesem  einen  Punkte  das  Widerlager  eine 
EZraft  ausüben,  und  der  Angriffispunkt  des  Auflagerdruckes  ist  auf 
diese  Weise  festgelegt  Bei  den  Konstruktionen  Ä  und  B  in 
Fig.  36  findet  die  Kraftübertragung  zwischen  Widerlager  imd 
Träger  allerdings  nicht  in  einem  Punkte,  sondern  in  einer  Beihe 
von  Pxmkten,  auf  dem  Umfange  des  Zapfens,  statt.  Diese  Über- 
tragungsfläche  ist  aber  im  Verhältnis  zu  der  gesamten  Ausdehnung 
des  Bauwerkes  so  klein,  daß  wir  für  die.  Berechnung  einfach  fest- 
setzen: die  Berührung  des  Widerlagers  und  des  Trägers  findet 
nur   in  einem  Punkte  (wozu  wir  den  Mittelpunkt   des  Bolzens 
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genen  wir  jei^zi^  zur  eigeni/iiuueu  i>erei;iiuuiig  uuer. 


Wir  gehen  wieder  von  dem  wichtigsten  Falle  aus  (Fig.  38): 
Träger  mit  einem  festen  und  einem  beweglichen  Lager.  Letzteres 
nehmen  wir,  damit  die  abgeleiteten  Formeln  allgemein  gültig  sind, 
schräg  verschieblich  an;  aus  demselben  Grunde  sind  die  beiden 
Auflager  in  ungleicher  Höhe  genommen.  Nach  dem  Früheren 
ist  jetzt:  beim  festen  Lager  unbekannt  1.  die  Größe  von  A, 
2.  die  Eichtung,  ausgedrückt  a.  B.  durch  den  Winkel  oc  gegen 
die  Horizontale;  bekannt  ist  dagegen  der  Angriffspunkt  des  Auf« 
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2.  Beim  Aufzeichnen  des  Seilpolygons  müssen  der  erste  und 
der  letzte  Seilstrabl  in  dieselbe  Grerade  fallen. 

Nnn  seichnen  wir  das  Kräftepolygon,  soweit  es  sich  bereits 
bestimmen  läßt.  A ,  die  erste  Kraft  von  links  ans,  ist  noch  un- 
bekannt; wir  beginnen  also  mit  P^^ab  (Fig.  39b)  und  ziehen  durch 
einen  Endpunkt  von  P,  z.  B.  durch  h ,  die  Parallele  zum  Auflager- 
druck  B .  Dann  nehmen  wir  einen  beliebigen  Pol  0  und  zeichnen 
die  JPolstrahlen  II  und  III .  Polstrahl  I ,  der  nach  dem  Anfangs- 
punkt von  A  geht,  und  Polstrahl  IV y  der  nach  dem  Endpunkt 
der  letzten  Kraft,  B,  geht,  können  noch  nicht  eingezeichnet  werden, 
da  Punkt  o  unbekannt  ist.  Um  nun  die  Seilstrarhlen  II  und  III  j 
die  den  Polstrahlen  II  und  III  psurallel  sind,  in  Fig.  39a  ein- 
zuzeichnen,  beachten  wir  folgendes:   Seilstrahl  II  muß  von  der 


Fig.  39. 

Kraft  A  nach  der  Kraft  P  gehen.  Die  Bichtung  von  A  ist  jedoch 
zunächst  unbekannt;  wir  wissen  aber  die  eine  Bedingung,  daß  Ji 
auf  jeden  Fall  durch  Punkt  a  in  Fig.  39  a  gehen  muß.  Punkt  a 
ist  also  der  einzige  Punkt  auf  A ,  den  wir  kennen,  und  von  diesem 
Punkte  aus  ziehen  wir  Seilstrahl  II  bis  zur  Kraft  P  und  an- 
schließend Seilstrahl  III  bis  B .  Wie  sich  dann  später  auch  die 
Kräfte  A  und  B  ergeben  werden,  die  Seüstrahlen  II  und  III  haben 
auf  jeden  Fall  die  vorgeschriebenen  Lagen:  Seilstrahl  II  geht  von 
der  Bichtungslinie  von  A  nach  der  von  P,  und  Seilstrahl  III  geht 
von  der  Bichtungslinie  von  P  nach  der  von  B .  Zur  Bestimmung 
der  Seilstrahlen  I  und  IV  können  wir  jetzt  die  Bedingung  benutzen, 
daß  I  und  IV  in  derselben  Oeraden  liegen  müssen.  Dieses  ist, 
wie  Flg.  39a  zeigt,  nur  dann  möglich,  wenn  beide  in  die  Oerade  ad 
fallen.  Seüstrahl  I  ist  nämlich  stets  parallel  zu  SeUstrahl  IF,  da 
beide  parallel  sind  ihrem  gemeinsamen  Polstrahle  Oc;  würden  sie 
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Richtung  haben  als  die  der  Geraden  ad,  z.  B.  so, 
mktiert  eingezeichnet,  so  würden  sie  nebeneinander 
Körper  K  könnte  nicht  im  Gleichgewicht  sein.  Wir 
i  diese  Überlegung  die  Richtung  der  Seilstrahlen  I 
t.  Nun  können  wir,  rückwärtsgehend,  die  Pol- 
^  zeichnen,  indem  wir  durch  0  die  Parallele  ziehen 
chneidet  die  Gerade,  die  durch  h  zum  Auflager- 
gezogen ist,  im  Punkt  e.  Dann  verbinden  wir 
t  0  und  erhalten  ca  =  Ä  und  6c  =  5 . 
ch  dieser  Methode  die  Auflagerkräfte  zu  finden, 
de  Begel: 

D  die  gegebene  Kraft  P,  ziehen  vom  beliebigen 
fangs-  und  Endpunkt  von  P  die  Polstrahlen  II 
'allel  hierzu  die  Seilstrahlen  so,  daß  der  eine  Seil- 
festen Auflagerpunkt  geht.  Dann  verbinden  wir 
1  d ,  in  denen  die  Strahlen  II  und  III  die  Sich- 
i  B  schneiden,  durch  eine  Gerade,  die  sog.  j^SMuß- 
n  durch  Pol  0  die  Parallele  zu  dieser  Schlußlinie, 
imen  wir  im  Kräftepolygon  den  Schnittpunkt  von 
eichnen  die  Pfeile  so  ein,  daß,  wenn  man  von 
1  Pfeilen  nachgeht,  man  wieder  zum  Ausgangs- 
Blangt. 

39  a  mit  II  anzufangen,  hätten  wir  auch  Strahl  UZ 
önnen.  Man  muß  aber  beachten,  daß  in  Fig.  39  b 
suzeichnen  sind,  daß  immer  drei  Linien,  z.  B.  I, 
ich  in  Fig.  39a  in  einem  Punkte  schneiden,  in 
i  Seiten  eines  Dreiecks  bilden.  Wir  werden  von 
brauch  machen,  um  bei  komplizierter  Belastung 
welche  von  den  beiden  gefundenen  Auflagerkräften 
reiche  am  beweglichen  Lager  anzubringen  ist. 

nalytische  Bestimmung  der  Aotlagerkräfte.    (Fig.  40.) 
ichen  Berechnung  wollen  wir  die  Gleichgewichts- 
:  Form  nia  von  §  13  aufstellen. 
Lg  der  Kraft  B  ist  bekannt,  da  am  beweglichen 
lagerkraft  stets  senkrecht  zur  Bewegüngsrichtung 
Die  Kraftrichtung  von  B  kann  also  in  Fig.  40 
net   werden.     Die  Kraftrichtung  von  Ä  ist  un- 
3nken  uns,  zur  bequemeren  Berechnung,  A  in  die 
nd  V  zerlegt,  so  daß 
=  -4.'Cosai       und       V  ^  A'^ixKXi 
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winkel  ^  ;  ferner  der  Neigungswinkel  oc^  der  Anflagerkraft  B ;  nnd 
die  Lote  Xjy^p  und  & ,  die  aus  der  Figur  abzumessen  sind.    Wir 


Fig.  40. 

schreiben  nun  die  Gleichungen  so,  daß.  die  Unbekannten  immer 
auf  der  linken  Seite  stehen,  und  erhalten: 

(I)  H  —  B  '  COSOC^  ==  P  •  COS(X2  I 

(II)  F  + J?-sin«,  =  P-sin«2» 

(III)      F-o?  —  JBT-y  —  J?-6=:  — P •  p  . 

Nun  setzen  wir  die  Zahlenwerte  ein.     Es  sei  z.  B. 
P  =  2400  kg  , 

a,  =  76°  ;       also     cosä,  =  0,24  ,      sin«,  =  0,97  , 

Äg  =  30*^ ;       also     cosäj  =  0,87  ,      sin  «3  ==  0,50  , 

a?  =  2,10  m;     y«  0,55  m;      &  =  3,60  m;     p  =  0,30  m. 

Dann  erhalten  wir: 

(I)  H  -  0,87  B  =  0,24  P  =  576  , 

(n)  F  +  0,50  J5  =  0,97  p  =  2328, 

(HI)  2,10F  -  0,55ff  -  3,60  J?  =  -0,30P  =  -720 . 
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mit  zwei  festen  Lapgern  (einem  sog.  Zweigelenkbogen)  die  Auflager- 
kräfte  zu  bestimmen,  mit  den  bisher  entwickelten  Hil&mitteln  nicht 
zu  lösen.  Man  nennt  eine  solche  Konstruktion  „statisch  unbesUmnU^^ 
gelagert.  Eine  kurze  Andeutung,  wie  man  bei  solchen  Aufgaben, 
vorgeht  und  namentlich  —  was  in  vielen  Fällen  noch  wichtiger 
ist  —  wie  man  sich  hierbei  durch  Annahmen  helfen  kann,  bringt 
der  §  18. 

§  16. ' 
Speziallall:  Der  einfaebe  Balken  mit  yertikaler  Belastung. 

Die  Trägerart,  die  in  der  Praxis  weitaus  am  meisten  vor- 
kommt, ist  der  in  Fig.  41  dargestellte  sogenannte  „ei/nfadhe  Bdiken^^. 
Auf  die  innere  Konstruktion  kommt  es  bei  der  Berechnung  der 
Auflagerkräfte  nicht  an,  der  Träger  kann  ein  gewalztes  Profil,  ein 
genieteter  oder  ein  Fachwerkträger  sein;  das  Kennzeichnende  für 
den  „einfachen  Balken^  ^  besteht  darin,  daß  er  ein  festes  Lager 
(bei  Ä)  und  ein  im  horizontalen  Sinne  bewegliches  (bei  B)  besitzt. 
Außerdem  wollen  wir  noch  die  Einschränkung  machen,  daß  die 
Balkenachse  horizontal  liegt  und  daß  die  Lasten  vertikal  dazu 
wirken,   (f^g.  41.) 

Infolge  dieser  Annahme  wird  die  Berechnung  der  Auflager- 
drücke sehr  einfach.  Zunächst  ist  es  klar,  daß  sowohl  A  als 
auch  B  vertikal  wirken.  Bei  B  folgt  dieses  aus  dem  Umstände, 
daß  das  Lager  im  horizontalen  Sinne  verschieblich  ist;  und  bei  A 
muß  es  so  sein,  weil  sonst  der  Auflagerdruck  A  die  einzige  Kraft 
am  Träger  wäre,  die  in  der  Gleichung  2^«  =="  0  eine  horizontale 
Projektion  abgeben  würde. 

L  Die  erste  Methode  des  vorigen  Paragraphen  läßt  jetzt  aller- 
dings im  Stiche.  Es  ist  nicht  möglich,  ein  der  Fig.  38  entsprechendes 
Kräftedreieck  zu  konstruieren.  Dieses  würde  in  eine  Oerade  (allen, 
so  daß  ¥dr  nur  A  +  J3,  nicht  aber  A  und  J3  getrennt  angeben  können. 

IL  Um  so  einfacher  wird  jedoch  die  zweite  Methode.  Bei  dem 
Träger  im  vorigen  Paragraphen  war  der  feste  Auflagerpunkt  der 
einzige  Punkt,  den  wir  zunächst  von  der  Kraft  A  angeben  konnten. 
Deshalb  mußte  Seilstrahl  II  ^  der  zwischen  A  und  P  liegen  muß, 
von  diesem  Angriffspunkte  von  A  nach  P  gezogen  werden.  In 
Fig.  41  ist  die  Aufgabe  jedoch  bedeutend  einfacher.  Die  Größe 
von  A  ist  allerdings  unbekannt;  die  Bichtung  dagegen  ist  gegeben, 
da  nach  obigem  auch  beim  festen  Lager  der  Auflagerdruck  vertikal 
sein  muß.     Wir  können  also  mit  Strnbl  II  von  einem  beliebigeo 
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hn  bis  zur  Kraft  P  ziehen  and  dann 

doh  dann  später  auch  die  Oröße  von  A 

hl  II  hat  immer  ^e  vorgeschriebene 

Die  Anflagerkrftfte  A  und  B  müssen 

daß   der  erste  Seilstrahl  I   mit  dem 

le  Glerade  fällt.    Wir  zeichnen  deshalb 

Figur  mit  %%  bezeichnet),  bestimmen 

r  Seüstrahlen  I  und  TV  nnd  dann  die 

Polstrahlen  I^IY  ^  indem  wir  durch  0 

Diese  Parallele  schneidet  A  und  B 

Tecke  zwischen  I  und  11^  da  im  Seil- 

imenstoßen.    Wir  haben  hiermit  unsere 


Fig.  41. 

ir  Beihenfolge  Ji,  Pj  P  aufgetragenen 

bei   dem   der  Endpunkt   der   zuletzt 
imenfällt  mit  dem   Anfangspunkt  der 

i  dem  der  erste  Strahl  I  in  einer  Oe- 
1  Strahl  17. 

\%tim,m%'nq  der  Auflagerkräfte  ist  wohl 
idte.  Und  zwar  ist  besonders  zweck- 
12  und  13).  Die  a?-Aphse  nehmen  wir 
lie  I.  Bedingung  sagt  dann  aus,  daß 
kräfte  auftreten  (auch  nicht  am  festen 
X.  Bedingung  müssen  wir  zwei  Bezugs- 
ren Verbindungslinie  nicht  rechtwinklig 
[nen  hierzu  die  Auflagerpunkte  P  und  A . 
ien  Vorteil,  daß  in  der  Gleichung  (II) 
11t,  da  er  das  statische  Moment  Null 
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ergibt;  während  in  Oleiohung  (HI)  entsprechend  A  fortfällt.  Die 
Bedingungen  n  und  m  enthalten  dann  je  nur  eine  unbekannte 
und  werden  dadurch  besonders  bequem: 

(H)  JL.Z  =  P.6; 

(m)  5.Z  =  P-a. 

Hierai^LS  ergibt  sich  sofort: 

.       P.6  ^      P-a 


Auf  eins  sei  an  dieser  Stelle  hingewiesen.  Häufig  wird  die 
Ableitung  der  Auflagerkräfte  folgendermaßen  gegeben:  „Der  Balkep 
,kann'  €dch  um  den  Punkt  B  drehen.  Folglich  ^müssen^  für  diesen 
Punkt  die  Momente  aufgestellt  werden,  also  A-l  =  P »h .  Ferner 
ykann'  er  sich  um  A  drehen  . . .  usw.^'  Eine  solche  Ableitung 
ist  direkter  Unfug.  Erstens  braucht  B  überhaupt  kein  Drehpunkt 
zu  sein.  Denn,  wenn  z.  B.  B  das  bewegliche  Lager  ist,  so  dreht 
sich  der  Balken  gar  nicht  um  B  (falls  A  nachgibt).  Sondern  er 
gleitet  längs  der  Führung  yon  P,  also  in  horizontaler  Bichtung. 
B  ist  also  durchaus  kein  Drehpunkt,  d.  h.  feststehender  Punkt, 
da  er  ja  selbst  die  Bewegung  mitmacht.  Zweitens  ist  es  aber  für 
die  Anwendung  der  Oleichgewiohtsbedingungen  yallständig  gleich- 
gültig, um  welchen  Punkt  sich  der  Balken  eigentlich  drehen  würde. 
Aus  der  Ableitung  der  Oleichgewichtsbedingungen  geht  klar  hervor, 
daß  wir  die  Bezugspunkte  vollständig  beliebig  nehmen  können. 
Yon  „Drehpunkten*'  ist  niemals  die  Eede  gewesen.  Man  könnte 
die  Bezugspunkte  auch  bei  dies^  Aufgabe  ganz  beliebig  annehmen 
(Alan  tue  dieses!)  imd  kommt  trotzdem  zu  denselben  Werten  f^r 
die  Auflagerkräfte.  Nur  um  die  Ausdrücke  (II)  und  ^11)  so  be- 
quem wie  möglich  zu  machen,  haben  wir  B  und  A  zu  Bezugs- 
punkten genommen.  Mit  dem  „Drehen^*  des  Balkens  hat  diese 
Wahl  aber  absolut  gar  nichts  zu  tun. 

Man  muß  sich  über  diese  Sachen  Elarheit  verschaffen.  In 
der  Praxis  findet  man  so  häufig  eine  yollständig  verschwommene 
Vorstellung  über  das  Wesen  der  Oleichgewichtsbedingungen.  Da 
wird  nach  „Drehpunkten**  gesucht,  um  die  Momente  aufzustellen; 
dann  werden  die  mutmaßlichen  Verschiebungen  aufgesucht  usw., 
tmd  schließlich  kommt  aus  diesem  ümhertasten  ein  großer  Wirr- 
warr heraus.  Nur  ein  eingehendes  Durchdenken  der  wissenschaft- 
lichen Grundlagen  der  Statik  kann  dagegen  helfen. 
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Fig.  42  auch  für  die  folgende  Methode  verwenden  wollen;  aus 
demselben  Grunde  ist  der  erste  Seilstrahl,  11^  durch  das  feste 
Auflager  A  gelegt.  Wenn  wir  diese  Figur  nur  zur  Erläuterung 
der  vorliegenden  Methode  zu  benutzen  hätten,  würden  wir  natürlich 


Fig.  42. 

den  ersten  Polstrahl  mit  I  bezeichnen  und  den  ersten  Seilstrahl 
ganz  beliebig  nach  der  Kr^ft  Wj  ziehen.) 

Durch  den  Schnittpunkt  D  der  beiden  äußeren  Seilstrahlen, 
II  und  VIj  zeichnen  wir  dann  die  Parallele  zu  ac  und  haben 
somit  die  Lage  von  R  bestimmt. 

Nxm  haben  wir  an  dem  Binder  drei  Kräfte,  A ,  B  und  B , 
die  miteinander  im  Gleichgewicht  sein  sollen.     Die  BichtuDg  der 

Fischer,  Statik.  6 


Digitized  by 


Google 


•»  -  «Jf^ 


—    82    — 

reits  bestimmt;  die  Eichtung  von  B  ist  aus 
mnt,  DämUch  senkrecht  zu  dem  (im  horizon- 
ichen)  Lager  B .  Bringen  wir  also  B  und  B 
muß  durch  diesen  Punkt  auch  die  Eichtung 
am  festen  Lager  gehen.  Die  Größen  von 
wir  dann  in  der  Weise,  daß  wir  durch  a  die 
.  durch  e  die  Parallele  zn  BF  ziehen,  oder 
llen  jetzt  den  Angriffspunkt  des  Auflager- 
it  A  bezeichnen,  da  Verwechslungen  zwischen 
Ä  nicht  vorkommen  können;  entsprechend 

jetzt  am  Binder  sechs  Kräfte,  Ä,  Wu  Wg, 
L,  die  die  Eigenschaft  haben,  daß 
neu  des  Kräitepolygons  der  Anfangspunkt  / 
immenfällt  mit  dem  Endpunkte  der  letzten 

d  Aj  B  und  B  (als  Ersatzkraft  von  TFj ,  W, , 
n  Punkt  schneiden. 

mg  sämtlicher  sechs  Kräfte  wird  also  tat- 
der  Binder  in  der  Gleichgewichtslage  bleibt. 

on  A  und  JB  mittels  Seilpolygon.  (Fig.  4J.) 
d  vier  Kräften  ebenso  wie  wir  es  in  Fig.  39 
n  haben;  d.  h.  wir  zeichnen  zunächst  das 
b  auf,  als  es  sich  aus  den  gegebenen  Kräften 
bereits  aufzeichnen  läßt.  Nun  ziehen  wir 
>  die  Polstrahlen.  Wenn  wir  die  Kräfte  in 
inks  nach  rechts  nehmen,  so  ist  A  die  erste 
Anfangspunkt  von  A  im  Kräftepolygon  ist 
nt.  Wir  können  deshalb  Polstrahl  I  noch 
^ginnen  mit  II,  TII ,  IV,  V,  VI.  ParaUel 
Seilstrahlen  11,  III,  IV,  V,  VI,  und  zwar 
II ,  der  von  der  Kraft  A  nach  der  Kraft  W^ 
en  Angriffspunkt  A  des  Auflagerdruckes  A 
btung  von  A  bekannt,  so  könnte  man  na- 
II  an  beliebiger  Stelle  zwischen  A  und  W^ 
wir  aber  von  der  Kraft  A  nur  den  Angriffs- 
iiesen,  um  Strahl  II  in  die  vorgeschriebene 
i  Wi  einzuzeichnen.)  Nun  ziehen  wir  die 
3  den  Schnittpunkt  O  von  Strahl  VI  und  B 
zte  A  von  Strahl  II  und  Auflagerdruck  A 
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yerbindet.  Denken  wir  uns  nun  die  beiden  noch  fehlenden 
Strahlen  I  nnd  VII  in  Fig.  42  a  eingezeichnet ,  so  möjssen  diese 
in  derselben  Ctoraden  liegen,  d.  h.  sie  haben  die  Bichtung  der 
Schlnfilinie  A  O'.  TSun,  finden  wir  die  Bichtung  des  Polstrahles  I , 
VII j  indem  wir  durch  0  die  Parallele  za  AQ  ziehen;  diese  Par- 
allele schneidet  sich  mit  der  Oeraden,  die  durch  e  zum  Auflager- 
druck B  parallel  gezogen  ist,  im  Pxmkte  /•  Wir  erhalten  somit 
B=^ef  und  A^fa. 

Die  sechs  Kräfte  JL,  W^j  TT»,  Tf,,  ^4,  B  haben  also  die 
Eigenschaft,  daB 

1.  beim  Aufzeichnen  des  'Kräftepolygons  der  Anfangspunkt  / 
der  ersten  Kraft,  A ,  zusammenfäUt  mit  dem  Endpunkt  der  letzten 
Kraft  B; 

2.  beim  Aufzeichnen  des  Seilpolygons  der  erste  Seilstrahl  I 
in  derselben  Qeraden  liegt  wie  der  letzte  Seilstrahl  VII. 

Nach  den  Untersuchungen  in  §  12  ist  das  E^räftesystem 
auf  Grund  dieser  beideh  Eigenschaften  im  Oleichgewichts- 
zustand. 

Der  Punkt  /,  durch  den  wir  schließlich  A  und  B  gefunden 
haben,  wurde  also  so  bestimmt,  daß  wir  durch  Pol  0  die  Par- 
allele zu  der  SchluBlinie  und  durch  Punkt  6  die  Parallele  zu  B 
(d.  h.  zu  dem  Auflagerdruck,  dessen  Bichtung  bekannt  ist)  zeich- 
neten« Daß  wir  diese  Parallele  durch  den  Punkt  e  und  nicht 
durch  Punkt  a  ziehen  müssen,  ergibt  sich  daraus,  daß  in  Fig.  42  a 
di€{  Linien  VI^  VII  und  B  sich*  in  einem  Punkte  schneiden.  Sie 
müssen  also  in  Fig.  42  b  die  drei  Seiten  eines  Dreiecks  bilden,  und 
diese  Bedingung  ist  nur  dann  erfüllt,  wenn  der  Auflagerdruck  B 
an  e  anschließt.  (Man  überzeuge  sich,  daß  man  zwei  ganz  andere 
—  falsche  —  Werte  von  A  und  B  erhält,  wenn  man  die  Parallele 
2SU  B  durch  den  Punkt  a  zieht  und  dann  mit  Polstrahl  I,  VII 
zum  Schnitte  bringt.) 

Wir  haben  beim  Aufzeichnen  der  Kräfte  immer  die  Beihen- 
folge  eingehalten,  in  der  sie  an  dem  Körper  selbst  angreifen.  In 
der  Tat  bekommt  man  auf  diese  Weise  im  aUgemeinen  die  über- 
sichtlichsten Figuren;  es  ergibt  sich  dann  ohne  weiteres  A  als 
y,erste^'  und  B  als  „letzte^'  Kraft.  Man  sieht  übrigens  aus  Fig.  42  a 
recht  deutlich,  wie  die  eigentlich  vorhandenen  sechs  Kräfte  schließ- 
lich ersetzt  sind  durch  die  beiden  äußersten  Kräfte  I  und  VII  ^ 
und  daß  diese  nur  dann  im  Oleichgewicht  sein  werden,  wenn  sie 
in  derselben  Geraden  liegen,  gleiche  Größe  und  entgegengesetzte 
Bichtungen  haben. 

6» 
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Hieraus  folgt 

(I)  H  =  1835  kg 

(II)  7.12,00  +  3955  =  15623;       F  =  i^^^=^  ==  972  kg  . 

(ni)  5.12,00  =  3955  +  3457;      g  ^        12  00  =  618  kg  . 

I!^aohdem  wir  H  und  V  ermittelt  haben,  finden  wir  daraus  A  selber: 


A  =  yfl>  +  F«  -  yi835«  +  9722  ==  2077  kg 
and  die  Bicbtung  ans: 

Bemerkungen:  Die  analytiscbe  Methode  führt  also  recht  schnell 
zum  Ziel.  Anch  die  Oleichnngen  (U)  und  (HI)  sind  gar  nicht  so 
schlimm.  Knr  mnß  man  sie  nbeisichtlich  hinschreiben,  indem 
man  z.  B.  die  Momente  aller  horizontalen  Lasten  ffir  sich  in 
Klammern  einschließt  und  ebenso  die  Momente  aller  vertikalen 
Iiasten.  Die  Hauptsache  ist,  daß  man  systematisch  yorgeht  und 
die  Bezugspunkte  für  die  Momente  günstig  wählt.  Hierzu  merke 
man: 

Die,  der  Sichtung  nach  unbekannte,  Auflagerkraft  A  am 
festen  Lager  zerlegt  man  in  H  und  F.  Als  den  einen  Bezugs- 
pmikt  nimmt  man  dann  den  Schnittpunkt  von  H  und  B .  [Hier- 
durch wird  erreicht,  daß  H  und  £,  da  sie  durch  den  Bezugs- 
punkt hindurchgehen,  die  statischen  Momente  I^ull  ergeben,  so 
daß  V  als  einzige  Unbekannte  in  der  Gleichung  übrigbleibt; 
8.  Gleichung  (n)].  Als  den  zweiten  Bezugspunkt  nimmt  man  den 
Angriffjspunkt  von  A  (d.  h.  den  Schnittpunkt  von  H  xmä  V). 
[Dann  fallen  nämlich  H  und  V  fort,  und  es  bleibt  nur  JS  übrig; 
s.  Gleichung  (m)}.  Außer  den  beiden  Momentengleichungen  nimmt 
man  als  dritte  Bestimmungsgleichung  noch  zweckmäßig  JB«  =>  0  . 
Aus  dieser  ergibt  sich  dann  direkt  H  [s.  Gleichung  (I)]. 

Die  Methoden  IQa  oder  mc  kann  man  benutzen,  um   die 
Berechnxmg  hinsichtlich  Bechenfehler  zu  kontrollieren.  KamentUch 
die  zweite  Gleichung  von  Methode  III a  ist  hierzu  gut: 
7  +  JB  =  1100  +  350  +  0  +  140  , 
972  +  618  =  1100  +  350  -f  0  +  140  . 

Man  sieht,  wir  haben  richtig  gerechnet. 

Zum  Schlüsse  noch  eine  Bemerkung:   Wenn  man  in  einem 
solchen  Falle  die  Auflagerkräfte  zu  berechnen  hat,  so  weiß  man 
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S  nach  rechts  oder  links,  oder 
unten  zeigen  wird.  (Der  Auf- 
m,  d.  h.  nach  unten  wirk^ti,  so 
iager  nötig  wird.)  In  solchen 
^n  jede  Auflagerkraft  ff,  V  und 
Mich  wirken  wird.  (7  und  B 
mrkend  an.)  Hat  man  sich  ge- 
straft umgekehrt,  als  man  an- 

in  der  Bechnung  dadorch  von 
t  negativem  Vorzeichen  heraus- 


Kiur  1.  Aufgabe- 
lt nichts  Besonderes  zu  bemerken, 
i    sich    folgende    praktische    Regeln 

ital  und  vertikal  zerlegen. 

kt:  Schnittpunkt  von  H  und  B) , 

imme  der  Yertikalkomp.  aller  Lasten). 
'  ist  der  Schnittpunkt  von  H  und  B 
Dann  zu  empfehlen: 
iikt:  Schnittpunkt  von  H  und  Y\ 

,  =  0. 

nigabe.  ' 

jT.  44  sind  die  Äuflagerkräfte  zu 

nen  Binder  dar,  der  eine  sehr 
:e8ohosses  gewährt  und  deshalb 
ien  vielfach  verwendet  wird.  Er 
en  Träger.  Bei  Ä  steht  er  auf 
3schosses,  bei  i?  ist  er  auf  einer 
n,  daß  diese  oben  und  unten 
g.  44  c),  so  gestattet  sie  dem 
izontaler  Eichtung.     Sie  wirkt 

bewegliches  Lager;  in  der  Tat 
i,  die  Mauer  bis  zum  Punkte  B 
ler  anordnen.  Derartige  Stützen, 
endein  können,  heißen  jjPendel- 
>ze  aufzunehmen  hat,  hat  immer 

die  einzigen  Punkte  sind,   in 
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denen  die  anschließenden  Körper  (d)Br  Binder  und  der  Decken* 
träger)  die  Stütze  berübren.  ^  Erfährt  der  Binder  infolge  Belastung 
oder  Temperaturveränderung  eine  Formänderung,  so  daß  Punkt  B 
sich  etwas  verschiebt,  so  macht  die  Stütze  diese  Bewegung  mit 
und  stellt  sich  f^  etwas  schräg.  Die  Druckkraft  in  der  Stütze 
hat  aber  auch  jetzt  die  Bichtung  DB,  d.  h«  sie  fällt  auch  jetzt 


Fig.  44. 

mit  der  Stabachse  zusammen  und  beansprucht. die  Stütze  nur  auf 
Druck  und  Knickung.  Dieses  ist  ein  Vorzug  der  Pendelstütze 
gegenüber  der  Stützenkonstruktion  mit  eingespanntem  Fuße,  die 
sofort  Biegungsbeanspnichung  bekommt,  sobald  Punkt  B  seine 
Lage  verändert. 

A^  dem  vorliegenden  Binder  haben  wir  nun: 
bei  Af   dem  festen  Lager,  unbekannt  Größe  und  Bichtung 
des  AuXlagerdruckes,  bekannt  Angriffispunkt  Ä ; 
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Welcher  von  den  beiden  Endpunkten  des  Polygons  zu  nehmen 
ist,  ergibt  sich  darans,  daß  die  Linien  VII  j  YI  ^  By  die  sich  in 
Fig.  44  a  in  einem  Punkte  schneiden,  in  Fig.  44  b  die  drei  Seiten 
eines  Dreiecks  bilden  müssen.  Ist  dann  B  bestimmt,  so  bekommen 
wir  A  als  Verbindungslinie  des  Endpunktes  von  B  mit  dem  anderen 
Endpunkte  des  Kräftepolygons. 

nL  Analytlgeli« 

Bei  der  analytischen  Methode  bestimmen  wir  isunächst  von 
den  beiden  schräg  gerichteten  Windkräften  die  Horizontalprojektion 
500-cos45'^=:  350  kg  und  die  Vertikalprojektion  500.sin45°=  350  kg, 
addieren  diese  zu  den  an  den  Knotenpunkten  bereits  vorhandenen 
Straften  und  erhalten  hierdurch  das  in  Fig.  44  c  dargestellte  System 
von  nur  horizontalen  und  vertikalen  Lasten.  Nun  denken  wir 
uns  noch  die  schräge  Kraft  A  in  die  horizontale  Seitenkraft  H 
und  die  vertikale  Seitenkraft  V  zerlegt  (man  zeichne  diese  ein). 
Hinsichtlich  der  Pfeilrichtungen  wollen  wir  annehmen,  daß  V  und  B 
nach  oben,  und  5  nach  links  wirken  möge.  Wenn  diese  Annahmen 
nicht  richtig  sind,  so  wird  sich  dieses  ja  daraus  ergeben,  daß  das 
betreffende  Resultat  mit  negativem  Vorzeichen  erscheint. 

Wir  wenden  wieder  Methode  mb  an  imd  nehmen  als  Be- 
zugspunkte den  Schnittpunkt  von  H  und  B  (Punkt  D)  und  den 
Schnittpunkt  von  H  und  V  (Punkt  A). 

(I)  J5r=600  +  350, 

(U)    7-  7,00  +  (600  •  1,00  +  350  •  3,00)  =  (650  •  7,00  + 1400  •  5,00  +  1500  •  2,50) , 
(III)  B. 7,00 —  (600. 1,00 +  360 -8,00) +  (1400 -2,00 +1500 -4,50 +  750. 7,00). 

Hieraus  folgt: 

(I)  H  =  950  kg, 

(U)     7. 7,00  +  1650=15300;  mithin  7=  ^^5^^^^  =  1950 kg, 

(HI)  Ä. 7,00  =  1650+14800;       „       J5  =  ^^^^^^^  =  2350  „• 

Aus  E  und  7  folgt 

A  =  y950«  + 1950«  =  2170  kg;      tg«  - -^^  =  2,06  ;       «  =  64^ 

Zxur  Kontrolle  nehmen  wir  wieder  die  Gleichung  (II)  von  Me- 
thode ma: 

7+  J5  =  650  +  1400  +  1500  +  750  . 

Setzt  man  für  7  und  B  die  oben  gefundenen  Werte  ein,  so  sieht 
man,  daß  die  Bechnung  stimmt. 
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ken.    Dann  gehen  unsere  früheren  Gleichungen  (I),  (II)  und  (III) 
von  §  17,  erste  Aufgabe,  über  in: 

(I)  Hl  +  Äj  =  1835  , 

(H)  Fl .  12,00  +  3955  -  15623  , 

(m)  Fj .  12,00  =  3955  +  3467  . 

Man  sieht,  es  sind  drei  Gleichungen  mit  vier  unbekannten 
(ffi ,  Hj ,  Fl ,  F2) .  Nun  lassen  sich  aber  bekanntlich  aus  drei 
Gleichungen  auch  immer  nur  drei  UAbekannte  ermitteln.  Wir 
müssen  also  noch  eine  —  mehr  oder  minder  willkürliche  —  An- 
nähme hinzunehmen,  um  die  Unbekannten  ausrechnen  zu  können. 
Die  für  diesen  Fall  am  besten  passende  Annahme  ist  die,  daß 
man  die  beiden  Horizontalkräfte  H^  und  H^  gleich  groß  voraus- 
setzt. Also  Annahme:  Es  sei  ITi^IT,.  Führen  wir  daraufhin 
für  Hl  und  H^  die  gemeinsame  Bezeichnung  H  ein,  so  wird 

(I)    ff  +  ff-1835;      hieraua:       H  -  i  1835  -  918  kg , 
(II)  Fl  =.  (15623  -  3955)  ^  =  972  kg  , 

(m)  7,  =  (3457  +  3955)  j^  -  618  kg . 

Wie  gesagt,  ist  diese  Berechnung  nur  eine  Annäherungsrech- 
nung,  da  wir  eine  Annahme  zugrunde  legen  mußten.  Mair 
nennt  eine  solche  Aufgabe,  bei  der  mehr  Unbekannte  auftreten, 
als  Gleichungen  zur  Lösung  vorhanden  sind,  eine  staiück  unbe- 
stimmte Aufgabe.  Sehr  häufig  hilft  man  sich  in  solchen  Fällen, 
indem  man  hinsichtlich  des  Verhältnisses  der  Unbekannten  zu- 
einander plausible  Annahmen  macht  (wie  vorhin).  Eine  ge- 
naue Lösung,  ist  dieses  natürlich  nicht;  die  wird  später  gezeigt 
werden.  (Band  III). 

Man  könnte  allerdings  noch  auf  einen  anderen  —  anscheinend 
recht  schlauen  —  Gedanken  kommen :  „Die  obigen  drei  Gleichungen 
stellen  doch  nur  Methode  mb  dar.  Nehmen  wir  also  doch  noch 
s*  B.  Methode  Ula  hinzu.  Dann  bekommen  wir  zu  den  drei  obigen 
Qleichungen  noch  eine  neue,  bisher  nicht  benutzte  Gleichung; 
nämlich  Sy  —  0  .  Insgesamt  also  3  +  1  »  4  Gleichungen,  aus  denen 
sich  also  die  vier  Unbekannten  (ff i ,  JET^,  Fj,  V^)  ermitteln  lassen 
müßten,  ohne  daß  wir  noch  irgendwelche  unsichere  Annahme 
brauchen." 
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auf  jeden  Fall  unbrauchbar. 

2;  Ist  die  Lagerung  so,  daß  gerade  drei  Auflagerunbekannte  auf- 
treten, so  ist  die  Stützung  erstens  ausreichend  und  zweitens  hat  sie 
die  Annehmlichkeit,  daß  die  Auflagerkräfte  sich  durch  Anwendung 
der  Gleichgewichtsbedingungen  sehr  schnell  ermitteln  lassen.  Deshalb 
ist  diese  Lagerung  für  die  Praxis  die  weitaus  wichtigste.  Meistens 
erzielt  man  sie  dadurch,  daß  man  dem  Körper  ein  festes  und  ein 
bewegliches  Lager  gibt.  Man  kann  aber  auch  drei  bewegliche  Lageip 
anordnen.  Ferner  kann  man  statt  eines  beweglichen  Lagers  einen 
„Auflagerstab^^  einsetzen  und  zwar  so,  daß  dessen  Mittellinie  senk- 
recht zur  Bewegungsrichtung  des  Lagers  ist.  Entsprechend  kann 
man  ein  festes  Lager  durch  zwei  Auflagerstäbe  ersetzen. 

Ein  Ausnahmefall  ist  der,  daß  die  drei  Auflagerkräfte  sich  in 
einem  Punkte  schneiden.  Dann  bilden  sie  nämlich  keine  aus 
reichende  Stützung.  Hat  man  z.  B.  drei  Auflagerstäbe,  und  diese 
greifen  sämtlich  in  einem  Punkte  des  Körpers  an,  so  kann  sich 
dieser  ja  einfach  um  den  Punkt  drehen.  Auch  wenn  die  Kräfte 
zwar  nicht  direkt  in  einem  Punkte  angreifen,  wohl  aber  sich  ihre 
Bichtungslinien  in  einem  Punkte  schneiden  oder  —  was  auf  das- 
selbe hinauskommt  —  untereinander  parallel  sind,  ist  kein  Gleich- 
gewichtszustand vorhanden.  Man  erkennt  dies  am  einfachsten,  wenn 
man  den  Schnittpunkt  als  Bezugspunkt  für  die  Momentengleichungen 
nimmt.  Dann  ergibt  die  Bechnung,  daß  die  Auflagerkräfte  un- 
endlich groß  werden  müßten,  um  den  Körper  im  Gleichgewichts- 
zustande zu  halten.  Für  die  Praxis  ist  dieser  Ausnahmefall  wenig 
von  Bedeutung,  da  man  wohl  kaum  in  die  Versuchung  kommen 
wird,  die  Lager  so  anzuordnen. 
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links  nacli  rechts  fahrend,  mit  dem  linken  Bade  der  Eeihe  nach 
über  den  Knoten  0,  ly  2j  3 j  4j  6  steht. 

•  In  Fig.  47  ist  die  Laststellnng  gezeichnet,  bei  der  das  erste 
Bad  über  Knoten  0  steht.  Der  Träger  ist  hierbei  als  einfacher 
Balken  dargestellt,   weil  —  wie  schon   mehrfach  gesagt  —  die 


— " — — 7«^;    (w 

Fig.  46. 

innere  Konstraktion  vorläufig  ohne  Belang  ist.     Es  ergibt  sich 
dann  für  diese  Laststellung: 

A  •  18,00  =  4,0 .  18,00  +  6,0  •  17,00  +  6,0  •  15,00  +  4,0  •  14,00  . 
Hiermit  '  320,0 


18,0 


=  17,78  t. 


Einfacher  ist  jedoch  folgender  Weg:  Wir  denken  uns  die  gegebenen 
vier  Kräfte  ersetzt  durch  ihre  Ersatzkraft  22 «  20  t.    Nun  wissen 
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Fig.  47. 


wir  aus  |  9,  daB  das  statische  Moment  der  Ersatzkraft  gleich  ist 
der  Summe  der  statischen  Momente  der  einzelnen  Kräfte.  Wir 
bekommen  also  auch 

A.  18,00  =  22. 16,00,  ' 

g>  16,00      20,0-16,00 
18;0Ö^ 


ji  = 


18,00 
17,78  t. 


Fischer.  Statik 
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verjurt^u  gt^ueu  wurue.  xrut^uem  khuii  man  aucn  oei  üiisenDann- 
brücken  auf  analytischem  Wege  die  Auflagerdrücke  für  die  ver- 
schiedenen Laststellungen  bestimmen.  Die  betreffende  Methode 
wird  später  entwickelt    (Band  II,  §  32). 


§  21. 

Das  -4 -Polygon. 

1.  Allgemeine  graphische  Darstellong  von  Momentensammen. 

Bei  der  Berechnung  des  Auflagerdruckes  A  kam  es  darauf 
an,  die  Summe  der  statischen  Momerite  der  auf  dem  Träger  be- 
findjichen  Lasten  in  bezug  auf  Punkt  B  möglichst  schnell  zu  er- 
mitteln. Es  ist  naheliegend,  auch  eine  graphische  Lösung  dieser 
Angabe  zu  versuchen: 
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wie  in.  §  9  bewiesen  wurde,  das  statische  Moment  der  Ersatzkraft 
gleich  der  Summe  der  statischen  Momente  der  gegebenen  Kräfte. 

Das  Produkt  B  •  r  läßt  sich  aber  noch  einfacher  darstellen.  Ziehen 
wir  nämlich  durch  den  Punkt  E  die  Parallele  zu  B  und  nennen 
das  Stück  BÖ  auf  dieser  Parallelen,  das  zwischen  dem  ersten  und 
letzten  Seilstrahl  liegt,  y,  so  erhalten  wir  zwei  ähnliche  Dreiecke; 
nämüch  AÄBC^AOBF, 

da  je  zwei  Seiten  einander  parallel  sind.  In  ähnlichen  Dreiecken 
verhalten  sich  die  Orundlinien  wie  die  Höhen.  Bezeichnet  man 
das  Lot  von  0  auf  BF  mit  H ,  so  ist  also 


Fun  ist  aber 
(Fig.  48),  folglich 


?• 
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Hieraus  ergibt  sich: 

H  j  das  Lot  von  0  auf  B ,  nennt  man  die  ^jPolweite'*,  jjPol- 
distanz^^.  Die  Summe  der  statischen  Momente  der  Kräfte  P^ ,  P^ , 
Pg ,  P4  in  hezug  auf  den  beliebigen  Punkt  E  ist  also  gleich  dem 
Produkt  aus  der  Polweite  E  mal  der  Strecke  y,  die  der  erste  und 
der  letzte  Seilstrahl  auf  der  Linie  abschneiden,  die  durch  E  paraUel 
zu  R  gezogen  ist. 

Das  soeben  entwickelte  Yerfahren  ^t  besonders  dann  sehr 
übersichtlich,  wenn  die  Summe  der  statischen  Momente  von  par- 
aJlelen  Kräften  zu  bestimmen  ist.  Ist  z.  B.  in  Fig.  49  die  Auf- 
gabe gestellt,  die  Summe 

Pib,  +  P^b^+P^b^  +  P^b^ 

auszurechnen,  so  finden  wir  diese  graphisch,  indem  wir  das  Produkt 
bilden  aus  JST-y.  Die  Eeihenfplge  der  Kräfte  im  Kxäftepolygon 
ist  beliebig;  sie  wurde  in  Fig.  49  so  gewählt',  wie  sie  für  das 
Folgende  am  bequemsten  ist. 

In  dem  Produkte  H-y  ist  fl"  im  Längenmaßstab  und  y  im 
Kräftemaßstab,  oder  y  im  Längenmaßstab  und  H  im  Kräftemaßstab 
zu  messen.  Um  dieses  einzusehen,  wollen  wir  die  Zahlenwerte 
einsetzen,  die  der  obigen  Figur  zugrunde  gelegt  sind.  Es  war 
hierbei  angenommen: 

Pi  =   2,7  t,     P,  =    3,0  t,     P3  =  2,0  t,     P4  -  1,3  t; 
bi  « 15,0  m,     &2  =  12,0  m,     b^  =  7,5  m,     fe^  =  3,7  m. 

Die  Maßstäbe  wurden  gewählt: 

Kräftemaßstab:  1  cm  =  2,0  t, 
Längenmaßstab:  1  cm  =  3,0  m. 

Beim  Kräftepolygon  mußten  also  die  Kräfte  dargestellt  werden: 

P,  =  1,35  cm,       P,  =  1,50  cm,      Pj  =  1,00  cm,      P^  =  0,65  cm. 

Die  Polweite-  H  wurde  in  der  Figur  zu  5,0  cm   genommen, 

H  =  5,0  cm, 

hierauf  das  Seilpolygon  gezeichnet  und  dann  durch  E  die  Par- 
allele zu  R  gezogen.    Hierbei  ergab  sich  dann  aus  der  Zeichnung 

die  Strecke 

y  =■  3,2  cm. 
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Stab,  so  ergibt  sich 

BT .  y  =  (5,0 .  3,0)  m  •  (3,2  •  2,0)  t  =  96  m  t. 

Nehmen  wir  y  im  Längenmaßstab  und  H  im  Kräftemaßstab,  so 
bekommen  wir 

H .  y  =  (3,2  .  3,0)  m  •  (5,0  •  2,0)  t  =  96  m  t; 

also  dasselbe  Resultat  wie  früher. 

(Man  überzeuge  sich  auch  von  der  Eichtigkeit  der  ganzen  Dar- 
st.ellung,  indem' man  die  statischen  Momente,  PjÄi  usw.,  einzeln 
ausrechnet  und  dann  addiert.) 
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Fig.  49. 

IL  Das  „yl-Polygon**,    (Fig.  50,  vgl.  auch  Fig.  49.) 

Nach  diesen  Vorbereitungen  können  wir  zu  dem  unter  dem 
Namen  yjA-Polygon^^  bekannten  Verfahren  zur  Bestimmung  der 
Auflagerkräfte  übergehen.     Auf  der  Brücke  .4.  B  (Fig.  50)  von 

l  =  14,00  m 

Spannweite  sei  ein  Zug,  von  B  kommend,  bis  Punkt  Ö  vorgefahren. 
Die  Lasten  dieses  Zuges  seien  P^ ,  Pg  ,  . . . ,  Pg ;  ihre  Abstände  sind 
in  Fig.  50  a  eingeschrieben.  Für  diese  Lastenstellung  wird  der 
Auflagerdruck 

^  =  i(P^.14,0+P,-12,5+P3-ll,0+P4-9,5+P,.8,0-fPe-3,5+P,-2,0+P8.0,5), 

Diese  Summe  wollen  wir  nun  aber  nicht  ausrechnen,  sondern  sie 
nach  dem  unter  I.  entwickelten  Verfahren  durch  ein  Produkt  H  •  y 
darstellen.  Zu  diesem  Zwecke  reihen  wir  die  Kräfte  Pj  bis  Pg  zu 
einem   Kräftepolygon  aneinander.     Die   Reihenfolge  ist  beliebig: 
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haben  wir,  um  nicht  jedesmal  die  Lasten  neu  einzuzeichnen,  ein- 
fach den  Balken  um  2,0  m  nach  links  verschoben  gezeichnet.  Die 
Laststellung  ist  dann  so,  wie  sie  verlangt  ist,  nämlich  Pj  steht 
2,0  m  vom  linken  Auflager.  Dabei  haben  wir  aber  bei  dieser 
Darstellung  folgende  Vorteile: 

1.  Wir  benutzen  dasselbe  Kräftepolygon,  indem  wir  einfach 
die  Last  Pg  fortlassen,  da  diese  jetzt  nicht  mehr  auf  dem  Balken 
vorhanden  ist; 

2.  wir  benutzen  dieselben  Polstrahlen  I  bis  VIII  ^  natürlich 
unter  Fortlassung  von  Polstrahl  IX  \ 
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derjenige  Auflagerdruck  Ä  aufgezeichnet,  der  dann  entsteht,  wenn 
der  Zug  von  B  bis  zu  diesem  Punkte  vorrückt.  Sicherlich  ist 
dieses  die  bequemste  Methode,  um  für  alle  möglichen  Laststellungen 
die  Auflagerdrücke  zu  bestimmen.  Wir  werden  hierbei  die  Fig.  50b 
bis  50  e  (die  nur  zur  Ableitung  des  Verfahrens  gedient  haben)  gar 
nicht  aufzeichnen,  sondern  direkt  so  vorgehen:  Wir  tragen  von  dem 
betreffenden  Lastenzuge^  so  viel  Lasten  (Pj  his  Pg) ,  wie  auf  dem  Träger 
Platz  hohen,  auf  der  Vertikalen  durch.  A  ah,  nehmen  den  Pol  0 
vertikal  unter  B  und  ziehen  die  Polstrahlen,  Dann  tragen  wir  die 
Entfernung  der  ersten  Last  von  der  zweiten,  der  zweiten  von  der 
dritten,  u,sw.  von  rechts  nach  links  ah  und  ziehen  öms  Seilpolygon, 
das  in  diesem  besonderen  Falle  den  Namen  A- Polygon  führt.  Ist 
dann  der  Zug  von  B  bis  zu  einem  Punkte  vorgerückt,  so  ergibt  die 
unter  diesem  Punkte  gemessene  Ordinate  y  den  AufUigerdruck  A  •     , 

§21a. 
Beispiel  zu  §  21. 

Bei  dem  in  Fig.  51  dargestellten  Kranträger  sind  für  die  ver- 
schiedenen Stellungen  der  Laufkatze  die  Auflagerdrücke  A  und  B 
graphisch  mittels  A- Polygon  zu  ermitteln! 

Die  Spannweite  ist  Z  =  12,00  m.  Die  Laufkatze  ist  aus  Fig.  51 
zu  entnehmen.  (Sie  wurde  absichtlich  so  anormal  gewählt,  um 
das  Prinzip  zu  erklären.) 

Wir  verfahren  nach  der  soeben  entwickelten  Eegel.'  Um  A 
zu  bestimmen,  tragen  wir  zunächst  die  Lasten  auf  der  durch  den 
Auflagerpunkt  A  gezogenen  Vertikalen  auf,  und  zwar  so,  daß  die 
erste  (von  A  aus  gerechnet)  Last  zu  unterst  kommt.  Dann  nehmen 
wir  auf  der  durch  den  Auflagerpunkt  B  gezogenen  Vertikalen  den 
Pol  an  (JB)  und  ziehen  von  diesem  die  Polstrahlen  I,  II,  III, ^ IV, 
und  zwar  so,  daß  der  erste  Polstrahl  horizontal  ist.  Hierauf  tragen 
wir  von  B  aus  die  Lastenabstände  noch  einmal  auf  (wir  kehren 
gewissermaßen  die  Belastung  um)  und  zeichnen  von  B  aus  die 
Seilstrahlen  I,  II,  III,  IV  parallel  den  vorhin  gezeichneten  Pol- 
strahlen.  (Die  Seilstrahlen  sind  in  Fig.  51  stärker  ausgezogen.) 
Steht  dann  an  irgendeiner  Stelle  die  Belastung  (Fig.  51),  so  loten 
wir  die  erste  Last  (von  A  aus  gerechnet)  hinunter  und  finden  den 
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ZU  jeder  Laststellung  den  betreffenden  Auflagerdruck  dar.    Aller- 
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Untou'chied,  daß  beim  Diagramm  der  Dampf- 
idikator  selbsttätig  durch  eine  Strecke  dargestellt 
;t  der  Auflagerdruck  erst  ausgerechnet  und  dann 
ten  Maßstabe  unter  der  Last  aufgetragen  wer- 

Lst  aber  sehr  einfach.     Um  z.  B.  den  bei  Last- 

nden  Auflagerdruck  Ä  =  — =— ^  =  —^ — -  durch 

ustellen,  machen  wir  in  Fig.  52  die  Strecke 
-4.^0'  =  1,0  t  in  einem  beliebigen  Maßstabe  auf 
Nun  tragen  wir  von  B'  aus  die  Strecke  &,  =B'D 
Tallele  zji  Ä'G^  und  erhalten 

1,0.  &, 
V\  =  — j —  • 

1  stellt  also  in  dem  betreffenden  Maßstab  den 
entstehenden  Auflagerdruok  A  dar.  Wir  haben 
ufzeichnen  des  Dreiecks  J.'B'C' unser  Ziel  er- 
iststellung  I  entstehenden  Auflagerdruck  durch 
»teilt  und  diese  unter  der  betreffenden  Last- 
NuUinie  aus  aufgetragen.  / 
Blbe  mit  Laststellung  II  zu  machen,  haben  wir 
le  Stellung  hinunterzuloten.  Dann  wird  B'E^^h^ ; 

1,0 .  \ 

Yi^  stellt  graphisch  den  Auflagerdruck  A  dar, 
lg  II  auftritt.  Die  Linie  C'B'  hat  die  Eigen- 
idwo  auf  dem  Träger  eine  Last  von  1,0  t  steht, 
I  Laststellung*  nur  hinunterzuloten  und  das  be- 
essen.  Dieses  gibt  dann  den  bei  dieser  Last- 
len  Auflagerdruck  A  an. 

.  in  Stellung  I  P  nicht  gleich  1,0  t,'  sondern 
^äre  einfach 

ii  =  7,0.^1  ; 

gleichzeitig  in  II  eine  Last  von  12,0  t,  dann 
eser  beiden  Lasten 

^  =  7,0 .  ?;,  +  12,0  •  tj^  . 
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Um  also  mittels  Einilußlinie  den  Auflagerdruck  A  Infolge 
einer  wandernden  Belastung  P  zu  bestimmen,  werden  wir  nach 
folgender  Eegel  verfahren: 

Wir  zeichnen  eine  Nullachse  A^B' y  tragen  auf  der  Vertikalen 
durch  A  eine  Strecke  -4.'0'  =  l,0t  auf  und  ziehen  die  „Einfluß- 
linie" G'B\  Steht  dann  an  irgendeiner  Stelle  auf  dem  Balken 
eine  Last  P ,  so  erhalten  wir  den  Auflagerdruck  A ,  indem  wir  P 
multiplizieren  mit  der  darunter  liegenden  Ordinate  rj  der  Einfluß- 
linie {A  =  P'rj).  Sind  mehrere  Lasten  P^ ,  Pg  usw.  vorhanden, 
so  muß  jede  mit  der  betreffenden  darunter  liegenden  Ordinate 
multipliziert  werden,   und  dann  müssen   diese  Produkte  addiert 

werden: 

^  =  Pi.i7i  +  P,.%  +  ... 

n.  Indirekte  Belastung, 

Bisher  haben  wir  den  Fall  vorausgesetzt,  der  bei  Kranträgern, 
kleineren  Brücken  usw.  fast  immer  vorliegt,  nämlich,  daß  die 
Belastung  sich  direkt  auf  dem  Träger  befindet.  Fig.  53  stellt 
nun  den  anderen  Fall  dar.  Hier  wirkt  die  Belastung  zunächst 
auf  die  Längs-  oder  Zwischenträger  L.  Von  diesen  gehen  die 
Drucke  auf  die  Pfosten  ^j ,  J, ,  "Pj  usw.,  und  letztere  übertragen 
dann  die  Kräfte  auf  den  Hauptträger.  Nun  wollen  wir  annehmen, 
in  der  Stellung  I  befinde  sich  eine  Last  P  « 1,0 1 .  Würde  diese 
Last  in  derselben  Lage  direkt  auf  den  Träger  einwirken  (wie  unten 
punktiert  eingezeichnet),  so  finden  wir  A  am  einfachsten,  wenn 
wir  die  Binflußf lache  A'G'B'  aufzeichnen,  indem  wir  A'G'^lfit 
machen.  Dann  gibt  die  Ordinate  DE  in  dem  betreffenden  Maß- 
stabe den  Auflagerdruck  A.  Bei  der  vorliegenden,  indirekten 
Kraftübertragung  wirkt  aber  die  Last  P  zunächst  auf  den  Längs- 


Digitized  by 


Google 


"r?;?^?»  ^ 


—    110    — 

Die  Auflagerdrücke  dieses  Längsträgers  sind  links,  bei  O , 

und  rechts,  bei  F ,  gleich  -j-  .     Ersterer  geht  direkt 

iderlager  und  kommt  also  bei  Berechnung  von  A  nicht 

;;  letzterer  wird  durch  den  Pfosten  F^  auf  den  Haupt- 

;tragen.     Da  wir  zunächst  P  =  l,Ot  genommen  haben, 

Blraft,  die  der  Pfosten  F^  auf  den  Hauptträger  ausübt, 

b 

-  .  Wir  haben  demnach  folgendes:  Wenn  an  der  Stelle  I 

^  t=  1,0  t  steht,  so  ist  der  Auflagerdruck  A  des  Haupt- 
zu  berechnen,  als  ob  an  der  Stelle  F^  die  direkt  wir- 


1,0.  & 


Fig.  53. 

stehen  würde  (wie  in  der  Figur  eingezeichnet). 


also  A ,  indem  wir  diese  Last  multiplizieren  mit  der 
egenden  Ordinate  der  Einflußfläche  und  erhalten 

/1,0.6\ 


-(^)- 


X 


re  nun  aber  viel  zu  umständlich,  wenn  wir  den  obigen 
A   etwa  so  bestimmen  wollten,  daß  wir  i^^  aus  der 

h 
5  abmessen  und  dann  mit  y  multiplizieren.    Wir  müssen 

lls  graphisch  darstellen.  Da  diese  Aufgabe  bei  den  ver- 
n  Einflußlinien  sehr  oft  vorkommen  wird,  woHen  wir 
nal  folgende,  aus  der  Geometrie  bekannte  Begel  m^ken: 
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Um  einen  Ausdruck  von  der  Form 


x^y 


graphisch  auszurechnen, 


zeichnen  wir  ein  Dreieck,  dessen  Höhe  gleich  dem  Nenner  z  und 
dessen  Orundlinie  gleich  dem  einen  Zähler  x  ist  (Fig.  54  a  oder  54  b). 
Ziehen  wir  dann  im  Abstan<ic  y  von  der  Spitze  die  Parallele  zur 
Grundlinie,  so  ist 

u:x  =  y:z] 
also 


Ob  äoa  Dreieck  rechtwinklig  oder  schiefwinklig  ist,  ist  gleich- 
gältig;  wir  haben  nur  u  abzumessen  und  bekommen  dadurch  den 

X  •  v 
Wert  des  Bruches  — —. 
z 

Nun  wenden  wir   diese   Begel 

auf   4ie  Berechnung  des  Auflager- 


druckes A  = 


h'f)^ 


an.  Die  Strecke  1^1 


Fijz.  54. 


als  Orundlinie  des  Hilüsdreiecks  ist  in 

dei*  Figur  bereits  vorhanden  (Fig.  53) ; 

die  Höhe  X  finden  wir  durch  Hin* 

unterloten  des  Punktest.  Verbinden 

wir  dann  ff'  mit  F'  und  loten  die  Kraft  P  hinunter,  so  ist  O^D  =  b , 

demnach 


JDB'  = 


'^1 


Ä, 


Wenn  also  in  dem  Felde  0F  irgendwo  eine  Last  von  1,0 1  steht, 
so  gibt  die  unt^  dieser  Last  gemessene  Ordinate  der  Linie  ff 'JP*' 
den  Auflagerdruck  A  an. 

Steht  nun  die  Last  von  P  =»  1,0  t  in  eineni  der  mittleren 
Felder,  z.  B.  in  Stellung  II ,  so  wird  P  durch  Vermittlung  des 
Längsträgers  wieder  auf  die  beiden  zugehörigen  Pfostep  übertragen, 
und  diese  wirken  dann  als  direkte  Belastung  auf  den  Hauptträger. 

Es  entsteht  also  ini(^ge  dieser  beiden  Lasten,   JP,  ==    '  ^\      und 


F. 


1,0 -d 
X' 


V 


,   der  Auflagerdruok 


A  ^  I      ^ 
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Der  erste  Ausdruck  ist  nun  dargestellt  durch  die  Strecke  iy',  denn 
es  ist 

also 

Der  zweite  Ausdruck  ist  entsprechend  dargestellt  durch  rj'^.  Die 
Summe  beider  Ausdrücke,  d.  i.  die  Strecke  iy ,  ergibt  den  Auflager- 
druck A .  Nun  sieht  man,  daß  die  punktierte  Linie,  die  iy'  und  tj'^ 
trennt,  nur  eine  Hilfslinie  ist;  um  rj  =  A  zu  finden,  haben  wir 
nur  nötig,  die  Bndpunkte  von  %  und  175  durch  eine  Gerade  zu 
verbinden.  Diese  braucht  jedoch  auch  nicht  besonders  gezeichnet 
zu  werden,  da  die  Einflußlinie  für  direkte  Belastung  an  dieser 
Stelle  die  Bndpunkte  von  tj^  und  rj^  bereits  verbindet. 

In  dem  letzten  Felde  rechts  gelten  wieder  dieselben  Betrach- 
tungen wie  im  ersten  Felde  links.  Wir  verbiAden  die  ihinkte  H^ 
und  Z'  und  erhalten  bei  jeder  Stellung,  die  die  Last  P  =  1,0  t 
im  letzten  Felde  einnimmt,  den  zugehörigen  Auflagerdruck  Aj. 
indem  wir  die  unter  der  betreffenden  Laststellung  befindliche 
Ordinate  der  Linie  H'K'  abmessen.  (Man  führe  die  Ableitung 
selbständig  durch!) 

Die  Linie  G'F'H'K'  hat  also  folgende  Eigenschaft:  Steht  an 
einer  beliebigen  Stelle  eine  indirekt  wirkende  Last  P,  und  messen 
wir  die  unter  der  Last  liegende  Ordinate  iy ,  so  ist  der  Auflager- 
druck 

A^P'tl. 

Wir  nennen  sie  deshalb  die  Einflußlinie  für  den  AufUigeTäruck 
hei  indireJcter  Belastung  oder  „A-Xime"  für  indirekte  Belastung, 
Um  diese  Einflußlinie 'für  indirekte  Belastung  zu  zeichnen,  haben 
wir  folgende  Methode  abgeleitet: 

Zunächst  zeichnen  wir  die  Einflußlinie  so,  als  ob  die  Belastung . 
direkt  auf  den  Träger  wirke.  (Dreieck  A'O'B'}  A'0'=1,0  t.) 
Dann  suchen  wir  uns  diejenigen  Punkte  auf,  in  denen  die  Be- 
lastung von  den  Hilfsträgern  L  auf  den  Hauptträger  ii£,  bzw. 
auf  die  Widerlager,  übergeht  (diese  Punkte  Q ,  F  usw.  wollen  wir 
„Belastungspunkte^^  nennen).  Hierauf  bestimmen  wir  durch  Hinunter- 
loten diejenigen  Ordinaten  der  für  direkte  Belastung  gezeichneten 
EinflußUnie,  die  unter  den  Belastungspunkten  liegen.  Und  schließ- 
lich verbinden  wir  die  Endpunkte  dieser  Ordinaten  durch  gerade 
Linien.    Auf  diese  Weise  ergibt  sich  die  Einflußlinie  für  indirekte « 
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A.aK    0,50    ,  ^  .    0,30    ,   ^ .    0,05 
+  6,5  .  -g—  +  6,5  .  -f^  +  6,5  .  -^  . 

Nun  sieht  man  aber,  daß  sich  im  yorliegenden  Falle  die 
Eechnung  ganz  erheblich  vereinfachen  läßt.  Zunächst  können  wir 
den  Nenner  2  vor  die  Klammer  ziehen.  Ferner  sind  die  ersten 
fünf  Lasten  einander  gleich  und  ebenso  die  letzten  drei  Lasten. 
Wir  können  also  den  *  Ausdruck  für  Ä  schreiben : 

^  =  i [8,5(1/1  +  ^2  +  ^8  +  ^4  +  ^5)  +  6,5 (?76  +  V7+  Vb)]  » 

und  nun  gehen  wir  so  vor,  daß  wir  die  rj  nicht  einzeln  abmessen, 
sondern  zunächst  die  in  der  ersten  runden  Klammer  stehende 
Summe  «?i  +  •  •  •  +  ^5  mittels  Stechzirkel  oder  auf  einem  Papier- 
streifen zusammenzählen  und  dann  die  in  der  zweiten  runden 
Klammer  stehende  Summe  ^e  +  ^7  +  ^s  •  ^^  dieser  Weise  ergibt 
sich  aus  der  Figur: 

Vi+  "'  +V5  =  7,85  cm, 
Ve  +  Vi  +V6  =  0,85  cm. 


Hiermit  also 


A  =  |[8,5.7,85  + 6,5-0,85] 
=  36,1  t. 


Um  nun  den  Auflagerdruck,  Ä^,  für  die  Zugstellung  zu  be- 
rechnen, bei  der  die  erste-  Last,  P^,  am  Punkte  i,  d.  i.  2,0  m 
vor  dem  linken  Auflager  steht,  müßten  wir  zunächst  diese  Last- 
stellung in  Fig.  55  a  einzeichnen,  durch  Hinunterloten  der  Lasten 
die  betreffenden  rj  bestimmen  und  dann  wieder  die  entsprechende 
Summe  bilden.  Um  die  Figur  aber  möglichst  klar  zu  halten,  ist 
hier  folgender  Weg  eingeschlagen: 
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Fig.  56. 

Wenn  wir  jetzt  A^  berechnen  wollen,  so  brauchen  wir  nicht 
den  Lastenzug  in  seiner  neuen  Stellung  —  Last  P^  über  1  —  ein- 
zuzeichnen; wir  legen  einfach  Fig.  55  c  so  auf  Fig.  55  b,  daß  die 
Linie  ah  zusammenfällt  mit  J.^£^,  und  daß  Punkt  a  auf  a'  zu 
liegen  kommt.  (Um  dieses  ausführen  zu  können,  haben  wir  ja 
Torhin  Fig.  55  c  auf  ein  besonderes  Stück  Pauspapier  gezeichnet.) 
Zunächst  sieht  man  dann,  daß  bei  dieser  Laststellung  sieben  Achsen 
auf  der  Bjücke  stehen.  Die  Ordinate  unter  der  ersten  Last  ist  r\\ 
Diese  hrat^ht  jetzt,  aber  nicht  mehr  in  Fig.  55h  eingezeichnet  zu 
^erdenj  sondern  Jcann  mit  Silfe  der  Linie  (P^)  auf  dem  Pauspapier 
direkt  abgemessen  werden.  In  derselben  Weise  ergeben  sich  die  zu 
den  Kräften  P^  . . .  P>i  gehörigen  Ordinaten  der  Einflußlinie  G'B\ 

8* 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


.lio-^^-"" 


Fig.  50. 


SO,  als  ob  die  Schwelle  nicht  vorhanden  und  die  Schienen  direkt 
auf  den  Längsträgern  gelagert  wären.  Hierdurch  wird  die  Be- 
rechnung einfacher,  und  der  Fehler  infolge  dieser  Vereinfachung 
ist  stets  verschwindend  klein. 

Nun  möge  an  beliebiger  Stelle  eine  Achse  mit  dem  Gesamt- 
drucke von  2P  stehen.  Der  Breite  nach  ist  dann  die  Brücke 
symmetrisch  belastet  (Fig.  56  b),  auf  jeden  der  beiden  Längsträger 
und  auch  auf  jeden  Hauptträger  entfällt  dann  die  Hälfte  des 
Achsdruckes,  also  ein  Eaddruck  im  Betrage  von  P.  Wir  haben 
also  wieder  einen  Träger  AB,  der  durch  eine  bewegliche  Be- 
lastung P  belastet  ist,  und  dessen  Auflagerdruck  A  bei  den  ver- 
schiedenen Stellungen  der  Last  bestimmt  werden  soll.  Von  Fig.  55 
unterscheidet  sich  die  Aufgabe  ^.ber  insofern,  als  jetzt  die  Be- 
lastung nicht  direM  auf  dem  Träger  ruht,  sondern  erst  indirektj 
nämlich  durch  Vermittlung  der  Längs-  und  der  Querträger,  auf 
den  Balken  einwirkt. 
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Aber  auch  für  diesen  Fall  haben  wir  ja  die  Einflußlinie  für 
den  Auflagerdruck  entwickelt  (Abschnitt  II  von  §  22).  Das 
Rezept  war  folgendes:  Wir  zeichnen  zunächst  die  Einfluß- 
linie A'O'B'  so,  alg  ob  die  Belastung  direkt  auf  dem  Hauptträger 
wäre.  Dann  suchen  wir  die  „Belastungspunlcte^^  auf;  also  die- 
jenigen Punkte,  in  denen  die  Hilf s träger  (Längsträger)  die  Be- 
lastung abgeben.  In  Fig.  56  sind  dieses  die  Punkte  (?,  1,2,3,4^ 
5 ,  6  und  7 .  Diese  Punkte  loten  wir  hinunter  und  bestimmen 
hierdurch  die  zu  den  Belastungspunkten  gehörigen  Ordinaten  der 
vorhin  gezeichneten  Einflußlinie;  es  sind  dieses  die  Ordinateu  1,0 1, 
ViJ  Vi  9  ^s  >  •  •  •  ?  ^  •  ^^™  Schlüsse  verbinden  wir  die  Endpunkte 
0%  r,  2%  . . . ,  B'  dieser  ausgezeichneten  Ordinaten  duröh  gerade 
Linien  und  erhalten  die  Einflußlinie  für  indirekte  Belastung. 

Dieses  wäre  also  der  allgemeine  Weg,  wie  man  in  einem 
solchen  Falle  von  indirekter  Belastung  die  J. -Linie  zu  zeichnen 
hätte.  Man  sieht  aber,  daß  in  Fig.  56  die  Einflußlinie  für  in- 
direkte Belastung  schließlich  genau  so  herauskommt,  wie  die  für 
direkte  Belastung  war.  Das  kommt  nämlich  daher,  weil  hier  der 
erste  und  der  letzte  Belastungspunkt  gerade  über  den  Auflager- 
punkten liegen.  Wenn  sie  anders  angeordnet  sind  (Fig.  53  und 
Fig.  57),  stimmen  die  beiden  Einflußlinien  durchaus  nicht  überein. 

Steht  nun  in  Fig.  56  irgendwo  eine  Last  P,  so  brauchen  wir 
nur  hinunterzuloten  und  haben  den  Auflagerdruck  A : 

A^P't). 


Dritte  Aufgabe.    (Indirekte  Belastung.) 

Die  Fig.  57  unterscheidet  sich  von  Fig.  56  dadurch,  daß 
jetzt  außer  den  bereits  vorhandenen  sieben  Längsträgern  noch 
die  beiden  „Schleppträger"  L''  und  L''  hinzugekommen  sind. 
Man  trifft  diese  hier  im  Prinzip  dargestellte  Anordnung  häufig, 
weil  sich  dadurch  ein  besserer  Übergang  des  auf  der  Brücke 
liegenden  Gleises  an  die  anschließenden  Teile  erzielen  läßt. 
Uns  interessiert  nun  die  Frage:  Wenn  sich  an  beliebiger  Stelle 
der  Brücke  eine  Last  P  befindet  (die  durch  Vermittlung  der 
Längs-  und  Querträger  auf  den  Hauptträger  übertragen  wird), 
ist  dann  der  Auflagerdruck  A  derselbe  wie  bei  der  Anordnung 
von  Fig.  56,  oder  haben  die  Schleppträger  einen  Einfluß  auf  die 
Berechnung  von  AI  Wir  wollen  diese  Frage  wieder  an  Hand 
der  Einflußlinie  entscheiden. 
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Es  handelt  sich  um  indirekte  Belastung;  denn  die  Belastung 
wirkt  zunächst  auf  die  Hilfsträger  (Längsträger)  und  wird  dann 
erst  von  diesen  auf  die  Hauptkonstruktion  übertragen.  Die  Ein- 
flußiinie  für  diesen  Fall  zeichnen  wir  in  der  bereits  geübten  Weise. 
Die  Hilfsträger  geben  die  Belastung  ab  in  den  Punkten  D,  0^  1  j 
2,  3,  4,  5j  6j  7  und  E.  Dieses  sind  also  die  Belastungspunkte. 
Die  zu  den  Belastungspunkten  gehörigen  Ordinaten  (der  für  direkte 
Belastung  gezeichneten  Einflußlinie)  sind,  im  mittleren  Teile,  tjq*, 
Vi9  V^9  V39  Va9  V5J  V9  ^^^  ^  •  2^  ^^^  Belastungspunkten D und E 
gehören  ebenfalls  die  Ordinaten  Null.  Denn  eine  Last  links  von 
A  oder  rechts  von  B  wirkt,  wenn  die  Zwischenkonstruktion  nicht 
vorhanden  ist,  überhaupt  nicht  auf  den  Balken;  d.  h.,  links  von 
A'  und  rechts  von  B"  hat  die  Einflußlinie  bei  direkter  Belastung 


Fig.  67. 


'die  Ordinaten  Null.  Nun  verbinden  wir  die  Endpunkte  der  unter 
den  Belastungspunktön  liegenden  Ordinaten,  also  die  Punkte  IX, 
C,  1\  2",  3',  ^,  5",  ffj  B'  und  JE?',  durch  gerade  Linien  und  erhalten 
die  für  Fig.  57  maßgebende  Einflußlinie. 

Wie  man  sieht,  ist  die  Einflußlinie  in  Fig.  57  im  mittleren 
Teile  dieselbe,  wie  sie  bei  direkter  Belastung  wäre.  In  den  äußeren 
Teilen  wird  sie  aber,  wie  es  ja  auch  selbstverständlich  ist,  durch 
die  Schleppträger  abgeändert.  Sobald  die  Einflußlinie  gezeichnet 
ist,  können  wir  dann  durch  Hinunterloten  der  Last  den  Auflager- 
druck A  bestimmen. 

§23. 

Einführung  in  das  Arbeiten  mit  Einflufilinien« 

In  diesem  Vortrage  haben  wir  zum  erstenmal  mit  Einfluß- 
linien zu  tun  gehabt.  Die  bisherigen  Aufgaben  waren  allerdings 
so  einfach,  daß  wir  sie  ebensogut  oder  vielleicht  noch  schneller 
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i  Wege  (z.  B.  rechnerisch)  hätten  lösen  können.  Wegen 
ientlichen  Wichtigkeit,  die  die  Binflußlinien  für  unsere 
ntersuchnngen  haben,  ist  es  aber  nur  zu  empfehlen, 

wie  möglich  mit  diesem  wertvollen  Hilfsmittel  der 
•aut  zu   machen.     In  diesem  Sinne  wollen   wir  noch 

über  Binflußlinien  durchnehmen. 

L  Satz, 

ne  Lastengruppe  P^ ,  P^  usw.  über  einem  geraden,  d.  Ä. 

durchlaufenden^  Stück  einer  Einflußlinie,  so  kann  man 

dieser  La^tengruppe  auch  dadurch  bestimmen,  daß  man 

rende  B  multipliziert  mit  der  zu  dieser  gehörigen  Ordi- 

diesen  Satz  zu  verstehen,  gehen  wir  von  der  in  Fig.  58 
i  Aufgabe  aus:  Der  Balken  AB  ist  durch  die  beweg- 
in  drei  Lasten  P^ ,  P,  und  P,  bestehende  Lastengruppe 
lastet.  Der  Auflagerdruck  A  ist  für  die  verschiedenen 
les  Wagens  zu  ermitteln! 

astung  wirkt  indirekt;  denn  sie  geht  zunächst  auf  die 
and  wird  von  diesen  an  den  Belastungspunkten  0,1, 
abgegeben.  Die  Einflußlinie  für  A ,  unter  Berück- 
ier  indirekten  Lasteinwirkung,  ist  in  Fig.  58  b  ge- 
ie  ist  der  gebrochene  Linienzug  0'—  i'—  2'—  3'—  4\ 
it  sio^  nun  der  Wagen  z.  B.  in  der  Stellung  I,  so 
also  der  hierbei  entstehende  Auflagerdruck,  indem  wir 
hinunterloten,  die  Ordinalen  rj^ ,  9/2  und  173  abmessen 
»dukte  aus  Last  mal  Ordinate  ausrechnen.  Dann  ist 
rdruck: 

^/  =  -Pl  •  ^1  +  P2  •  ^2  +  P3  •  ^8  • 

1  aber  diese  Eechenarbeit  etwas  zu  vereinfachen^  können 
Ä  machen.     Wir  drücken  in  Fig.  58  b   die  Ordinaten 

Abstände  x  und  den  Winkel  a.  aus.     Also: 

Verte  setzen  wir  in  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (!) 
alten 

2  •  ^2  +  ^3  •  ^8  =  A  "i^i  tgÄ  +  P2  •  a^  tg(X  +  P3 .  x^  tga 

=  (Pl'^l  +  P2  -^2  +  P3'^s)tgOC  . 

Klammer  steht  die  Summe  aus  den  Produkten  Kraft 
d  vom  Lager  B.    Nun  ist  aber  nach  dem  Satze  vom 
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tierende  B  der  betreffenden  Lastengruppe  und  multiplizieren  sie 
init  ihrer  Ordinate  tjr  .  Augenscheinlich  ist  dies  eine  erhebliche 
Ersparnis  an  Rechenarbeit. 
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2.  Die  Lage  der  Besnltiereiideii  innerhalb  der  Eräftegmppe 
muß  man  natürlich  vorher  bestimmen.  Besteht  die  Belastung 
aus  symmetrisch  angeordneten  Kräften,  so  liegt  die  Besultierende 
in  der  Mitte.  Ist  die  Lastengruppe  unsymmetrisch,  so  ermittelt 
man  die  Lage  nach  dem  Satz  vom  statischen  Moment  {§  9).  Für 
Fig.  58c  z.  B.  hat  man: 

Größe  von  E:   Jß  =  Pi  +  Pg  +  Ps  j 

Lage  von  Ä:   J8  •  r  =  P^  •  pj  +  Pg  •  Pg  (Bezugspunkt  auf  P,  angenommen), 

P, .  Pi  +  Pg  .  pa        Pr  Pi  +  Pa  •  P2 


hieraus  r  = 


B  P1+P3  +  P3 


Sobald  dann  r  berechnet  ist,  kann  man  die  Besultierende  in 
Fig.  58  a  einzeichnen  und  durch  Hinunterloten  die  Ordinate  '^s. 
abmessen. 

3.  Nachdem  sotnit  die  Stellung  I  erledigt  ist,  möge  sich  der 
Wagen  nach  Stellung  II  verschieben.  Augenscheinlich  gilt  dann 
dieselbe  Bechenerleichterung:  Wi^  zeichnen  £  ein  (auf  Grund  des 
bereits  berechneten  Abstandes  r  von  der  rechten  Laat),  messen 
lyi  ab,  und  finden  den  jetzt  entstehenden  Auflagerdruck 

Bückt  nun  der  Wagen  in  die  Stellung  III  ^  so  daß  er  über 
dem  Stück  0^  V  der  Einflußlinie  steht,  so  können  wir  die  ent- 
sprechende  Ableitung  durchführen,  wie  vorhin  für  Stellung  I. 
Wir  würden  dann  die  unter  den  Lasten  liegenden  Ordinaten  durch 
den  Neigungswinkel  ß  und  die  Abstände  bis  zum  Punkte  0'  aus- 
drücken. (Man  führe  die  Ableitung  im  einzelnen  selber  durch!) 
Das  Besultat  wäre  dann  wieder  folgendes:  Statt  jede  Last  ein- 
zeln mit  ihrer  Ordinate  zu  multiplizieren  und  dann  diese  Produkte 
zu  addieren,  können  wir  einfach  die  Besultierende  12  mit  ihrer 
Ordinate  nehmen.     Also 

(Die  Ziffer  bei  A  bezeichnet  immer  die  betreff  ende  Laststellung.) 

4.  Auf  eine  Einschränkung  der  soeben  entwickelten  Methode 
muß  aber  aufmerksam  gemacht  werden :  Dieser  Ersatz  einer  ganzen 
Lastengruppe  durch  ihre  Besultierende  ist  nur  dann  zulässig,  wenn 
die  Lasten  über  einem  geraden  Stück  der  Einflußlinie  stehen. 
Es  da/rf  also  in  der  Strecke  zwischen  der  ersten  und  der  letzten  Lust 
Icein  Knick  in  der  Einflußinie  sein.  Wenn  dieses  der  Fall  ist, 
8.  Stellung  IV  in  Fig.  58,  so  gehören  nämlich  zu  den  einzelnen, 
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übrig,  als  jede  Last  einzeln  mit  ihrer  Ordinate  zu  multiplizieren; 
oder  höchstens  die  Lastengruppe  in  Untergruppen  einzuteilen,  von 
denen  jede  über  geraden  (ungeknickten)  Strecken  der  Einfluß- 
linie steht. 

5.  Zum  Schlüsse  eine  Yerallgemeinenmg:  Wir  werden  später 
die  Methode  der  Einflußlinien  nicht  nur  zur  Berechnung  von  Auf- 
lagerkräften, sondern  zu  vielen  ancieren  Untersuchungen  verwenden. 
Z.  B.  zur  Bestimmung  der  Kräfte,  die  in  den  Stäben  eines  Pach- 
werkes  wirken.  Dieses  ist  sogar  das  Hauptanwendungsgebiet  der 
Einflußlinien.  Die  einzelnen  Ordinaten  bedeuten  dann  also  nicht 
die  Auflagerkraft,  sondern  die  gesuchte  Stabkraft.  Es  wird  sich 
aber  zeigen,  daß  die  Form  der  Einflußlinien  fast  immer  dieselbe 
ist:  Sie  setzen  sich  aus  Linien  zusammen,  die  ein  Stück  gerade 
laufen,  dann  einen  Knick  haben,  dann  wieder  eine  Strecke  gerade 
sind,  usw.  Wenn  wir  dann  eine  bewegliche  Lastengruppe  haben, 
die  an  den  verschiedenen  Stellen  über  der  Einflußlinie  steht,  so 
können  wir  von  der  vorhin  bewiesenen  Eechenvereinfachung  Ge- 
brauch machen.  Denn  bei  unserer  Ableitung  kam  es  gar  nicht 
darauf  an,  daß  die  Ordinaten  rj  gerade  eine  Aufla^erkraft  ergeben. 
Sie  können  auch  irgend  etwas  anderes  zu  bedeuten  haben;  z.  B. 
eine  Stabkraft  od.  dgl.  Es  kommt  nur  darauf  an,  daß  die  be- 
treffende Laststellung  so  ist,  daß  das  zwischen  der  ersten  und  der 
letzten  Last  befindliche  Stück  der  Einflußlinie  gerade  (ohne  Knick 
oder  Biegung)  durchläuft.  Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  können 
wir  stets  statt  der  einzelnen  Lasten  die  Eesultierende  einführen. 

Aufgäbe :  Man  nehme  Pi'=  4,0  t;  Pg  =  4,0  t;  Pg  =  7,0  t.  Die 
Längen  messe  man  aus  Fig.  58  ab,  und  bestimme  für  die  ver- 
schiedenen Laststellpngen-  den  Auflagerdruck  AI  Ferner  wende 
man  diese  Methode  auf  Fig.  55  an.  [Hierbei  wird  man  zweckmäßig 
nicht  sämtliche  Lasten  P^  bis  Pg  durch  eine  Eesultierende  ersetzen 
(deren  Lage  man  dann  erst  berechnen  müßte),  sondern  wird  die 
Gruppe  Pi  bis  P5  und  die  Gruppe  Pg  bis  Pg  je  zu  einer  Eesul- 
tierenden  zusammenfassen.     Dann  hat  man  sofort: 
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Siehi  über  einer  Einflußlinie  eine  gleichmäßig  verteilte  Belastung, 
80  ergibt  sich  das  Resultat,  indem  man  die  Belastung  pro  Längen- 
einheit multipliziert  mit  dem  Inhalte  der  unter  der  Belastung  liegenden 
Einflußfläche, 

1.  Hier  bekommen  wir  zum  erstenmal  den  Begriff  ,,Yerteilte 
Bdastnng^^  Die  bisherigen  Belastungen  waren  folgende:  In 
einem  Punkte  stand  eine  Last  von  bestimmter  Größe;  dann  folgte 
eine  Strecke  unbelastet;  dann  wieder  eine  Last;  usw.  Eine  solche 
Anordnung  nennt  man:  „Belastung  durch  Einzellasten^^.  (Beispiel: 
Eisenbahnzug,  usw.)  Aus  dieser  Belastung  entsteht  nun,  wenn 
die  Lasten  unendlich  klein  werden  und  dafür  aber  auch  unendlich 
nahe  aufeuiander  folgen,  die  sog.  ^^verteilte  Belastung^^.  Das  beste 
Beispiel  hierfür  ist  die  Belastung  durch  Eigengewicht.  Die  Erd- 
anziehung wirkt  ja  auf  jedes  der  unendlich  kleinen  Teile  des  Körpers, 
so  daß  das  Gewicht  eines  Körpers  eine  Beihe  von  unendlich  kleinen 
und  unendlich  nahen  Kräften  darstellt.  Weitere  Beispiele  sind  die 
Belastung  eines  Körpers  durch  Mauerwerk,  Erdschtittung  usw. 
Auch  Belastung  durch  Menschengedränge  wird  hierzu  gerechnet. 

Man  muß  nun  unterscheiden  zwischen  einer  gleiehmäßig  und 
einer  nngleiehmäßig.verteilten  Belastung.  Die  erstere  ist  eine  solche, 
bei  der  die  einzelnen  kleinen,  aufeinanderfolgenden  Kräfte  alle 
untereinander  gleichgroß  sind  (Beispiel:  Eigengewicht  eines  Balkens 
von  überall  gleichem  Querschnitt  und  Material;  Belastung  durch 
gleichmäßige  Aufmauerung;  usw.).  Die  ungleichmäßig  verteilte  Be- 
lastung ist  eine  solche,  bei  der  die  einzelnen  Kräfte  verschieden 
groß  sind  (Beispiel:  Belastung  durch  Mauerwerk  von  verschiedener 
Höhe). 

Die  gleichmäßig  verteilte  Belastung  kommt  in  der  Praxis  am 
häufigsten  vor;  mit  ihr  wollen  wir  uns  zunächst  beschäftigen.  Die 
Größe  einer  solchen  Belastung  bestimmt  man  am  besten  dadurch, 
daß  man  erstens  angibt,  wieviel  Last  auf  die  Längeneinheit  (cm, 
m)  kommt,  und  zweitens  angibt,  auf  welche  Gesamtlänge  sich  die 
Belastung  erstreckt.  Die  erste  Angabe  wollen  wir  die  yjBelastungs- 
ÄÖÄ6**  oder  ,,Dichte^^  oder  „Intensität"  der  Belastung  nennen;  die 
zweite  Angabe  heißt  die  ,,Belastungslänge^^.  Die  „Dichte"  bezeichnet 
man  meistens  mit  g,  p  oder  q.  [„^r"  hauptsächlich  für  Belastung 
durch  Eigengewicht,  „p"  für  bewegliche  Last  (Verkehrslast)  und 
„g"  für  Belastung,  bei  der  ruhende  und  bewegliche  Last  zusammen- 
genommen ist.] 
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2.  Nach  diesen  Vorbei^erkungen  gehen  wir  zu  der  in  Fig.  59 
dargestellten  Aufgabe:  Der  Träger  AB  iat  auf  eine  Strecke  o?  durch 
eine  gleichmäßig  verteilte  Belastung  beansprucht,  die  p  kg  pro  m 
beträgt.   Der  Auflagerdruck  A  ist  mittels  Einflußlinie  zu  bestimmen ; 

Die  Länge  x  zerlegen  wir  in  lauter  kleine  Abstände  u .  Nun 
betrug  auf  ein  Meter  Länge  die  Belastung  p  kg,  folglich  beträgt 
die  Belastung  auf  u  Meter  Länge  p  •  v  kg.  Durch  diese  Zerlegung 
der  gesamten  Belastungslänge  in  lauter  kleine  Strecken  haben  wir 
also  die  verteilte  Belastung  auf  das  zurückgeführt,  was  sie  ja  auch 
eigentlich   ist;    nämlich:   eine  Aufeinanderfolge  voA  sehr  kleinen 


Fig.  69. 


und  sehr  nahe  beieinander  stehenden  Einzellasten.    Und  zwar  hat 
Jede  derselben  die  Größe  p  •  u . 

Nun  gehört  zu  der  ersten  dieser  kleinen  Einzellasten  die  Or- 
dinate f]i  der  Einflußlinie.  Der  Auf lagerdruok  A ,  den  diese  erste 
kleine  Einzellast  hervorbringt ,  ist  Also  gleich  p  •  ti  •  17^  (Last  mal 
Ordinate).  Der  Auflagerdruck  infolge  der  zweiten  kleinen  Einzel- 
last ist  entsprechend  p  •  1^*9/2 ;  infolge  der  dritten  kleinen  Einzel- 
last P'U't}^]  usw.  Infolge  sämtlicher  kleinen  Einzellasten,  d.  h. 
infolge  der  gesamten  verteilten  Last,  entsteht  also  der  Auflager- 
druck A  V  X  t 

■=  P  (^  •  ^1  +  «  •  %  +  W  •  ^8  +  •  •  •)  • 

Dieser  Ausdruck  läßt  sich  aber  noch  vereinfachen.     Das  Produkt 
u-rj^mt  nämlich  der  Flächeninhalt  /i  des  ersten  kleinen,  in  Fig.  59b 
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schraffierten  Trapezes  {u  ist  die  Höhe,  171  die  Mittellinie).  Ent- 
sprechend ist  U'i]2  d^  Inhalt  /,  des  zweiten  Trapezes;  u^rj^' der 
Inhalt  /g;  usw.    Wir  haben  also 

und  dafür  können  wir  schreiben 

worin  F  den  Inhalt  der  unter  der  Belastungsstrecke  liegenden 
Einflußfläche  •  ist.  (Sämtliche  Streifen  A  +  /«  +  /s  +  •  •  •  bilden 
zusammen  die  in  Fig.  59b  stark  umrandete  Fläche  F.)  Somit, 
haben  wir  bewiesen ,  daß  sich  die  gesuchte  Größe  A  infolge  einer 
gleichmäßig  yerteilten  Belastung  dadurch  ergibt,  daß  man  die 
Belastung  pro  Längeneinheit  multipliziert  mit  dem  Inhalte  F  der 
unter  der  Belastung  liegenden  Einflußfläche.  (Den  Inhalt  einer 
solchen  Fläche  F  berechnet  man,  indem  man  sie  in  Trapeze  und 
.Dreiecke  zerlegt.) 

3.  Augenscheinlich  gilt  die  obige  Eeg^l  nicht  nur  für  den 
Auflagerdruck  A ,  sondern  für  jede  Einflußlinie,  ganz  gleichgültig, 
was  sie  zu  bedeuten  hat.  Wenn  wir  also  später  Stabkräfte  usw. 
mittels  Einflußlinien  zu  berechnen  haben,  so  werden  wir,  voraus- 
gesetzt, daß  die  Belastung  gleichmäßig  verteilt  ist,  ebenfalls  nach 
der  soeben  durchgenommenen  Eegel  verfahren. 

Auch  wenn  —  wie  es  später  vorkommen  wird  —  die  be- 
treffende Einflußlinie  nicht  aus  geraden  Stücken  besteht,  sondern 
eine  Kurve  ist,  gilt  das  Verfahren.  Denn  durch  die  Einteilung 
in  die  Abschnitte  U  wird  die  Kurve  in  lauter  kleine  gerade  Linien 
zerlegt.  (Jede  gekrümmte  Linie  läßt  sich  auffassen  als  eine  aus 
geraden  Stücken  bestehende  gebrochene  Linie,  wenn  man  nur  die 
einzelnen  Stücke  unendlich  klein  macht.)  Die  einzelnen  Flächen- 
streifen /i ,  /g ,  /s  usw.  stellen  dann  also  wieder  kleine  Trapeze 
dar  von  dem  Inhalt  u •  97^ ,  ii •  972 ,  U'%  usw. ;,  so  daß  die  Summe 
ti  •  1^1  +  ti  •  172  +  ^  •  ^3  +  •  •  •  auch  bei  einer  krummlinigen  Einfluß- 
linie den  Inhalt  der  unter  der  Belastung  liegenden  Einflußfläche 
ergibt. 

Zusatz:  Ist  die  Belastung  nicht  gleichmäßig  verteilt,  so  ist 
das  obige  Verfahren  nicht  zulässig.  Dann  gibt  es  ja  überhaupt 
kein  bestimmtes  p  (Belastung  pro  m),  sondern  p  wechselt  von 
Punkt  zu  Punkt.  In  diesem  Falle  kann  man  sich  durch  Anwendung 
des  ersten  Satzes  dieses  Paragraphen  halfen:  Zunächst  wird  die 
Belastung  so  in  einzelne  Strecken  eingeteilt,  daß  zu  jeder  Strecke 
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du  gerades  Stück  der  Einflußlinie  gehört;  dann  wird  zn  jeder 
Strecke  die  Eesnltierende  B  der  Belastung  bestimmt  und  hierauf 
die  Eeeultierende  mit  ihrer  zugehörigen  Ordinate  17^  multipliziert. 
Die  Besultierende  B  findet  man  bei  ganz  unregelmäßiger  Belastung 
graphisch,  indem  man  die  verteilte  Belastung  in  eine  Anzahl  Einzel- 
lasten auflöst.  Ist  eine  Belastung Q  dreieckförmig  auf  einer  Strecken; 
verteilt,  so  liegt  ihre  Besultierende  [B  =  Q)  in  der  Entfernung  f  o? 
von  der  Spitze  des  Dreiecks  (s.  §  10;  5.  Aufgabe,  Schluß). 

Ist  die  EinflußUnie  eine  Kurve,  so  kann  man  sie  —  angenähert 
—  in  einzelne,  möglichst  kurze,  gerade  Stücke  einteilen,  und  zu 
jedem  dann  die  Besultierende  der  darüber  liegenden  Belastung 
bestimmen.  

IIL  Satz. 

Ist  für  irgendeine  zu  berechnende  Oröße  zunächst  die  Einfluß- 
linie für  direkte  Belastung  gegeben,  so  ergibt  sich  hieraus  die  Ein- 
flußlinie für  indirekte  Belastung,  indem  man  die  Belastungspunkte 
hinunterlotet  und  die  Endpunkte  der  hierdurch  bestimmten  Ordinalen 
durch  gerade  Linien  verbindet. 

1.  Für  einen  besonderen  Fall  haben  wir  diesen  Satz  schon 
bewiesen:  Als  wir  den  Auflagerdruck  dnes  einfachen  Balkens 
mittels  Einflußlinie  untersuchten,  hatten  wir  letztere  zunächst  für 
direkte  Belastung  abgeleitet.  Falls  dann  indirekte  Belastung  ein- 
trat, loteten  wir  einfach  die  Belastungspunkte  hinunter  und  ver- 
banden die  Endpunkte  der  dadurch  bestimmten  Ordinaten  durch 
gerade  Linien.  Im  folgenden  wollen  wir  nun  nachweisen,  daß 
diese  Begel  auch  für  jede  beliebige  Einflußlinie  maßgebend  ist. 
Eigentlich  ist  diese  Verallgemeinerung  ja  selbstverständlich;  es 
wird  aber  nichts  schaden,  wenn  wir  sie  bei  einer  etwas  kompli- 
zierten Einflußlinie  noch  einmal  durchnehmen. 

2.  Die  Untersuchung  gilt  ganz^  allgemein  für  jede  beliebige 
Einflußlinie.  Nur,  um  sie  möglichst  anschaulich  erklären  zu  können, 
wollen  wir  ein  bestimmtes  Beispiel  zugrunde  legen:  In  Fig.  60a 
haben  wir  einen  „Träger  auf  drei  Stützen^'.  Dieser  hat  1  +  2  + 1 »  4 
Auflagerunbekannte;  folglich  ist  er  statisch  unbestimmt  gelagert. 
Die  Einflußlinie  für  den  Auflagerdruck  A  dieses  statisch  un- 
bestimmten Systems,  und  zwar  unter  der  Voraussetzung,  daß  die 
Belastung  direkt  auf  den  Balken  wirkt,  ist  in  Fig.  60  b  gezeichpet. 
Wie  man  sie  findet,  kann  hier  noch  nicht  erklärt  werden;  es  sei 
nur  darauf  hingewiesen,  daß  sie  eine  Kurve  ist,  und  daß  sie  aus 
einem  x>o8itiven  und  einem  negativen  Teil  besteht.    Letzteres  be- 
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deutet,  daß  bei  dieser  Eonstruktion  je  nach  der  Laststellung  ein 
Auflagerdruck  entsteht,  der  von  unten  nach  oben,  oder  aber  von 
oben  nach  unten  wirkt.  Wir  unterscheiden  diese  beiden  Fälle 
durch  entgegengesetzte  Vorzeichen;  und  zwar  gibt  man  dem  ersteren 
Falle  (der  ja  meistens  vorliegt)  das  positive  und  dem  zweiten'Falle 
das  negative  Vorzeichen.  (Im  zweiten  Falle  muß  der  Auflager- 
punkt verankert  werden,  weil  sich  sonst  das  Balkenende  abheben 
würde.)  Um  das  verschiedene  Vorzeichen  der  Ordinaten  auch  in 
der  Zeichnung  zum  Ausdruck  zu  bringen,  trägt  man  die  positiven 
Ordinaten  von  der  KuUachse  A'C  aus  nach  unten  und  die  nega- 
tiven nach  oben  —  oder  auch  umgekehrt  —  auf. 

Eine  direkt  wirkende  Last  von  der  Größe  1,0  t  würde  also 
in  der  Stellung  m  (Fig.  60  a)  nach  Fig.  60  b  einen  Auflagerdruck 

^«  «  +r]m  =  +0,61 1 , 

und  zwar  von  unten  nach  oben  wirkend,  erzeugen.  Und  in  der 
Stellung  n  einen  Auflagerdruck 

^n  = -»7«  «-0,07  t. 

Dieser  zeigt  aber  von  oben  nach  unten  und  muß  also  von  der 
Verankerung  aufgenommen  werden. 

,  3.  !N^acb  diesen  Erklärungen  kehren  wir  zu  unserer  eigent- 
lichen Aufgabe  zurück:  Wenn  die  Belastung  dieses  Trägers  nicht 
direkt,  sondern  indirekt  wirkt,  wie  in  Fig.  60a  gezeichnet,  wie 
müssen  wir  dann  die  für  direkte  Belastung  gezeichnete  Einfluß- 
linie Fig.  60b  abändern,  damit  sie  auch  für  indirekte  Belastung 
verwendet  werden  kannf 

Die  wandernde  Last  P  nehmen  wir  gleich  1,0  t.  Bei  Last^ 
Stellung  I  geht  diese  Last  von  1,0  t  zunächst  auf  die  Querträger 
0  und  1,  und  zwar  erhalten  diese: 

1,0-^    bzw.     1,0.^. 

wie  in  Fig.  60  c  eingeschrieben.  Diese  beiden  Querträgerdrücke 
wirken  nun  als  direkte  Belastung  auf  den  Balken  ein.  Wir  können 
also  die  Einflußlinie  für  direkte  Belastung  benutzen  (die  in  Fig.  60  d 
noch  einmal  punktiert  gezeichnet  ist)  und  erhalten  also 

oder,  da  der  Faktor  1,0  auch  fortgelassen  werden  kann, 
(I)       .         A,  =  ^.r},  +  \^.r,,. 
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Also  ah 

V  +V   ^^o'-T  +  Vr-r- 
Bie  Summe  t]'  +  ri''  ist  aber  der  Abstand  rji  von  der  Nullachse 
bis  zur  Linie  O'  —  T.     Es  ist  also  in  Fig.  60 d: 

«1    ,         hl 

«=  Auflagerdruek  A/  . 

Wir  haben  demnach  das  Eesultat:  Wenn  wir  die  Endpunkte  0' 
und  i'  der  unter  den  Belastungspunkten  0  und  1  liegenden  Or- 
diuaten  i]q  und  rj^  durch  eine  gerade  Linie  verbinden,  so  ergibt 
deren  Ordinate  rji  den  gesuchten  Wert  Aj.  Die  Hilfslinie  O'  —  V 
aber  brauchen  wir  gar  nicht  zu  zeichnen  (sie  wurde  nur  zur  Ab- 
leitung des  Verfahrens  gebraucht). 

Nun  zu  Laststellung  II,  Im  Prinzip  ist  es  dasselbe,  nur  daß 
jetzt  auch  der  negative  TeU  der  Einflußfläche  in  Frage  kommt. 
Zunächst  bestimmen  wir  wieder  die  Querträgerdrücke  bei  2  und  3 ; 
nämlich 

1,0.-^     bzw.      1,0.-^    (Fig.  60c). 

Für  diese  ist  die  Einflußlinie  für  direkte  Belastung  gültig,  so  daß 
sich  bei  Laststellung  II  ein  Auflagerdruck  Au  ergibt: 

(die  Ordinate  ri^  ist  mit  negativem  Vorzeichen  einzuführen,  wie 
sich  aus  der  Einflußlinie,  Fig.  60b,  ergibt).  Nun  stellen  wir  diese 
Produkte  wieder  graphisch  dar.  Wir  ziehen  also  die  Verbindungs- 
linien 2'—  5'  und  2"—  3'  und  erhalten: 

■^•172  18*  dargestellt  durch  die  Strecke  iy''% 

Also  ist  An  =  ri'"--ri'''\ 

Da  ri'"'  die  größere  von  diesen  beiden  Strecken  ist,  schreiben  wir 
den  Ausdruck  in  der  Form: 

Au^-W'-V'"), 
und  dieses  ist,  nach  Fig.  60  d, 

Aji  ==  —yiji  . 
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§  23a. 
Beispiel  zu  §  23.    (Satz  I— in.) 

Eine  Straßenbrücke  sei  durch  eine  fortlaufende  Reihe  von  Haupt- 
trägem  El,  H^j  H^,  usw.  gebildet,  die  durch  eine  entsprechende 
Reihe  von  Stützen  getragen  werden.  Die  bewegliche  Belastung  bestehe 
nach  Fig.  61a  aus  zwei  Einzellasten  (Straßenwalze)  von  9,0  t  und 
7,0 1;  außerdem  ist  vor  und  hinter  der  Straßenwalze  eine  gleichmäßig 
verteilte  Last  (Menschengedränge)  von  600  leg  pro  Meter  anzunehmen. 

Bei  welcher  Stellung  entsteht  und  wie  groß  ist  der  größte  Druck, 
den  die  Stütze  S  aufzunehmen  hatt 

1.  Bei  einer  derartigen  Aufgabe  sind  Einflußlinien  die  einzig 
richtige  Methode.  Um  nun  die  Einflußlinie  für  den  Stützendruck  8 
zu  finden,  wollen  -wir  vor  allen  Dingen  von  der  Zwischenkonstruktion 
ganz  absehen  und  einfach  annehmen,  daß  die  Lasten  direkt  auf 
den  Hauptträgem  wären.  (Man  zeichne  sich  die  Konstruktion  so 
auf!)  Dann  sieht  man  folgendes:  Ist  eine  direkte  Last  P  auf  dem 
Hauptträger  H^ ,  so  bekommt  die  Stütze  8  überhaupt  keine  Last. 

9* 
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Also  hat  die  EinfLoßliiiie  der  Stützenkraft  8  bei  direkter  Belastung 
rechts  vom  Punkte  B^  aus  die  Ordinaten  I^ull;  die  Einflußlinie 
fällt  hier  mit  der  Nullachse  zusammen.  Dasselbe  gilt,  solange 
sich  die  wandernde  Last  P  auf  dem  Haupttxäger  JT^  oder  noch 
weiter  nach  links  befindet.  Die  Einflußlinie  für  8  bei  direkter 
Belastung  erstreckt  sich  also  nur  zwischen  den  Punkten  D'  und  B\ 
Eine  Belastung  rechte  von  jB'  oder  links  von  2>'  bringt  keinen 
Einfluß  mehr  auf  die  Stütze  8  hervor. 

Nun  möge  die  Last  P  =  1,0  t  auf  den  Hauptträger  ff^  treten. 
Dann  ist  der  Stützendruck  8  gleich  dem  linken  Auflagerdruck,  A , 
dieses  Trägers.  Die  Einflußlinie  für  den  Auflagerdruck  A  des 
Hauptträgers  H^  ergibt  also  gleichzeitig  den  Stützendruck  8,  so- 
lange sich  die  Last  auf  diesem  Hauptträger  befindet.  Wir  zeichnen 
die  Binflußlinie  für  A  in  bekannter  Weise,  indem  wir  unter  dem 
linken  Auflagerpunkt  des  Trägers  die  Strecke  A^C  gleich  1,0 1 
auftragen  und  die  Linie  O'P'  ziehen. 

Zum  Schlüsse  untersuchen  wir  den  Fall,  daß  die  wandernde 
Last  auf  den  Träger  H^  gelangt.  Dann  ist  der  Stützendruck  8 
gleich  dem  rechtsseitigen  Auflagerdruck,  B,  dieses  Trägers.  Die 
Einflußlinie  für  den  Auflägerdruck  B  des  Trägers  H^  zeichnen 
wir  natürlich  in  entsprechender  Weise,  wie  es  für  A  des  Trägers  ff, 
geschah:  Wir  tragen  unter  dem  rechten  Auflagerpunkt  des  Trägers 
eine  Strecke  gleich  1,0  t  auf  (ist  bereite  geschehen,  da  vorhin  schon 
A'C  gleich  1,0  t  gemacht  wurde)  und  verbinden  deren  Bndpunkt 
mit  dem  Punkte  D\  Insgesamt  habep  wir  also  folgendes  Resultat: 

Die  Einfiußlinie  des  Stützendruckes  8  bei  direkter  Belastung 
hat  hnks  von  2>'  xmd  rechte  von  B'  die  Ordinaten  Null;  zwischen 
D'  und  B'  bildet  sie  das  Dreieck  D'C'B%  das  bestimmt  ist  durch 
die  Ordinate  JL'C'=l,Ot. 

2.  Nachdem  wir  so  weit  sind,  berücksichtigen  wir  den  Einfluß 
der  Zwisehenkonstruktlon.  Wir  bestimmen  also  die  unter  den  Be- 
lastungspunkten hegenden  Ordinaten  und  verbinden  deren  End- 
punkte durch  gerade  Linien.  Auf  diese  Weise  enteteht  die  Einfiuß- 
linie für  indirekte  Belastung,  dargestellt  durch  die  gebrochene 
Linie  0' 1' 4' 5' 7' 8\  (Die  Punkte  2,  3  und  6  bringen  keine  Ab- 
änderung der  für  direkte  Belastung  gezeichneten  Einflußlinie  hervor.) 

3.  Nun  kommt  die  Hauptaufgabe:  Aus  der  Form  der  Einfluß- 
linie diejenige  Stellung  zu  ersehen,  bei  der  die  gesuchte  Größe, 
in  unserem  Falle  also  der  Stützendruck  8 ,  den  größten  Wert  an- 
nimmt. (Aufsuchen  der  sogenannten  „gefährlichen  Laststdlnng*^) 
Darin  besteht  nämhch  der  Hauptwert  der  Einflußlinien,  daß  man 
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schreiben:  p  =  0,600  t/m, 

(Auf  diese  Fehlerquellen  ist  sorgfältig  zu  achten!)  Wir  erhalten 
also  den  größten  Druck  der  Stütze  S : 

8=^9,0'  0,88  +  7,0  . 0,75 
+  0,600(i  6,70 .  0,76  +  1 1,10  •  0,13) 
+  0,600(1 3,95  . 0,60  +  i  1,10  •  0,17)  . 

In  der  ersten  Klammer  steht  der  Inhalt  der  linksseitigen  Einfluß- 
flache  (zerlegt  in  die  beiden  Dreiecke  D'E'F'  und  O'DT);  in  der 
zweiten  Klammer  derjenige  der  rechten  Fläche.  Nach  Ausrechnung 
der  obigen  Werte  ergibt  sich: 

8  =  13,17  +  i,?7  +  0,77 
=  15,51  t. 
Hiermit  haben  wir  unsere  Aufgabe  gelöst. 
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Berechnung 
voUwandiger  Systeme. 

(Festigkeitslehre.) 
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Abschnitt  IIL 
Zug-  und  Druckfestigkeit. 

5.  Vortrag: 
Die  grundlegenden  Gesetze  über  Spannungen  und  Dehnungen. 

§24. 

'  Die  Aufgabe  der  Festigkeitslehre. 

Bei  unseren  bisherigen  Betrachtungen  haben  wir  uns  nur  um 
die  Kräfte  gekümmert,  die  von  außen  her  auf  einen  Körper  ein- 
wirken G,Äußere  Kräfte^S  nämlich  Lasten  und  Auflagerkräfte).  Was 
im  Innern  des  Körpers  vorging,  haben  wir  noch  gar  nicht  unter- 
sucht. Diese  Untersuchungen  nun  sind  Gegenstand  der  Festigkeits- 
lehre. Sie  beschäftigt  sich  also  mit  der  Frage:  Welche  Kräfte 
treten  im  Innern  eines  Körpers  auf,  wenn  von  außen  her  eine  ge- 
gebene Kräfjbegruppe  einwirkt?-  Hierzu  wird  nroch  die  —  wie  wir 
sehen  werden,  ebenso  wichtige  —  Frage  hinzukommen:  In  welcher 
Weise  ändert  ein  Körper  seine  Gestalt,  wenn  auf  ihn  eine  Kräfte- 
gruppe einwirkt!  (Berechnung  von  Durchbiegungen  usw.).  Beide 
Fragen  sind  von  der  größten  Wichtigkeit  für  die  Gestaltung  unserer 
Bauwerke  und  werden  uns  von  jetzt  ab  bis  zum  Schlüsse  dieses 
Bandes  ausschließlich  beschäftigen. 

§25. 

Das  Verhalten  eines  auf  Zug  oder  Druck  beanspruchten  Stabes 

im  allgemeinen. 

Wir  beginnen  unsere  Betrachtungen  mit  dem  einfachsten  Falle: 
Bin  Eundstab  von  der  Länge  l  und  dem  Durchmesser  d  sei  durch 
Kräfte  beansprucht,  die  gleichmäßig  auf  den  Stirnflächen  verteilt 
sind  und  die  sämtlich  die  Bichtung  der  Stabachse  haben.  Man 
nennt  eine  derartige  Belastung:  Beanspruchung  auf  „Normalfestig- 
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Bei  diesem  Versuche  zeigt  sich  folgendes: 

Sobald  wir  die  Kräfte  P  auf  den  Stab  einwirken  lassen,  er- 
fährt dieser  eine  G^taltänderung  in  der  Weise,  daß 

1.  die  ursprüngliche  Länge  {  des  Stabes  sich  vergrößert, 

2.  der  ursprüngliche  Durchmesser  d  des  Stabes  sich  verkleinert. 
Wächst  die  Belastung  gleichmäßig,  so  vollziehen  sich  auch 

die  Formänderungen  gleichmäßig.     Zu  jeder  Belastung  P  gehört 


Jh^ 


r 


-^ 


Fig.  62. 


also  eine  bestimmte  Verlängerung  der  Stabachse  l  und  eine  be- 
stimmte Zusammenziehung  des  Durchmessers  d.  Das  Aussehen 
des  Stabes  hat  sich  in  diesem  Teile  des  Versuches  noch  nicht 
geändert. 

Lassen  wir  nun  die  Belastung  weiterhin  gleichmäßig  zunehmen, 
so  zeigt  sich,  daß  von  einer  Stelle  an  die  Verlängerungen  des 
Stabes  schneller  wachsen  als  vorhin.  Allmählich  verändert  der 
Stab  auch  sein  Aussehen,  die  vorhin  glatte  (gedrehte)  Oberfläche 
verliert  Ären  Glanz,  und  wir  kommen  schließlich  in  ein  Stadium, 
in  dem  sich  der  Versuchskörper  ganz  anders  verhält  als  im  ersten 
Teile  des  Versuches.  Wenn  jetzt  die  Belastung  weiter  zunimmt, 
zeigt  der  Stab  eine  ganz  bedeutende  Längenvergrößerung.  Man 
nennt  diesen  Zustand  das  ^^eßen^^  des  Stabes. 

Hat  dann  der  Stab  im  Zustande  des  Fließens  eine  größere 
Längenänderung  erfahren,  so  fangen  die  Ausdehnungen  an,  wieder 
langsamer  zu  wachsen.  Nun  zeigt  sich  aber  eine  auffallende  Ge- 
staltänderung. An  einer  Stelle  —  gewöhnlich  in  der  Nähe  der 
Mitte  —  verliert   der  Stab  seine  zylindrische  Form;   er  erleidet 
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hier  eine  Einschnürung,  deren  Durchmesser  immer  kleiner  wird, 
bis  schließlich  an  dieser  Stelle  der  Bruch  erfolgt  (Fig.  63). 

Fassen  wir  die  Beobachtungen  aus  diesem 
Versuche  zusammen,  so  haben  wir  drei  ver- 
schiedene Zustände  bemerkt: 
^'     '  1.   Der  Stab   erfährt   ziemlich   geringe 

Formänderungen,  indem  er  seine  Länge  vergrößert  und  seinen  Durch- 
messer verkleinert.  Die  Änderungen  wachsen  in  demselben  Maße, 
wie  die  Belastung  zunimmt. 

2.  Die  Formänderungen  des  Stabes  wachsen  viel  schneller 
als'  die  Belastungen.  Selbst  wenn  die  Belastung  nur  um  einen 
geringen  Betrag  vergrößert  wird,  dehnt  sich  der  Stab  weiter  aus  und 
kommt  erst  nach  bedeutender  Längenänderung  zur  Euhe.  Das  Aus- 
sehen  hat  sich  bereits  etwas  geändert.     (Zustand  des  Fließens.) 

3.  Die  Formänderungen  nehmen  weiter  zu,  aber  in  geringerem 
Maße  als  im  Zustande  des  Fließens.  Die  Gestalt  des  Stabes  ändert 
sich  jetzt  wesenthch;  er  erleidet  an  einer  Stelle  eine  Einschnürung, 
die  schließlich  zur  Zerstörung  führt. 


Was  soeben  von  einem  auf  Zug  beanspruchten  Stabe  ausge- 
sagt wurde,  gilt  in  entsprechend  geänderter  Weise  auch  bei  einem 
auf  Druck  beanspruchten  Körper.  Die  Kräfte  haben  jetzt  gerade 
entgegengesetzte  Bichtung  als  bei  Zugbeanspruchung.  Deshalb 
,  tritt  bei  den  Formänderungen  an  Stelle  einer  Verlängerung  eine 
Verkürzung  der  Stabachse,  und  an  Stelle  einer  Einschnürung  (Fig.  63) 
eine  Ausbauchung  (Aufstauchung)  ein.  Die  obigen  drei  Zustände  ge- 
stalten sich  also  bei  einem  auf  Druck  beanspruchten  Stabe  folgender- 
maßen: 

1.  Solange  die  Belastung  klein  ist,  erfährt  der  Stab  auch 
nur  kleine  Formänderungen,  und  zwar  verkürzt  sich  seine  Länge 
und  vergrößert  sich  sein  Durchmesser.  Diese  Formänderungen 
wachsen  in  demselben  Maße,  wie  die  Belastung  zunimmt. 

2.  Überschreitet  die  Belastung  ein  gewisses  Maß,  ^  so  wachsen 
die  Formänderungen  sehr  schnell;  viel  schneller,  als  die  Belastung 
vergrößert  wird.  Selbst  wenn  dann  die  Belastung  nur  um  eine 
Kleinigkeit  vermehrt  wird,  entsteht  sofort  eine  weitere  beträcht- 
hche  Zusammendrückung.  Auch  das  Aussehen  der  Oberfläche  hat 
sich  geändert  (Zustand  des  „Quetschens'O- 

3.  Wird  die  Belastung  noch  weiter  vermehrt,  so  tritt  nament- 
lich eine  starke  Ausbauchung  ein,  woran  sich  dann  die  vollständige 
Zerstörung  anschließt. 
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Natürlich  treten  diese  Formänderungen  nicht  immer  genau 
80  auf,  wie  eben  beschrieben;  namentlich  nicht  bei  sehr  spröden 
Körpern.  Die  obigen  Ausführungen  sollen  ja  auch  nur  das  Ver- 
halten im  allgemeinen  klarlegen.  Bei  Druokbeanspruchung  ist 
femer  vorausgesetzt,  daß  der  Körper  so  bemessen  ist,  daß  nicht 
etwa  ein  ÄusTcnicken  stattfindet. 


§  26. 

Genaueres  über  die  Formänderungen.    Die  Poissonsehe  Konstante. 

L  Bezeichnung  der  efaiielnen Formänderungen  (Yerlängernng X,  Dehnung«; 
Zusammenziehung  d,  Querdehnung  s^. 

1.  Aus  dem  vorigen  Versuche  ist  ersichtlich,  daß  wir  unsere 
Konstruktionen  niemals  so  hoch  beanspruchen  dürfen,  daß  sie  in 
das  zweite  oder  dritte  Stadium  des  betrachteten  Versuchskörpers 
kommen.  Schon  aus  der  Veränderung  des  Aussehens  kann  man 
schließen,  daß  das  Gefüge  des  Stabes  gelitten  hat;  außerdem  würden 
eine  Brücke  oder  ein  Maschinenteil,  die  in  den  Zustand  des  Fließens 
kommen,  sich  derartig  in  der  Form  verändern,  daß  sie  für  dauernde 
Benutzung  unbrauchbar  werden.  Für  die  praktische  Verwendbar- 
keit eines  Materials  ist  vor  allen  Dingen  sein  Verhalten  in  dem 
ersten  Abschnitte  des  vorigen  Versuches  maßgebend.  Wir  wollen 
deshalb  in  diesem  Paragraphen  zunächst  diesen  Abschnitt  der 
Formänderungen  näher  untersuchen. 

Zu  jeder  Belastung  P  ge^hörte  eine  bestimmte  Vergrößerung 
(bzw.  Verkleinerung)  der  ursprünglichen  Stablänge  { .  Wir  wollen 
diese  Längenzunahme  (-abnähme)  mit  X  bezeichnen  und  nennen  sie 
„die  zu  der  Belastung  P  gehörige  Verlängerung,  bzw.  Verkürzung  A". 

Um  aber  nicht  jedesmal  Zug  und  Druck  besonders  unter- 
scheiden zu  müssen,  wollen  wir  im  folgenden  allgemein  nur  von 
einer  „Verlängerung**  X  sprechen,  und  geben  ihr  dafür,  wenn  es 
sich  um  Druck  handelt,  das  negative  Vorzeichen. 

Wir  finden  also  die  Verlängerung  X  eines  Stabes,  indem  wir 
von  der  Länge,  die  er  unter  der  Belastung  P  angenommen  hat, 
die  ursprüngliche  Länge  l  abziehen. 

2.  Da  sich  diese  Längenänderung  X  (annähernd)  gleichmäßig 
auf  die  gesamte  Stablänge  verteilt,  so  entfällt  auf  jedes  Zentimetpr 
derselben  ein  Betrag 

X 

•  ___ 

i ' 
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Diesen  Betrag  nennen  wir  die  „Behnimg^^  (auch  „spezifische  Deh- 
nung^')  des  Stabes  bei  der  Belastung  P,  und  bezeichnen  ihn  mit  e . 

Der  Unterschied  zwischen  Verlängerung  X  und  Dehnung  e  ist 
also  der: 

i,  bezeichnet  die  gesamte  Längenänderung  des  Stabes,  e  da- 
gegen den  Betrag,  der  hiervon  auf  ein  cm  entfällt.  Man  hat 
diesen  Begriff  „Dehnung**  eingeführt,  weil  man  auch  Stäbe  von 
verschiedenen  Längen  miteinander  vergleichen  muß.  In  diesem 
Falle  darf  man  nicht  die  gesamten  Verlängerungen  gegenüber- 
stellen, da  der  längere  Stab  (bei  gleichen  Belastungen)  häufig  eine 
größere  Längenzunahme  erfährt  als  der  kürzere,  selbst  wenn  sein 
Material  weniger  nachgiebig  ist.  Man  muß  hier  vielmehr  die  Deh- 
nungen (also  die  Vergrößerung  pro  Längeneinheit)  miteinander 
vergleichen,  um  den  Unterschied  in  den  Materialien  der  beiden 
Stäbe  kennen  zu  lernen. 

3.  Außerdem  gehörte  zu  jeder  Zuglast  P  eine  bestimmte  Ver- 
kleinerung des  Durchmessers  d.  Wir  bezeichnen  diese  Abnahme 
mit  d  und  nennen  sie  „die  zu  der  Belastung  P  gehörige  Zasammen- 
ziehung  (Kontraktion)  ^". 

4.  Da  sich  diese  Verkleinerung  ebenfaUs  gleichmäßig  auf  die 
d.  cm  des  Durchmessers  verteilt,  so  entfällt  auf  1  cm  eine  Abnahme 

von  -V.     Dieses  Stück,  um  das  sich  also  jedes  Zentimeter  des 
d 

Durchmessers  zusammengezogen  hat,  bezeichnen  wir  mit  e^  und 
nennen  es  „Querdehnung*^  Durch  die  Einfuhrung  dieses  Begriffes 
sind  wir  instand  gesetzt,  auch  Stäbe  von  verschiedener  Dicke  mit- 
einander zu  vergleichen,  (Bei  Druckbelastung  findet  statt  der 
Zusammenziehung  eine  Ausbauchung  statt.) 

il.  Der  Zusammenhang  iwischen  den  Längs«  und  den 
Querformänderungen» 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  daß  wir  eine  Eeihe  von  Stäben 
von  verschiedenem  Material  und  verschiedenen  Abmessungen  in  der 
Weise  belasten,  daß  wir  auf  jeden  eine  beliebige  Last  P  (Zug) 
aufgebracht  haben.  Stab  1  mit  der  Länge  l^  cm  und  dem  Durch- 
messer dl  cm  erfahre  hierbei  eine  Verlängerung  X^  cm  und  eine  Zu- 
sammenziehung dl  cm.  Die  Dehnung  und  die  Querdehnung,  die 
der  Stab  bei  dieser  Belastung  P  erfährt,  können  wir  nun  durch 
Eechnung  bestimmen; 

e,^-      und       e,,  =  -. 
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sonderen  Wert  für  die  Dehnung  e  und  die  Querdehnung  e^j  da 
das  eine  Material  sich  (soirohl  in  der  Länge  als  auch  in  der  Breite) 
im  allgemeinen  doch  anders  ausdehnt  als  das  andere  Material. 
Stellen  wir  aber  bei  jedem  Stabe  die  Dehnung  e  und  die  Quer- 
dehnung £g  nebeneinander,  so  wie  wir  es  bei  1  und  2  getan  haben, 
so  zeigt  sich  folgende  auffaDende  Tatsache: 

Wie  verschieden  die  e  und  e^  bei  den  verschiedenen  Stäben 
auch  ausfallen  werden,  bei  allen  Stäben  ist  die  Querdehnung  e^  ein  he- 
summier  Bruchteil  der  Dehnung  p  •  Es  ergibt  sich  nämlich,  daß  e^ 
st-ets  der  3^l^te  Teil  von  e  ist. 

Man  muß  natürlich  beachten,  daß  derartige  Angaben  nur  so 
lange  gültig  sind,  als  sie  durch  Versuche  gedeckt  sind.  Der 
französische  Physiker  Poisson  hatte  versucht,  das  Verhältnis  von 
£f  zu  e  auf  Grund  der  Molekulartheorie  zu  bestimmen;  seine  An- 
gaben haben  sich  jedoch  nicht  bestätigt.  Wir  schlagen  jetzt  den 
sichereren  Weg  des  Versuches  ein,  indem  wir  bei  verschiedenen 
Stäben  nach  der  obigen  Methode  die  beiden  Dehnungen  ausrechnen 
und  miteinander  vergleichen.  Es  ergibt  sich  hierbei,  daß  dieser 
Bruchteil  allerdings  nicht  immer  unveränderlich  ist.  Es  zeigen 
sich  bei  den  verschiedenen  Materialien  Schwankungen  von  3  bis  4, 
so  daß  die  Zahl  3^8  nur  als  Mittelwert  anzusehen  ist*    Allgemein 

kann  man  schreiben: 

e 

*«  ==  IT  • 
m 

wobei  m  fnit  genügender  Genauigkeit  bei  den  technisch  wichtigen 
Materialien  gleich  S^s  gesetzt  werden  kann.  Man  nennt  diese 
Zahl  m  die  Poissonsche  Konstante.  [Konstante,  weil  sie  bei  allen 
Materialien  (nahezu)  unveränderlich  ist.] 

Wir  haben  die  Beziehung  zwischen  «^  und  e  der  Einfachheit 
wegen  nur  an  einem  auf  Zug  beanspruchten  Stabe  abgeleitet. 
[Natürlich  gilt  sie  aber  in  sinngemäßer  Anwendung  ebenfaUs  bei 
Druckbeanspruchung. 
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Beispiele. 

1,  Bei  einem  zylindrischen  Stäbe  von  1  =  20  cm  Länge  und 
d  ^  2,0  cm  Durchmesser  ergaben  sich  hei  einer  Belastung  P  eine 
Verlängerv/ng  X^ 0,017  cm  und  eine  Zusammenziehung  6^0,00052  cm. 

Wie  groß  waren  Dehnung  und  Querdehnung  t 

Die  zu  der  Belastung  P  gehörige  Terlängerung  X  war  gleich 
0,017  cm.     Sie  verteilt  sich  gleichmäßig  auf  l  =  20,00  cm.     Pro 

Zentimeter  entfällt  somit  die  Dehnung  e  =    ^        =  0,00085 . 

In  derselben  Weise  ergibt  sich  der  Betrag,  um  den  sich  1  cm 
in  der  Querrichtung  zusammengezogen  hat.     Wir  erhalten  Quer- 

dehnung  c, « -^^^^^  =  0,00026 .  r 

Bei  diesem  Material  wäre  das  Verhältnis  von  e  zu  e^ 

0,00085:0,00026  =  3,27; 
js  ist  also 


3,27 


Der  Unterschied  zwischen  3,27  und  dem  als  Normalzahl  an- 
gegebenen'Wert  3^8  ist  so  unbedeutend,  daß  wir  bei  solchen  Auf- 
gaben ruhig  mit  m  =  3V8  rechnen  können. 

2.  Bei  einem  Stabe  von  l  =  50  cm  und  d  =  1,5  cm  wurde  bei 
einer  bestimmten  Belastung  P  eine  Verlängerung  X  =  0,032  cm  ge- 
messen. 

Wie  groß  ergeben  sich  hieraus  Dehnung  e ,  Qv^dehnung  e^  und 
Zusammenziehung  d,  wenn  die  Poissonsche  Konstante  mit  3^j^  an- 
genommen wirdf 

Zunächst  berechnen  wir 

.  =  4  =  ^  =  0.00064. 
l  50 

Nun  ist  fig  der  SVste  Teil  von  e,  also 

--*  -«'^«^-0,000192. 


'       m  31/3 

Die  Znsammenziehnng  d  finden  wir  dann  ans: 

d 


'^^d' 


3  -  c, .  flf  =  0,000192 . 1,5  =  0,00029  cm. 
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Versuch  gefunden,  so  könnte  man  umgekehrt  X  und  die  anderen 
Größen  durch  Eechnung  bestimmen.  Allgemein  kann  man  sagen: 
Ist  bei  einem  solchen  Versuche  eine  Längen-  oder  Queränderung 
durch  Beobachtung  gefunden,  so  können  die  anderen  durch  Eech- 
nung bestimmt  werden.  Man  muß  aber  beachten,  daß  alle  Längen 
in  demselben  Maßstabe  (also  alle  in  Zentimeter  oder  alle  in  Meter  usw.) 
zu  messen  sind. 

§27. 
Die  spezifische  Spannung. 

1.  Bei  den  bisherigen  Untersuchungen  haben  wir  das  Haupt- 
gewicht darauf  gelegt,  die  Formänderungen  festzustellen,  die  der 
Körper  infolge  der  Belastung  P  erfahrt.  In  diesem  Paragraphen 
wollen  wir  nxm  dieKräf  te 


JT 


untersuchen,  die  im  In- 
nern des  Körpers  auf- 
treten, sobald  seine  End- 
flächen durch  äußere 
Kräfte  beansprucht  wer- 
den. Zu  diesem  Zwecke 
denke  ich  mir  in  Fig.  64  Fig  ^ 

an  beliebiger  Stelle  einen 

Schnitt  vertikal  zur  Stabachse  gelegt.  Dieser  Schnitt  zerlegt  den 
Stab  in  die  Teile  I  und  II.  Am  Teil  I  greifen  an  der  linken 
Endfläche  Kräfte  an,  die  zusammen  P  kg  betragen.  Folglich 
müssen  auch  an  der  rechten  Endfläche  Ejräfte  wirken,  deren 
Ersatzkraft  horizontal  und  gleich  P  ist;  mit  anderen  Worten: 
Teil  II  muß  auf  Teil  I  Kräfte  ausüben,  die  zusammen  gleich  P 
sind.  Wie  diese  Kräfte  auf  dem  Querschnitte  verteilt  sind,  geht 
aus  dieser  Bedingung  noch  nicht  hervor.  Wenn  aber  der  Fall  so 
liegt,  wie  in  Fig.  64  angenommen,  daß  also  die  äußeren  Kräfte 
gleichmäßig  auf  der  Endfläche  verteilt  sind,  und  daß  der  Stab 
konstanten  Durchmesser  hat>  ist  es  sehr  wahrscheinlich,  daß  auch 
in  dem  betrachteten  Querschnitte  die  vom  Teile  II  auf  Teil  I 
ausgeübten  Kräfte  gleichmäßig  verteilt  auftreten  werden.     Hat 

also  der  Querschnitt  die  Fläche  F  qcm,  so  entfallen  auf  jeden 

P 
qcm  Kräfte  im  Betrage  von  — . 

Diese  Kräfte,   die  im  Innern   des  Stabes  auftreten,  heißen 
y^Bnere  Kräfte^^  oder  „Spannungen^^     Insbesondere  nennt  man  die 
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Kraft,  die.  im  Innern  pro  qcm  übertragen  wird,  die  j^pezifische 
Spannung^^  und  bezeichnet  sie  mit  a.  In  dem  durch  Fig.  64  dar- 
gestellten Belastungsfalle  können  wir  also  von  dieser  spezifischen 
Spannung  aussagen: 

1.  Sie  steht  senkrecht  zum  Querschnitte. 

p 

2.  Sie  hat  an  jeder  Stelle  des  Querschnittes  die  Größe  a  «  — . 

Ist  der  Körper  auf  Zug  beansprucht,  so  haben  zwei  im  Innern 
^es  Körpers  aufeinanderliegende  Flächen  das  Bestreben,  sich  von- 
einander loszulösen;  ist  er  auf  Druck  beansprucht,  so  werden  diese 
Flächen  aufeinander  gepreßt.  In  der  Eechnung  bringt  man  diesen 
(Gegensatz  iß  der  Beanspruchung  durch  entgegengesetzte  Vorzeichen 

zum  Ausdruck,  und  zwar  bezeichnet  man 
Jp  gewöhnlich  Zugspannungen  mit  positivem 

/•.juif.  .."^  und  Druckspannungen  mit  negativem  Vor- 

jaaailüik  zeichen. 

/     !      \  2.   Man  muß  aber  beachten,  daß  die 

/       !       \  obigen  Aussagen  1  und  2  nicht  mehr  gültig 

/        !         \  sind,  sobald  die  Voraussetzungen  der  Fig,  64 

/  !  \  nicht  erfüllt  sind.     Betrachten  wir  z.  B. 

-f f V--        Fig.  65,  die  einen  auf  Normalfestigkeit  bc- 

/  !  \  anspruchten  Körper   von  veränderlichem 

/  !  \         Querschnitt  darstellt.     Hier  ist  es  wahr- 

m^mmm^^mmmm^.      scheinlich,  daß  die  Spannungen  nicht  mehr 
Fig.  65.  senkrecht   zu    den   Querschnitten   stehen 

werden,  außerdem  werden  die  einzelnen 
Quadratzentimeter  einer  Querschnittsfläche  verschieden  große  Elräf te 
übertragen.  Die  Brsatzkraft  sämtlicher  in  dem  betrachteten  Quer- 
schnitte übertragenen  Kräfte  muß  natürlich  wieder  gleich  P  sein; 
wie  sich  aber  die  einzelnen  Teile  der  Fläche  an  dieser  Kraftüber- 
tragung beteiligen,  ist  nicht  ersichtlich.    Wenn  man  auch  in  solchen 

P 
Fällen  einfach  nach  der  Formel  ^^  =■  -js"  rechnet,  so  weiß  man  zu- 
nächst nur  das  eine,  daß  die  berechneten  Spannungen  und  die  in 
Wirklichkeit  auftretenden  nicht  übereinstimmen  werden. 

Beispiel. 

An  einem  Rundeisenstdbe  von  d  ==  3,ö  cm  Durchmesser  hängt 
eine  Last  von  P  =  6500  Tcg.  Wie  groß  ist  die  Spannung  in  dem 
Stäbe f 
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Ein  senkrecht  zur  Stabachse  gelegter  Querschnitt  hat  den  Inhalt 

-,       A^n        3,0«  jr       ^  ^^ 

JP  —  — r- = -V-  —  7>07  qcm. 

4  ft 

Die  gesamte  zu  übertragende  Last  beträgt 

P  =  6500  kg. 

Folglich  entfällt  auf  ein  qcm  des  Querschnitts  eine  zu  übertragende 
Ejaft  (Spannung) 

,»4=    6500kg_^g20    '^ 


F       7,07  qcm  qcm 

Da  diese  Größe  die  Kraft  pro  qcm  bedeutet,  so  geben  wir  ihr  die 
Benennung  „kg  pro  qcm"  (geschrieben  kg/qcm), 

Zusatz:  Ebenso  wie  wir  soeben  die  Spannung  in  einem  senk- 
recht zur  Stabachse  gelegten  Querschnitt  untersucht  haben,  kann 
man  auch  die  Spannungen  in  Querschnitten  untersuchen,  die  schräg 
zur  Stabachse  liegen.  Da  diese  Spannungen  aber  für  die  Bruch- 
gefahr des  Stabes  weniger  wichtig  sind,  so  braucht  darauf  nicht 
weiter  eingegangen  zu  werden. 


§  28. 

Der  Zusammenhang  zwischen  Dehnung  und  Spannung 
«   (Das  Hookesehe  Gesetz). 

Sobald  die  Belastung  P  eines  Körpers  gegeben  ist,  können 
wir  die  im  Innern  des  Stabes  pro  qcm  übertragene  Kraft  a  be- 
rechnen. Um  aber  die  infolge  dieser  Belastung  auftretende  Oe- 
Staltänderung,  die  Dehnungen,  zu  bestimmen,  waren  wir  bisher 
so  Torgegangen,  daß  wir  uns  zunächst  X  durch  Messung  gefunden 
dachten  und  hieraus  die  e  berechneten.  Es  fragt  sich  nun,  ob  es 
möglich  ist,  die  e  direkt  aus  den  o  zu  bestimmen;  mit  anderen 
Worten:  ob  man  eine  Gleichung  au&tellen  kann,  in  der  a  xmd  e 
vorkommen  und  aus  der  man  also  e  berechnen  kann,  sobald  o 
bekannt  ist. 

Auf  theoretischem  Wege  kann,  man  diesen  Zusammenhang 
natürlich  nicht  herleiten.  Es  ist  wohl  klar,  daß  bei  wachsender 
Spannung  auch  dk  Dehnungen  wachsen;  ob  sie  aber  bei  gleich- 
mäßig zunehmender  Spannung  ebenfalls  gleichmäßig  zunehmen, 
oder  aber,  ob  sie  schneller  oder  langsamer  wachsen  werden  als 
die  Spannungen,  darüber  kann  nur  der  Verseuch  Aufschluß  geben. 

Fischer,  Statik.  10 
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1.   Bei  einem  derartigen  Versuche  würde  man  also  so  vor 
gehen:  Man  belastet  einen  Stab  von  der  Lange  2  und  dem  Quer- 
schnitte F  zunächst  mit  P^  kg,  mißt  die  hierbei  entstehende  Ver- 
längerung Ax  und  berechnet  die 

P  ;i  ^ 

Spannung    a^  =  -^  ;  Dehnung    «i  «=  -7-  . 

.  Dann  verdoppelt  man  die  Belastung  auf  P,  »  2P|,  mißt  die 
zu  dieser  Belastung  gehörige  Verlängerung  i^  (indem  man  von  der 
neuen  Stablänge  die  ursprüngliche  Länge  l  subtrahiert)  und  be- 
rechnet 

P«       2Pi       ^  ^ 

In  derselben  Weise  stellt  man  Spannung  und  Dehnung  neben- 
einander für  den  Fäll,  daß  der  Stab  durch  das  Dreifache»  Vier- 
fache usw.  der  Anfangsspannung  a^  beansprucht  wird. 

Führt  man  nun  einen  solchen  Versuch  z.  B.  mit  einem  Stahl- 
stab aus,  so  ergibt  sich,  daß,  wenn  man  die  Spannungen  auf  das 
Doppelte,  Dreifache,  Vierfache  usw.  der  Anfangsspannung  Oj  er- 
höht, auch  die  Dehnungen  der  Beihe  nach  das  Doppelte,  Drei- 
fache, Vierfache  usw.  der  Anfangsdehnung  e^  werden  (daß  also 
£2  =  2 «1,  €s  =  3£i,  64  =  4 61  usw.).  Mit  anderen  Worten:  hei 
Stahl  toachsen  die  Deltnungen  in  demselben  Maße  toie  die  Spannungen. 
Hat  die  Spannung  den  n- fachen  Betrag  von  o^  erreicht,  so  ist 
auch  die  zugehörige  Dehnung«,»  gleich  dem  n-fachen  der  Dehnung  e^. 

Aus  dieser  besonderen  Eigenschaft  des  Stahles  ergibt  sich  nun 
weiter  sofort  folgendes:  Dividiert  man  bei  der  ersten  Belastungs- 

Stufe  die  Spannung  durch  die  Dehnung,  --^,  so  wird  man  eine  be- 

stimmte  Zahl  erhalten,  die  wir  E  nennen.    Also 

Dieselbe  Zahl  E  erhält  man  aber  auch,  wenn  man  bei  der 
zweiten,  dritten  usw.  Belastungsstufe  die  Spannung  durch  die 
Dehnung  dividiert;  denn  es  ist 

02^2gt^ai^^ 

0*    '    3  a«        01        __ 

-»-  =  — J.  =  ~L  t.  JE?       ^8^^ 
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zahl  E  bestimmt  haben,  können  wir  sie  benutzen,  um  zu  jeder 
anderen  Spannung  o  sofort  die  dazugehörige  Dehnung  e  anzugeben. 
Wir  lösen  einfach  die  obige  Gleichung  nach  e  auf   und  erhalten 

e.E  =»  o 


(I) 


«  = 


JE 


Man  nennt  diese  außerordentlich  wichtige  Beziehung  das 
Elastizitätsgesetz  oder  das  Hookesche  Gesetz,  weil  der  englische 
Physiker  HooTce  (gespr.  Huhk)  als  Erster  im  Jahre  1678  diese>JBe- 
ziehung  zwischen  Spannung  und  Dehnung  aufstellte. 

Mit  Hilfe  dieser  Gleichung  kann  man  nun  zu  jeder  beliebigen 
Belastung  P  die  Dehnung  e  und  Verlängerung  X  angeben,  sobald 
der  Elastizitätsmodul  des  betreffenden  Materials  bekannt  ist.  Ist 
z.  B.  ein  Stab  von  der  Länge  {  und  dem  Querschnitt  F  durch 
P  kg  belastet,  so  finden  wir  zunächst  die  Spannung 

F    ■ 


a  = 


und  die  Dehnung 


F'E 


10* 
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Aus  der  Dehnung  e  ergibt  sich  ferner  sofort  die  Verlängerung  i, 
QämUch: 

c  =  -r-  ;       also       A  =  Z  •  c , 

was  ja  auch  aus  der  Erklärung  von  Verlängerung  und  Dehnung 
sofort  folgt.  Setzen  wir  hierin  den  für  e  gefundenen  Wert  ein, 
so  bekommen  wir 

P 


oder,  in  anderer  Form, 


Diese  wichtige  Gleichung  ermöglicht  also,  zu  jeder  Belastung 
P  die  zugehörige  Verlängerung  X  (und  hiermit  auch  die  sonstigen 
Formänderungen)  zu  berechnen.. 


1  = 

=  ?. 

F- 

¥' 

X  — 

p 

l 

E' 

F 

Dasselbe,  was  wir  soeben  bei  einem  Stahlstab  gesehen  haben, 
gilt  nun  auch  für  viele  andere  Materialien,  z.  B.  Fluß-  und  Schweiß- 
eisen. Wenn  man  für  eines  dieser  Materialien  für  yerschiedene 
Belastungsstufen  P^,  P2,  Pg  usw.  das  Verhältnis  von  Spannung 
zu  Dehnung  untersucht,  so  zeigt  sich  wieder,  daß  die  Verhältnis- 
zahl für  alle  Spannungsstufen  die  gleiche  ist.  Für  die  verschiedenen 
Materialien  ergeben  sich  im  allgemeinen  natürlich  auch  verschiedene 
Verhältniszahlen  E ;  aber  für  ein  und  dasselbe  Material  ist  die 
Verhältniszahl  von  a  zu  6  für  alle  Spannungsstufen  dieselbe.  (Ein- 
schränkungen s.  §  29.)  Hat  man  also  aus  einem  Versuch  diese 
Verhältniszahl  E  bestimmt,  so  kann  man  mittels  Formel  (I)  zu 
irgendeiner  Spannung  o  die  zugehörige  Dehnimg  e,  oder  mittels 
Formel  (II)  zu  einer  Belastung  P  die  zugehörige  Verlängerung  X 
ausrechnen.  Somit  bildet  das  Hookesche  Oesetz  die  Brücke,  die 
von  den  äußeren  Kräften  (Lasten)  zur  Berechnung  d^  Form- 
änderungen hinüberführt. 

Die  Verhältniszahlen  E  für  die  verschiedenen  Materialien  sind 
in  §  33  zusammengestellt.  Bevor  wir  aber  an  die  Einübung  des 
Hookeschen  G^Bsetzes  durch  Beispiele  herangehen,  müssen  wir 
noch  einige  wichtige  Einschränkungen  besprechen. 
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Zu  dem  Hookeschen  Gesetze. ist  noch  zweierlei  zu  bemerken: 

1.  Es  gibt  eine  Anzahl  wichtiger  Stoffe   (Gußeisen,  Kupfer, 

Bronze,  Steine,  Zement,  Leder  u.  a.),  für  die  es  überhaupt  nicht 

gilt.    Wenn  man  bei  einem  derartigen  Material  bei  einer  beliebigen 

Spannung,  z.B.  a^  =  500,  die  zugehörige  Dehnung  e^  durch  Messung 

bestimmt  (aus  e^  =  —j  ,  so  findet  man  natürlich  auch  hier  durch 

Division  von  o^  durch  e^  eine  bestimmte  Zahl  E .  Wenn  man 
dann  aber  mit  Hilfe  dieser  Zahl  E  für  eine  andere  Spannung  o  die 

zugehörige  Dehnung  £  =  -—  ausrechnet   und    diesen  Wert   durch 

Messung  kontrolliert,  so  zeigt  sich  eine  erhebliche  Abweichung 
zwischen  dem  gerechneten  und  dem  beobachteten  Werte  von  e. 
Diese  ist  dadurch  verursacht,  daß  bei  den  angeführten  Materialien 
die  Dehnungen  nicht  mehr  in  demselben  Maße  wachsen  wie  die 
Spannungen;  bei  den  meisten  Stoffen  wachsen  die  e  schneller 
als  die*a,  bei  den  anderen  wieder  nehmen  sie  langsamer  zu.   Der 

Bruch  —  ist  hier  also  für  jede  Spannung  ein  anderer,  so  daß  wir 

für  das  betreffende  Material  überhaupt  keinen  bestimmten  Wert 
E  angeben  können. 

Andrerseits  müssen  wir  aber  eine  Beziehung  zwischen  e  und 
o  haben,  um  zu  jeder  Kraft  P  die  Verlängerung  X  ausrechnen  zu 
können.  Professor  v.  Bach  (Stuttgart)  und  sein  damaliger  Assistent, 
Herr  Schule,  haben  nun  eine  andere  Gleichung  zwischen  Spannung 
und  Dehnung  aufgestellt,  die  „die  gesuchte  Gesetzmäßigkeit  inner- 
Judh  der  für  die  ausführende  Technik  in  Betracht  Icommenden 
SpannungsgeMete  befriedigend  zum  Ausdruck  bringt".  (Vgl.  v.  Bach, 
„Elastizität  und  Festigkeit".)  Diese  Gleichung  lautet  (in  etwas 
anderer  Schreibart  als  in  dem  angeführten  Werke) 

Hierin  sind  m  und  E  Zahlen,  die  für  jedes  Material  durch  Ver- 
suche bestimmt  werden.  Hierbei  ergibt  sich  oft,  daß  für  ein  und 
denselben  Körper  für  Zugbeanspruchungen  andere  Zahlen  m  und 
E  gelten,  als  für  Druckbeanspruchungen. 
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Wean  m  und  E  für  einen  Körper  bekannt  sind,  so  können 
wir  aus  der  Belastung  P  zunächst  a  bestimmen,  hieraus  dann 
nach  der  obigen  Gleichung  e  und  damit  die  Verlängerung  A  =  e  •  2 . 
Man  nennt  das  obige  Gesetz  das  „Potenzgesetz''  (weil  o  als  Potenz 
Torkommt).  Es  ermöglicht  al4>,  zu  einer  Belastung  P  die  zu- 
gehörige Verlängerung  des  Stabes  zu  bestimmen  und  vertritt  dem- 
nach das  Hookesche  Gesetz  bei  den  Materialien,  bei  denen  das 
letztere  nicht  gültig  ist. 

2.  Die  zweite  Bemerkung  bezieht  sich  auf  die  Stoffe,  bei 
denen  das  Hookesche  Gesetz  gültig  ist.  Dieses  sind  namentlich 
Stahl  und  Schmiedeeisen.  Wenn  man  bei  einem  von  diesen  Materia- 
lien für  eine  Spannung  oj  das  Verhältnis  JE?  =  —  bestimmt,  dann 
mitJBUlfe  dieser  Zahl  E  für  beliebige  andere  Spannungen  o  die 
dazugehörigen  Dehnungen  e  « -^^  berechnet  und  diese  gerechneten 

Werte  durch  Messung  am  Versuchsstabe  kontrolliert,  so  zeigt  sich 
eine  recht  gute  Übereinstimmung  der  gerechneten  mit  den  ge- 
messenen Dehnungen.    Wenn  man  aber  mit  der  Spannung  immer 

höher  geht,  bei  Flußeisen  z.  B.  bis  auf  ca.  1800kg/qcm,  und  nun 

•  ^ 

für  diese  hohe  Spannungen  die  zugehörigen  Dehnungen  «  =  -^  aus- 

E 

rechnet  und  dann  durch  Messung  kontrolliert,  so  zeigt  sich  von 
einem  bestimmten  Punkte  aus,  daß  die  gerechneten  Dehnungen 
kleiner  sind  als  die  direkt  abgemessenen.  Mit  anderen  Worten: 
diese  Körper  haben  eine  bestimmte  Grenze,  bis  zu  der  das 
fiookesche  Gesetz  gültig  ist.  Geht  man  mit  der  Spannung 
über  diese  Grenze  hinaus,  so  sind  die  Dehnungen  nicht  mehr 
proportional  den  Spannungen,  sondern  wachsen  schneller  als 
diese.  Diese  Grenze  heißt  die  „Proportionalitätsgrenze^^  {Praportions- 
grenze). 

Sobald  diese  Körper  über  die  Proportionalitätsgrenze  be- 
ansprucht werden,  verhalten  sie  sich  also  ähnlich  wie  die  unter 
1.  genannten  Stoffe.  Das  Verhältnis  von  o :  £  ist  nicht  mehr  un- 
veränderlich, sondern  ist  von  der  jedesmaligen  Spannung  o  ab- 
hängig. Man  könnte  wohl  durch  Versuche  für  diese  Körper  eine 
Beziehung  zwischen  e  und  o  bekommen,  um  e  auch  noch  für 
Spannungen  zu  berechnen,  die  über  der  ProportionaUtätsgrenze 
liegen.  Dieses  hätte  jedoch  wenig  praktischen  Zweck,  da  wir 
mit  solchen  hohen  Spannungen  aus  anderen  Gründen  nicht  arbeiten 
dürfen. 
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Man  kann  übrigens  den  Zusammenhang  der  nnter  1.  tind  2. 
genannten  Körx>er  aucli  noch  anders  ansdrücken,  indem  man  sagt: 
die  unter  2.  aufgeführten  Stoffe  haben  eine  Proportionalitätsgrenze 
bei  1600,  1800,  2000  usw.,  je  nach  dem  Material;  die  unter  1.  ge- 
nannten Körper  haben  dagegei^  eine  Proportionalitätsgrenze  in 
der  S'ähe  von  !Null.  Es  gibt  nämlich  Untersuchungen  in  der 
theoretischen  Physik  (z.  B.  Bestimmung  der  Oeschwindigkeit,  mit 
der  der  Schall  von  festen  Körpern  fortgeleitet  wird),  bei  denen 
die  elastischen  Schwingungen  eine  große  EoUe  spielen.  Hier  haben 
die  Physiker  auch  bei  Steinen  einfach  das  Hookesche  Gesetz  an- 
genommen und  dabei  eine  recht  gute  Übereinstimmung  zwischen, 
Rechnung  und  Experiment  gefunden.  Hierdurch  ist  dann  direkt 
bewiesen,  daß  bei  den  kleinen  Spannungen,  die  bei  diesen  Vor- 
gängen im  Steinkörper  auftreten,  die  Dehnungen  proportional  sind 
den  Spannungen.  Man  kann  also  auch  bei  diesen  Materialien  von 
einer  Proportionalitätsgrenze  reden,  nur  daß  diese  sehr  nahe  an 
Null  liegt 

§30. 
Beispiele  zu  §  28  und  §  29. 

Einleitung*  Bevor  wir  an  die  Berechnung  von  Zahlenbeispielen 
gehen,  wollen  wir  uns  noch  über  die  Maßstäbe,  in  denen  wir  die 
einzelnen  bisher  vorgekommenen  Größen  messen  werden,  einigen. 

Zunächst  die  Verlä/ngerung  X.  Sie  ist  die  Zunahme,  die  die 
Länge  eines  Stabes  erfahren  hat.  Sie  selbst  ist  also  ebenfalls 
eine  Länge  und  muß  im  Längenmaßstab  gemessen  werden.  Wir 
geben  ihr  deshalb  die  Bezeichnung  „cm^'.  (Ebenso  gut  z«  B. 
auch  „m^^;  bequemer  rechnet  es  sich  aber  mit  cm.) 

Die  Dehnung  e  ist  entstanden  aus  dem  Bruche  X:l.  Haben 
wir  nun  zwei  Längen,  z.  B.  6  cm  und  2  cm,  so  ist  das  Verhältnis  der 
beiden  gleich  6:2  =  3.  Die  Zahl  3  hat  keinen  besonderen  Maß- 
stab (sie  ist  weder  in  cm  noch  in  irgendeinem  anderen  Maßstabe 
zu  messen);  sondern  sie  ist  eine  „unbenannte''  („absolute")  Zahl. 
Also  tritt  auch  die  Dehnung  e  als  eine  unbenannte  Zahl  aul  - 

Die  Last  P  messen  wir  meistens  in  kg  (bisweilen  auch  in  t). 

Die  Spannung  a  ist  entstanden  durch  Division  der  Last  P 
durch  die  Fläche  J^ ;  also  aus  kg :  qcm.  Sie  erhält  also  den  Maß- 
stab kg :  qcm,  wofür  man  meistens  schreibt  kg/qcm  oder  kg/cm'. 

Der  ElagtizUätsmodtd E  ist  entstanden  aus  Spannung :  Dehnung;, 
also  aus  Division  von  kg/qcm  durch  eine  unbenannte  ZahL  Wenn 
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man  nun  "z.  B.  6  cm  durch  die  unbenannte  Zahl  3  dividiert,  so 
bekommt  man  das  Eesultat  2  cm;  also  hat  das  Eesultat  denselben 
Maßstab  wie  die  ursprüngliche  Zahl.  Wenn  man  demnach  kg/qcm 
durch  die  unbenannte  Zahl  e  dividiert,  so  hat  das  Resultat  die 
Bezeichnung  kg/qcm.  Den  Elastizitätsmodul  E  messen  wir  also 
in  kg/qcm. 

Über  diese  Bezeichnungen  oder  ,,Dimensionen'',  die  man  in 
der  Physik  den  einzelnen  Größen  zulegen  muß,  ist  ja  schon  sehr 
viel,  und  zwar  meistens  sehr  viel  Ujiklares,  zusammengeschriebei. 
worden.  Man  darf  nicht  vergessen,  daß  diese  Bezeichnungen  nur 
verhüten  sollen,  daß  nicht  in  derselben  Rechnung  dieselbe  Größe 
einmal  z.  B.  in  kg  und  das  andere  Mal  in  t  vorkommt.  Ist  E 
aus  einem  Versuche  gefunden,  bei  dem  die  Lasten  P  in  kg  und 
die  Verlängerung  A  in  cm  gemessen  wurden,  so  geben  wir  E  die 
Bezeichnung  kg/qcm.  Wollen  wir  jetzt  eine  Rechnung  durch- 
führen, bei  der  alles  in  t  und  m  ausgedrückt  ist,  so  dürften  wir 
eigentlich  das  vorher  gefundene^  hierzu  gar  nicht  benutzen,  sondern 
müßten  es  aus  einem  Versuche  bestimmen,  der  ebenfalls  in  t 
und  m  ausgeführt  wurde.  Statt  dessen  sagen  wir:  Ergab  sich  E 
bei  dem  ersten  Versuche  z.  B*  gleich  2200000,  so  müssen  diese 
die  Bezeichnung  kg/qcm  bekommen.     E^un  sind 

2200000^  =  2200000  - ,  }J}?^  ^     =  2200000  •  10—  =  22000000—  . 
qom  1/10000  qm  qm  qm 

Diese  Zahl  für  E  hätte  sich  also  ergeben,  wenn  E  aus  einem  Ver- 
suche bestimmt  wäre,  in  dem  die  A  in  m  und  die  P  in  t  gemessen 
wären.  Jetzt  können  wir  m  ein^r  Eechnung,  in  der  alle  übrigen 
Größen  in  t  und  in  m  ausgedrückt  sind,  diese  Zahl  22000000  als 
das  Verhältnis  von  Spannung  und  Dehnung  einführen.  Die  Eesultate 
erscheinen  dann  natürlich  ebenfalls  in  t  und  in  m* 


Erste  Aulgabe. 


An  dem  in  Fig.  66  gezeichneten  Flußeisenstdbe  wurde  bei  einer 
Belastung  P  =  19200  hg  eine  Verlängerung  l  gleich  0,0112  cm  ge- 
messen. Wie  groß  ist  der  Elastizitatsmpdul  des  Materials,  ur^  welche 
Formänderungen  wird  dieser  8tdb  infolge  einer  Last  von  30000  hg 
ausführen  f 

a)  Zunächst  bestimmen  wir  die  Spannung  o  in  dem  Stabe. 
Lege  ich  an  beliebiger  Stelle  einen  Querschnitt  (x ,  dessen  Flächen- 

"^^*  P  =  6.Ä  =  4,0. 6,0-24,0  qcm 
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ist,  so  .entfällt  auf  jeden  Qaadratzentimeter  des  Querschnitts  eine 
Eiaft 

P       19200  kg       onn  v  / 

Dann  berechnen  wir  die  Dehnung  e,  die  bei  dem  Versuche 
auftrat.     Es  ist 

Aus  a  und  e  bestimmen  wir  schließlich  das  Verhältnis,  in  dem 
bei  diesem  Stabe  die  Spannung  zur  Dehnung  steht.  Dieses  Ver- 
hältnis J?  ist: 

b)  Jetzt,  da  wir  E  gefunden  haben,  können  wir  auch  für 
jede  andere  Belastung  die  Formänderungen  berechnen,  da  ja  Fluß- 


l'SOcTfv ; ^  Sch/tUtCC-a 

Fig.  66. 

eisen  zu  den  Materialien  gehört,  die  dem  Hookeschen  Gesetze  ge- 
horchen. Vorausgesetzt  ist,  daß  die  Spannung  infolge  der  neuen 
Belastung  unterhalb  der  Proportionalitätsgrenze  ist.  Wir'  be- 
stimmen also  für  die  neue  Belastung 

P'=- 30000  kg 
zunächst  die  Spannung 

30000  kg        ._^.  ^  , 

o  =  -jrj-^r ^  =«  1250  kg/qcm. 

24,0  qcm  ^'^ 

Sie  liegt  unterhalb  der  Proportionalitätsgrenze.  Also  dürfen  wir 
die  Formeln  (I)  und  (II)  (§  28)  verwenden.    Wir  finden 


bzw. 


die  Dehnung  .  =  J  =  ^^^  =  0.000584  ; 


,.    ^   ,  ._:.P-Z  _  30000  kg  »30  cm 900000 kg  >om 

die  Verlängerung  ^  —  ^ .  ^  -  2140000  kg/qcm  •  24,0  qcm  ""    51360000  kg 

=  0,0175  cm. 

(NatürUch  ist  auch  A  =  e .  I  «=  0,000584  •  30  cm  =  0,0175  cm.)  Man 
beachte  bei  diesem  Beispiel,  daß  man  die  BenennuDgen  kg,  cm, 
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Stahl  gleich  2200000  kg/qcm.) 
Die  Verlängerung  X  ist  gleich 


Hieraus 


X 

"  EF  ' 

p 

,     Ei!' 

0  11    2200000. 

12,57 

-"'^*              250 

-=  15500  kg. 

Dritte  Autgabe. 

Bei  der  in  Fig.  67a  dargestellten  Brücke  von  6  "X  4,00  =  24,(Kf  m 
Spannweite  werden  die  Unter gurUtabe  hei  Belastung  der  Brücke  auf 
Zug  hea/nsprucht.  Die  Spannung  im  Stabe  1  sei  o  =  750  hg /gern; 
im  Stäbe  2  sei  o  =  800  Jcg/gcm,  und  im  Stabe  3  sei  a  '^  850  Tcgjqcm. 
Infolge  dieser  Zugspannungen  dehnen  sich  die  Untergurtstähe  aus^ 
so  daß  das  bewegliche  Lager  evne  Verschiebung  nach  rechts  erfährt. 

Wie  groß  ist  diese  Verschiebung?     (j&==  2150000  kg/qcm.) 
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nicht  nur  horizontal,  sondern  auch  vertikal,  so  daß  der  Stab  Ä  0 
die  Lage  AO'  (Fig.  67  b)  annimmt.  Hierin  ist  ÄC  die  Länge, 
die  der  Stab  infolge  der  Ausdehnung  erhalten  hat.  Zieht  man 
noch  die  Vertikale  (7'C,  so  stellt  (7C  die  Verschiebung  des 
Punktes  C  in  horizontaler  Eichtung  und  CG'  die  Verschiebung 
in  vertikaler  Bichtung  dar.  Letztere  ist  aber  immer  sehr  gering, 
so  daß  wir  in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  A  CG'  die  Kathete  A  C 


Fig.  67. 

gleich  der  Hypotenuse  setzen  können.     (Wäre  CO'— 0,1  cm,  so. 
wäre    bei   Ausrechnung   nach    dem   Pytiiagoras    der   Unterschied 
zwischen   AG''  uhd  AG'  ungefähr  0,00001  cm.)     Wir   erhalten 
somit  di6  Horizontalverschiebung  des  Punktes  C  gleich 

^(7''-AO  =  ^O'~^(7  =  (400  +  >li)-400  =  V. 

Punkt  D  wird  nun  zunächst  um  dasselbe  Stück  X^  nach  rechts 
verschoben,  da  er  mit  G  fest  verbunden  ist;  außerdem  erleidet  er 
noch  infolge  der  Ausdehnung  des  Stabes  2 ,  ^ ,  eine  Verschiebung 
horizontal  nach  rechts  und  vertikal  nach  unten.  Letztere  können 
wir  wieder  vernachlässigen,  so  daß  nur  die  Verschiebung  i^  zu 
der  Verschiebung  i^  hinzukommt.  Der  gesamte  Weg  von  Punkt  D 
im  horizontalen  Sinne  ist  also  gleich  X^  +  X^. 

In  entsprechender  Weise  ergeben  sich  die  Verschiebungen  der 
anderen  Punkte  als  die  Summe  aus  den  Verlängerungen  der  Stäbe, 
die  zwischen  dem  betreffenden  Punkte  und  dem  festen  Lager  A 
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liegen,  und  wir  erhalten  somit  die  Verschiebung  des  beweglichen 
Lagers: 

<J  =  ii  +  ^  +  A,  +  4+^  +  ^ 

(750  +  800  4-  850  +  850  +  800  +  750)  >  400 
""  2150000 

=  0,89  cm,  , 

Zu  diesem  Werte  muß  man  nun  noch  die  Verschiebung  in- 
folge Temperaturänderung  addieren.  Der  Ausdehnungskoeffizient 
für  Temperaturen  ist  beim  Bisen  Vssooo-  Dieses  bedeutet:  Er- 
wärmt sich  ein  Eisenstab  um  1°  C,  so  dehnt  er  sich  um  Vsöooo 
seiner  Länge  aus,  Eechnen  wir  bei  dieser  Brücke  mit  einer  Tem- 
peraturerhöhung von  35®  gegenüber  der  Montagetemperatur,  so 
wäre  also  diese  Ausdehnung 

.         2400-35       ^^^ 
^^=--85000 ^°'^^^°^- 

Die  gesamte  Verschiebung  am  beweglichen  Lager  ergibt  sich  dar- 
nach zu  0,89  +  0,99  =  1,88  cm. 

Man  muß  aber  beachten,  daß  diese  Ableitung  nur  zulässig 
ist)  wenn  der  Untergurt  horizontal  ist;  bei  einer  schrägen  Lage 
des  Stabes  A  0  hätte  sich  die  horizontale  Verschiebung  des  Punk- 
tes 0  nicht  einfach  gleich  Xi  ergeben,  sondern  wäre  außerdem  noch 
abhängig  von  dem  Neigungswinkel  des  Stabes. 

Vierte  Autgabe, 

Ein  Deckenträger  von  I  N.  P.  t?Ö,  der  eine  Länge  von  l  =  400  cm 
Äa*,  wird  um  t  =  100^  erhitzt.  Welche  Drticlclcraft  entsteht  in  dem 
Stabe  j  wenn  infolge  fester  Auflagerurig  seine  Wärmeausdehnung  ge- 
hindert istf    (JS  ==  2 150000  kg/qcm.) 

Wäre  der  Stab  so  gelagert,  daß  er  sich  frei  ausdehnen  kann, 

80   würde   er  infolge  dieser  Temperaturerhöhung  von  100^  sich 

yejiängern  um 

100-400      ^- 

-söoöo-"-^'^""*- 

Die  Druckkraft,  die  von  den  Auflagern  auf  den  Stab  ausgeübt 
wird,  muß  nun  so  groß  sein,  daß  sie  den  Stab  gerade  um  0,5  cm 
verkürzen  würde.  In  diesem  Falle  heben  sich  die  Wirkungen  der 
Druckkraft  und  der  Temperaturänderung  auf  und  der  Stab  be- 
hält seine  ursprüngliche  Länge.  Nun  berechnen  wir  die  zu  der 
Verkürzung  X  gehörige  Druckkraft  P  wie  in  Beispiel  2  aus 
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^  ~"  EF  * 


0,5 


l 
2150000-69,0 


400 

=  185  400  kg. 

P 
Wenn  man  hierzu  die  Spannung  a  =  -^  ausrechnet,  so  sieht  man, 

daß  •  diese  bereits  weit  über  der  Proportionalitätsgrenze  liegt.  Die 
obige  Eechnung  kann  also  nur  als  Annäherung  betrachtet  werden, 
da  jenseits  der  Proportionalitätsgrenze  eine  genaue  Berechnung^ 
der  P  aus  den  X  nicht  mehr  möglich  ist.  Sie  zeigt  aber,  welche 
großen  Kräfte  bei  einem  Brande  (bei  dem  Temperaturerhöhungen 
bis  über  800°  vorkommen)  auftreten,  sobald  die  Eisenkonstruktionen 
in  ihrer  Ausdehnung  gehindert  sind. 


§31. 
Die  Dehnungskurve. 

I.  Graphisehe  DarstelluHg  des  Hookeschen  Oesetzes« 

Derartige  Untersuchungen,  wie  die  Beziehung  zwischen  Span- 
nung und  Dehnung,  werden  immer  am  klarsten,  wenn  man  sie 
zeichnerisch  darstellt.  Wir  wollen  also  den  zu  Anfang  des  §  28 
ausgeführt  gedachten  Versuch  noch  einmal  durchnehmen,  dabei 
aber. die  Ergebnisse  sofort  graphisch  auftragen. 

!•  Wir  beginnen  damit,  daß  wir  den  Stab  zunächst  mit  P^  kg 

belasten,  die  Verlängerung  i^  messen  und  hieraus  durch  Bechnung 

P  >li 

die  Spannung  Gj  =  -^  und  die  Dehnung  «i  =*  -y-  bestimmen.    U un 

tragen  wir  in  Fig.  68  die  Spannung  o^  und  die  Dehnung  e^  als 
Strefbken  auf,  errichten  auf  deren  Endpunkten  Lote  und  finden 
Punkt  i. 

Dann  verdoppeln  wir  die  Belastung,  messen  die  Verlängerung 
Ag ,  tragen  o^  =  2oi  und  £2  ^^  ^^f^  bestimmen  Punkt  2 . 

In  derselben  Weise  finden  wir  die  Punkte  5,  4  usw.,  indem 
wir  die  Spannungen  auf  das  Dreifache,  Vierfache  usw.  anwachsen 

lassen  und  die  zugehörigen  Dehnungen  aus  a  »  -r-  bestimmen.    Oe- 
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Fig.  68. 

zwischen  Spannung  und  Dehnung  herrschte.  Über  P  (d.  h.  a^) 
hinaus  ist  die  Dehnung  nicht  mehr  proportional  der  Spannung, 
sondern  sie  wächst  schneller  als  diese. .  Der  Punkt  P  bedetOet  also 
fMck  §  29,  2  die  PtoporHonalUätsgrenze  des  Materials. 

2.  Vergrößern  wir  nun  die  Spannungen  über  P  hinaus  noch 
weiter,  so  wachsen  die  Dehnungen  also  immer  schneller,  bis  wir 
schließlich  zu  einem  zweiten  Punkte,  P,  kommen,  von  dem  aus  das 
„Fließen'^  des  Stabes  beginnt  (vgl.  §  25).  Diesen  Punkt  nennen  wir 
die  ,,Fliefigrenze^S  ^^Streckgrenze^^  oder  (bei  Druck)  „Quetschgrenze^^ 

8.  Von  der  Fließgrenze  aus  wachsen  also  die  Dehnungen  noch 
viel  schneller,  als  vorhin  auf  der  Strecke  PF.  Selbst  wenn  die 
Spannung  nur  um  einen  ganz  geringen  Betrag  zunimmt,  wächst 
die  Dehnung  sehr  bedeutend.  Schließlich  tritt  dann  die  Zer- 
störung ein. 
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Gesetz;  von  P  bis  JP  wachsen  die  Dehnungen  zwar  nicht  mehr 
proportional  den  Spannungen,  doch  halten  sie  sich  immerhin  in 
geringen  Grenzen;  von  F  ab  wachsen  die  Dehnungen  ganz  unver- 
hältnismäßig viel  schneller  als  die  Spannungen« 

n,  Graphlsehe  Darstellung  des  Potensgesetses. 

Um  nun  noch  ein  Material  kennen  zu  lernen,  das  nicht  dem 
Hookeschen  Gesetze  gehorcht,  denken  wir  uns  denselben  Versuch 
mit  einem  Gußeisenkörper  ange- 
stellt. Wir  tragen  wieder  die  zu- 
gehörigen a  und  e  auf,  Fig.  69. 
Jetzt  erhalten  wir  aber  für  die 
Punkte  Ij  2y  3  usw.  keine  gerade 
Linie,  sondern  die  obenerwähnte 
Krümmung  fängt  bereits  bei  Punkt  ö 
an.  Wenn  wir  hier  die  Verhältnisse 

— ,  —  usw.  bilden,  so   zeigt  die 

Figur  deutlich,  daß  jeder  Spannung  o 


ein  besonderer  Wert  —  entspricht. 


Fig.  69. 


Wie  nun  in  §  29  gezeigt,  kann  man  bei  diesen  Rörpern  die 
Dehnung  6  berechnen  aus: 


€  = 


's 


Für  Gußeisen  z.B.  ist  w  =  1,08  und  ^  =  1200000;  doch 
ändern  sich  diese  Zahlen  erheblich  je  nach  der  Beschaffenheit  des 
Materials  und  sollen  hier  nur  als  Beispiel  herausgegriffen  werden. 
Will  man  nun  z.  !ß.  für  o  «=  200  die  Dehnung  berechneii,  so  .hat 
man  (mittels  logarithmischer  Ausrechnung) 
200^>c.  306       _ 

^      1200000  ~  1200000       ^'^^^^• 

Wenn  man  in  derselben  Weise  für  alle  Spannungen  die  Deh- 
nungen berechnet  und  mit  den  Werten  vergleicht,  die  der  Versuch 
ergibt,  so  zeigt  sich  in  der  Tat  eine  recht  gute  Übereinstimmang. 
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Professor  v.  Bach  gibt  in  seinen  Werken  (v.  Bach:  „Elastizität 
nnd  Festigkeit'';  v,  Bach:  ^^Die  Maschinenelemente'')  die  Formel 
für  €  in  der  Form  ^ 

Die  Zahl  a  wird  als  ,^ehniingsJeoeffizien^^   bezeichnet;  sie 

entspricht  dem  Werte  -=^ .     (Bei  dem  vorliegenden  QuBeisenstabe 

1       \ 
wäre  oc  =  Y9C\()C)()C\}  '    ^^^^^  ™^^  a  —  1 ,  so  wird  «  =  ä  •!"•=-  a.; 

d.  h.  der  Koeffizient  x  gibt  die  Dehnnng  an,  die  bei  der  Span- 
nung 1  entsteht.  Da  x  aber  immer  als  kleiner  Bruch  auftritk 
so  ist  es  schließlich  bequemer,  die  Gleichung  für  e  in  der  Form 
zu  schreibet!,  wie  wir  es  getan  haben,  und  wie  sie  in  fast  sämt- 
lichen Büchern  gebräuchlich  ist.  Die  Bedenken,  die  Herr  y.  Bach 
gegen  diese  Schreibart  anführt,  stützen  sich  auf  eine  inkorrekte 
Herleitung  des  Begriffes  „Elastizitätsmodul";  sie  treffen  nicht 
mehr  zu,  wenn  man  JE  als  das  Verhältnis  von  o:e  betrachtet,  wie 
in  §  28  geschehen  ist. 

§31a. 
Zusammenfassung  zum  6.  Vortrag. 

In  diesem  Vortrage  haben  wir  die  einfachste  Beanspruchungs- 
art, nämlich  die  Normalfestigkeit,  untersucht.     Und  zwar  sind 
folgende  Fragen  behandelt: 
L  Die  Gestaltänderung  eines  gezogenen,    bzw.    gedrückten 

Stabes  (§  25,  26). 
n.  Die  Spannung  im  Innern  des  Stabes  (§  27). 
TTT,  Der  Zusammenhang    zwischen   Gestaltänderung  und 
Spannung   (ausgedrückt    durch    das    Hookesche   oder   das 
Potenzgesetz;  §28—31). 


6.  Vortrag: 
Praktische  Anwendungen  der  Lehre  von  der  NormaUesügkeit. 

§32. 

Die  zulässigen  Spannungen. 

Wir  wollen  jetzt  die  für  die  Praxis  wichtigste  Frage  behan- 
deln: Welche  Abmessungen  müssen  wir  einem  Stabe  geben,  damit 
^  er  mit  Sicherheit  die  an  ihm  angreifenden  Lasten  tragen  kamnt 


Digitized  by 


Google 


Der  naheliegendste  Weg  zur  Lösung  dieser  Aufgabe  Ist  der, 
daß  wir  von  dem  betreffenden  Material  durch  Versuche  feststellen, 
bei  welcher  Sjmnnung  der  Bruch  eintritt.  Bezeichnen  wir  dann 
diese  Spannung  mit  Oß  j  so  können  wir  festsetzen:  die  Konstruktion 
ist  so  auszuführen,  daß  die  Spannung  infolge  der  Last  P  nicht 
größer  ist  iEtls  ein  Bruchteil  von  Oß.  Diese  Grenze,  die  die 
Spannungen  im  Körper  mcht  überschreiten  dürfen,  nennen  wir 
die  „zulässige  Spannung  k^*.  Sie  darf  immer  nur  einen  gewissen  Teil 
von  Oß  betragen,  da  wir  auch  für  den  Fall  Sicherheit  haben  müssen, 
daß  die  betreffende  Konstruktion  überlastet  wird,  daß  sich  Fehler 
im  Itfaterial  vorfinden  usw.  Ist  das  Material  gegen  Zug  und  Druck 
verschieden  widerstandsfähig,  so  muß  die  Bruchspannung  für  beide 
Belastungsarten  bestimmt  werden  und  hieraus  die  zulässige  Span- 
nung für  Druck  und  für  Zug  gesondert  ermittelt  werden. 

Wenn  wir  nach  dieser  Methode  die  Grundlagen  für  die  Dimen- 
sionierang  schaffen,  so  müssen  wir  aber  auf  alle  Fälle  beachten, 
daß  die  Bruchspannung  unter  denselben  Umständen  zu  bestimmen 
ist,  unter  denen  das  Material  nachher  als  Konstruktionsteil  ver- 
wendet wird.  Es  ist  ja  eine  bekannte  Tatsache,  daß  z.  B.  ein 
auf  Biegung  beanspruchter  Stab,  der  hin  und  her  gebogen  wird, 
schon  bei  einer  viel  geringeren  Kraftanstrengung  bricht,  als  ein 
Körper,  der  nur  nach  einer  Seite  abgebogen  wird.  Ähnliche  Ver- 
hältnisse liegen  bei  Zug  und  Druck  vor.  Ein  Stab,  z.  B.  die  Kolben- 
stange einer  Dampfmaschine,  der  abwechselnd  gezogen  und  ge- 
drückt wird,  erweist  sich  als  viel  weniger  widerstandsfähig  als  ein 
anderer  Körper,  z.  B.  ein  Tragseil,  das  gleichmäßig  durch  eine 
ruhende  Last  beansprucht  wird. 

Die  gehauen  Untersuchungen  darüber  verdanken  wir  in  erster 
Linie  Wöhler.    Er  stellte  die  Versuche  in  der  Weise   an,  daß  er 

I.  einen  Stab  durch  eine  allmählich  von  Null  anwachsende 
Last  P/  zum  Zerreißen  brachte.  Die  größte  Spannung,  die  hier- 
bei im  Stabe  auftrat,  wollen  wir  oj  nennen  (sog.  „Tragfestigkeit"); 

n.  einen  Stab  belastete,  dann  entlastete,  hierauf  wieder  die 

Last  aufbrachte,  dann  wieder  entlastete  usf.  und  hierbei  die  Kraft 

P//  feststellte,  die  gerade  ausreichte,  um  den  Stab  zum  Zerreißen 

p 
zu  bringen.     Die  zu  Pjj  gehörige  Spannung  a/j  =  -^ist  die  sog. 

„Ursprungsfestigkeit"  (weil  der  Stab  hierbei  abwechselnd  in  seinem 
ursprünglichen,  spannungslosen  Zustande  und  im  belasteten  Zu- 
stande ist).  Hierbei  ist  also  die  Spannung  im  Stabe  zuerst  0 , 
dann  a//,  dann  wieder  0,  dann.a//  usf. 

Fischer,  Statik.  11 
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in.  einen  Stab  durch  eine  Kraft  auf  Zug  belastete,  dann  mit 

derselben  Kraft  auf  Druck  beanspruchte,  dann  die  Blraft  wieder 

als   Zugkraft    wirken    ließ    usf.   und  hierbei    feststellte,    welche 

Kraft  Pill  bei  dieser   Belastungsweise  erforderlich  ist,   um    den 

Bruch  des  Körpers  herbeizuführen.    Die  zu  dieser  Kraft  gehörige 

p 

Spannung  om  «=  ■—-  wollen  wir  „Schwingungsfestigkeit"  nennen. 
Je 

Bei  dieser  Belastung  ist  die  Stabspannung  zuerst  +ojuj  dann 
~-^iiij  dann  +a//j  usf. 

Bei  diesen  Versuchen   zeigten  sich  nun  folgende  Besultate: 

Ist  bei  der  unter  I  genannten  Belastungsart  eine  Kraft  Pj 
von  z.  B.  12000  kg  erforderlich,  um  den  Versuchsstab  zu  zer- 
reißen, so  genügt  bei  der  Belastungsart  II  bereits  eine  Kraft  von 
8000  kg  und  bei  der  Belastungsart  III  sogar  schon  eine  Kjraft 
von  4000  kg ,  um  den  Bruch  herbeizuführen.  Die  Briichspannungen 
(auch  Bruchfestigkeiten  genannt)  verhalten  sich  diso  bei  diesen  drei 
Belastungsarten  wie  3:2:1 . 

Diese  Versuche,  die  später  von  Bauschinger,  Weyrauch, 
V.  Bach  u.  a.  fortgesetzt  und  ergänzt  wurden,  sind  von  der 
größten  Wichtigkeit  für  die  Praxis.  Man  weiß  jetzt,  daß  m&n 
bei  der  Festsetzung  der  zulässigen  Spannung  vor  allen  Dingen 
die  Belastungsart  des  betreffenden  Konstruktionsteiles  zu  berück- 
sichtigen hat.  In  den  Tabellen  über  Zug-  und  Druckfestigkeit 
ist  oft  nur  die  Bruchspannung  für  die  I.  Belastungsart  angegeben, 
da  diese  am  einfachsten  durch  den  Versuch  zu  bestimmen  ist. 
Soll  nun  das  Material  für  eine  Konstruktion  verwendet  werden, 
die  abwechselnd  Zug  und  Druck  aufzunehipen  hat,  so  weiß  man 
jetzt,  daß  es  bei  dieser  Belastung  nur  den  dritten  Teil  der  an- 
gegebenen Fe3tigkeit  besitzt.  Hiervon  nimmt  man  dann  einen 
bestimmten  Bruchteil  als  zulässige  Spannung. 

Wenn  bei  größeren  Bauwerken,  z.  B.  Brücken,  eihzelne  Teile 
nur  auf  Zug  oder  Druck,  andere  dagegen  abwechselnd  auf  Zug 
und  Druck  (je  nach  der  Laststellung)  beansprucht  werden,  wird 
man  für  die  ersteren  höhere  Beanspruchungen  zulassen  als  für  die 
zweiten.  !N'ach  diesem  Gesichtspunkte  ist  die  Launhardt-Weyrauch- 
sche  Formel 

aufgestellt.  In  dieser  bedeutet  Oq  eine  gewisse  Grundspannang, 
z.  B.  800  kg/qcm,  und  od  ist  das  Verhältnis  der  kleinsten  zu  der 
größten  Spannkraft  eines  Stabes.   Hat  ein  Stab  z.  B.  einen  größten 


Digitized  by 


Google 


~.  163    — 

Zug  von  20000  kg  und  einen  größten  Druck  von  10000  kg^  so 
ist  für  ihn  die  zulässige  Spannung 

/,    ,    1      -10000  \  (.   ,    1     -1\       3 

"""«V^ +  y  +2ÜÖ00-J  ="  "«l^  +  2—2-j  =T''»  • 

Dagegen  ist  für  einen  anderen  Stab,  der  bei  der  einen  Last* 
Stellung  die  größte  Spannkraft  Von  40000  kg  Zug  und  bei  einer 
anderen  die  kleinste  Spannkraft  von  8000  kg  Zug  erhält,  bei  dem 
also  überhaupt  keine  Druckspannungen  vorkommen,  eine  Spannung 

zulässig. 

Derartige  Formeln  für  die  zulässige  Spannung  erfahren  bei 
größeren  Brückenbauten  unter  Berücksichtigung  der  besonderen 
Umstände  noch  häufig  Abänderungen.  Immer  aber  ist  der  Grund- 
gedanke maßgebend:  Ein  Stab,  dessen  Spannkräfte  stark  schwan- 
ken, ist  vorsichtiger  zu  dimensionieren  als  ein  anderer,  dessen 
Spannkraft  weniger  veränderlich  ist. 

2.  Sicherheit  gegen  zu  große  Formänderungen« 

Wenn  man  nach  diesen  unter  1.  entwickelten  Gesichts- 
punkten die  zulässige  Spannung  bestimmt,  so  erzielt  man  E!on- 
struktionen,  die  tatsächlich  gegenüber  der  Bruchgefahr  die  Sicher-, 
heit  haben,  die  man  in  dem  betreffenden  Falle  für  erforderlich 
hält.  !N'un  kommt  es  aber  sowohl  bei  Maschinenteilen  als  auch  bei 
Eisenkonstruktionen  noch  darauf  an,  wie  sich  die  Konstruktion  im 
Betriebe  verhält.  Sie  kann  sehr  wohl  genügende  Sicherheit  gegen 
Bruchgefahr  haben,  sobald  sie  aber  schon  bei  normaler  Belastung 
zu  große  Durchbiegungen  usw.  zeigt,  ist  sie  trotzdem  unbrauchbar. 

Wir  kommen  hierdurch  zu  einem  anderen  Gesichtspunkte 
für  die  Querschnittsbestimmung.  Wenn  man  nämlich  einen  Fluß- 
eisenstab bis  zu  einer  gewissen  Grenze  belastet,  so  daß  er  sich 
ausdehnt,  und  hierauf  die  Belastung  abnimmt,  so  zieht  er  sich 
ebenso  viel  zusammen,,  wie  er  sich  vorher  ausgedehnt  hat.  Be- 
lastet man  ihn  über  diese  Grenze  hinaus,  so  zieht  er  sich  nach 
der  Entlastung  nicht  mehr  vollständig  zusammen;  der  Stab  nimmt 
also  nicht  mehr  die  Gestalt  an,  die  er  ursprünglich  hatte,  sondern 
es  ist  ein  sog.  ^^Dehnungsrest^^  zurückgeblieben.  Man  nennt  diese 
Grenze  die  „Elastizitätsgrenze^^.  Sie  liegt  gewöhnlich  etwas  ober- 
halb der  Proportionalitätsgrenze,  so  daß  die  für  diese  gefundene 
Zahl  auch  häufig  einfach  als  Elastizitätsgrenze  genommen  wird. 

Es  ist  nun  klar,  daß  bei  einer  Konstruktion,  die  dauernd 
im  Betriebe  sein  soll,  die  Elastizitätsgrenze  nirgends  überschritten 

11* 
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.  Sobald  dieses  geschehen  würde,  würde  die  Kon- 
li  Belastung  und  darauffolgender  Entlastung  nicht 
prüngliche  Gestalt  annehmen,  sondern  bereits  bleibende 
Igen  zeigen.  Diese  vergrößern  sich  bei  jeder  folgen- 
l  Entlastung,  wodurch  dann  im  Betriebe  Störungen 
Q  werden.  Außerdem  weist  schon  der  Umstand,  daß 
nicht  mehr  seine  ursprüngliche  Gestalt  annehmen 
l  hvafy  daß  beim  Überschreiten  der  Ela^izitätsgrenze 
instige  Veränderungen  im  Gefüge  stattgefunden  haben. 

Zusammenfassung. 

t)en  also  bei  der  Querschnittsbestimmung  nach  zwei 
Uten  zu  verfahren: 

sieht  auf  eine  gewisse  Sicherheit  gegen  Bruchgefahr, 
:sicht  auf  eine  gewisse  Sicherheit  gegen  unzulässige 
Länderungen. 

^meinen  sind  die  nach  1.  zu  bestimmenden  zulässigen 
die  kleineren,  so  daß  sie  für  die  Dimensionierung  in 
mmen.  Wenn  man  aber  z.  B.  bei  der  Berechnung 
Inders  außer  dem  Bigengewicht  noch  größte  Schnee- 
ißten  Winddruck  als  Belastung  eingeführt  hat,  trotz- 
ten letzteren  Belastungen  niemals  gleichzeitig  aultreten 
(vird  man  die  zulässige  Spannung  nicht  nach  der  üb- 
'heit  gegen  Bruch  bestimmen,  sondern  hier  bis  zu  der 
renze  hinaufgehen.  Deshalb  schreibt  z.  B.  die  Preu- 
ibahnverwaltung  in  diesem  Falle  für  Flußeisen  eine 
annung  bis  zu  1600  kg/qcm  vor.  Ebenso  wird  man 
onstruktionen,  z.  B.  Fördertürme,  so  bauen,  daß  sie  bei 
Btriebe  nur  geriüge  Beanspruchungen  erleiden;  dagegen 
3eim  Zusammentreffen  aller  ungünstigen  Belastungs- 
n  Spannungen  bis  zu  der  Elastizitätsgrenze  gestatten, 
lesen  Gesichtspunkten  sind  auch  die  amtlichen  Vor- 
fgestellt  (s.  Band  II,  2.  Teil). 


§33. 

Lstellung  einiger  für  die  Praxis  wichtigeii  Angaben. 

folgenden  TabeHe  sollen  nur  für  einige  der  wichtigsten 

iie  Angaben  über  Elastizitätsmodul,  Proportionalitäts- 

zusammenge-stellt  werden.     Die  Zahlen  können  dann 
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als  Anhaltspunkte  für  statische  Berechnungen  dienen.  Doch  sind 
sie  natürlich  nur  als  Mittelwerte  aufzufassen,  da  die  meisten 
Materialien  (z.  B.  Gußeisen,  Beton  u.  a.)  je  nach  der  Herstellung 
ganz  verschieden  ausfallen  können. 

Zu  den  einzelnen  Zahlen  ist  noch  folgendes  zu  bemerken: 

1.  Gußeisen,  die  Steine,  Mauer%irk,  Beton  und  zum  Teil  auch 
die  Hölzer  gehorchen  nicht  dem  Hookeschen  Gesetze.  Hier  läßt 
sich  also  kein  Elastizitäti^modul  angeben.  Wo  es  doch  geschehen 
ist;  sind  die  Zahlen  nur  als  Notbehelf  (zur  Umgehung  des  un- 
angenehmen Potenzgesetzes)  aufzufassen. 

2.  Wo  nicht  das  Hookesohe  Gesetz  gilt,^  existiert  natürlich 
auch  keine  Proportionalitätsgrenze. 

3.  Die  Füeß-,  bzw.  Quetschgrenze  ist  auch  nicht  bei  allen 
Materialien  wahrnehmbar  ausgeprägt.  Gußeisen  springt  bei  zu 
starkem  Druck  plötzlich  auseinander;  ebenso  die  Steine. 

4.  Die  Bruchfestigkeit  hängt  sehr  von  der  Herstellung,  Be- 
arbeitung usw.  des  Materials  ab.  Bei  vielen  Stoffen  ist  sie  für 
Zug  und  Druck  verschieden;  bei  eirdg&a  sehr  klein,  bzw.  nicht 
genau  untersucht. 

6.  Die  zuhissigen  Spannungen  schwanken  ebenfalls  sehr  stark.  ' 
Ob  Mauer  v\erk   und  Beton   auch  Zug   aufnehmen   darf,   darüber 
.sind  sich  die  Gelehrten  noch  nicht  einig. 

Auf  Grund  dieser  Pestigkeitszahlen  kann  man  nun  den  er- 
forderlichen Querschnitt  eines  auf  Zug  oder  Druck  beanspruchten 
Stabes  bestimmen.  Da  diese  Aufgabe  namentlich  für  die  Kon- 
struktion der  Fachwerke  wichtig  ist,  soll  sie  nicht  hier,  sondern 
später  im  Anschluß  an  die  Berechnung  der  Fachwerke  noch  genauer 
besprochen  werden.  Daselbst  finden  sich"  auch  die  weiteren  Angaben 
über  Stoßverbindungen  von  Stäben  usw. 


§34. 

*  Einige  statisch  unbestimmte  Aufgaben. 

Wir  wollen  jetzt  noch  einige  Aufgaben  behandeln,  zu  deren 
Lösung  die  Begeln  der  Statik  allein  nicht  ausreichen,  und  die  wir 
daher  als  statisch  unbestimmt  bezeichnen.  Ihre  Lösung  geschieht, 
indem  wir  außer  der  Statik  noch  die  Festigkeitslehre  zur  Hilfe 
nehmen.  Es  sollen  hier,  ohne  die  allgemeine  Theorie  der  statisch 
unbestimmten  Systeme  zu  geben,  als  Abschluß  einige  lehrreiche 
Anwendungen  des  bisher  Durchgenommenen  gezeigt  werden. 
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Zum  Verständnis  möge  vorher  eine  allgemeine  Übersicht  über 
die  folgenden  Aufgaben  gebracht  werden.  Es  handelt  sich  um  die 
Berechnung  von  Stabkräften;  d.  h.  von  solchen  Kräften,  die  von 
einzelnen  Stäben  auf  einen  Körper  bzw.  Punkt  ausgeübt  werden. 
Diese  Berechnungen  werden  wir  in  drei  voneinander  verschiedenen 
Abschnitten  erledigen: 

!•  Da  die  Stabkräfte  den  betreffenden  Körper  (Punkt)  im 
Gleichgewicht  halten,  können  wir  zunächst  die  Gleichgewiohts- 
bedingungen  der  Statik  anwenden  (Abschnitt  I).  Wir  schreiben 
also  die  Bedingungen  an  und  haben  somit  eine  Gruppe  von  Glei- 
chungen, in  denen  die  Unbekannten  vorkommen.  Hierbei  wird 
sich  aber  zeigen,  daß  wir  mehr  Unbekannte  als  Gleichungen  haben. 
Wir  müssen  also  noch  weitere  Gleichungen  aufsuchen,  um  die  Un- 
bekannten berechnen  zu  können. 

2.  Nun  gehen  wir  auf  die  Formänderungen  (Verlagerungen 
bzw.  Verkürzungen)  der  einzelnen  Stäbe  ein.  Da  die  Stäbe  elastisch 
sind,  so  wird  der  Angrif fispunkt  (bzw.  Angriffiakörper)  unter  der 
Einwirkung  der  Last  etwas  nachgeben.  Aus  dieser  Bewegung 
können  wir  dann  Beziehungen  zwischen  den  Formänderungen  der 
verschiedenen  Stäbe  aufstellen.  Wir  bleiben  aber  nicht  bei  den 
For  mänderun  gen  stehen,  sondern  drücken  diese  mittels  des  Hookeschen 
Gesetzes  [Gleichung  (IE)  in  §  28]  durch  die  Spannkräfte  aus.  Auf 
diese  Weise  bekommen  wir  also  eine  Eeihe  von  Gleichungen,  in 
denen  ebenfalls  die  Spannkräfte  vorkommen. 

3.  Nun  nehmen  wir  die  unter  1  und  2  gefundenen  Gleichungen 
zusammen  und  haben  dann  ebensoviel  Gleichungen  wie  Unbekannte. 
Die  weitere  Arbeit  ist  dann  rein  mathematisch:  Es  sind  diese  Glei- 
chungen aufzulösen  und  hierdurch  die  Unbekannten  zu  bestimmen. 

Beim  Durcharbeiten  der  folgenden  Aufgaben  wird  dieser 
Gedankengang  noch  klarer  werden. 

Erste  Aufgabe* 

Ein  Punkt  m  (Fig.  70a),  der  durch  drei  Stäbe  gestützt  ist,  ist 
durch  eine  vertikale  Kraft  P  hela^stet.  Die  Spannkräfte  in  den 
Stäben  sind  zu  ermitteln! 

h   Die  Kräfte,  die  von  den  Stäben  auf  den  Punkt  ausgeübt 
werden,  nenne  ich  Si,  Si  und  Äg.     Zusammen  mit  der  Last  P 
halten  sie  den  Punkt  m  im  Gleichgewicht»    Wir  können  also  die 
Gleichgewichtsbedingungen  anschreiben  (§  5) 
(I)  Äi  •  cosa  =  Si  •  cosa  , 

(II)  Si  ."sina  +  Si .  sina  +  Äg  =  P  . 
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seichnete  Lage  einnelimen.  Die  Zusammendrückungen  der  Stäbe 
1  und  2  mögen  l^  und  ^2  heißen.  Ana  der  Fig.  70b  können  wir 
nun  eine  Beziehung  zwischen  den  Zusammendruckungen  ^  und  l^ 
der  Stäbe  1  und  2  ableiten,     l^ämlich: 


W^////a 


Fig.  70. 


Bezeichnen  wir  die  Einsenkung  des  Punktes  m  mit  d ,  so  ist 
zunächst 

Ebenso  drücken  wir  die  Verkürzung  der  Stäbe  1  durch  b  aus. 
Die  Verkürzungen  sind  nämlich  nach  Fig.  70b  gleich  am  —  am'j 
worin  a  m  die  ursprüngliche  und  a  m'  die  zusammengedrückte  Stab- 
länge bezeichnen.  Fällen  wir  noch  von  m'  auf  a  m  das  Lot  m^m'\ 
so  können  wir  mit  genügender  Genauigkeit  am"^am'  setzen; 
denn  in  einem  rechtwinkligen  Dreiecke,  dessen  eine  Kathete  ver- 
schwindend klein  ist  gegenüber  den  anderen  beiden  Seiten,  ist  die 
Hypotenuse  gleich  der  anderen  Kathete;  vgl.  Aufgabe  3  in  §  30. 
(Man  muß  beachten,  daß  in  Fig.  70  b  die  Strecke  d  gegenüber  den 
Stablängen  in  viel  zu  großem  Maßstabe  dargestellt  ist.)  Wir  haben 
.also  die  Verküpzung  von  Stab  i,  A^,  gleich  am  —  am'' '^^^  mm^. 
Nun  ist 


folglich 


^mm  m ' 


<ä; 


mm" ^  d-sina  , 
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so  daß  sich  ergibt: 


Schreiben  wir  nun  die  beiden  Oleichungen 

und 

jl^  «  ^ .  sin« 

Zusammen,  so  ergibt  sich  direkt  die  Beziehung  zwischen  den  beiden 
Zosammendrückungen 

ili  =  ^  •  siuÄ  • 
» 

Da  aber  nicht  die  Zusammendrückungen  gesucht  sind,  sondern  die 

Spannkräfte,  so.  müssen  wir  noch  i^  un4  A,  ausdrücken  durch  8^* 

und  S^^    Hierzu  dient  das  Hookesche  Gesetz.    Es  ist 

1        ^1-^ 


worin  I|  und  F^  die  L&nge  und  den  Querschnitt  der  beiden  gleich- 
starken Stäbe  1  f  und  l^  und  F^  die  Länge  und  den  Querschnitt 
des  Stabes  2  bedeuten.    E  ist  der  Elastizitätsmodul. 

Wir  haben  also  aus  der  Betrachtung  der  elastischen  Form- 
änderung die  Beziehung  gefunden: 

3.  Nun  bringen  wir  die  Gleichungen  (I)  und  (II)  und  die  zu- 
letzt gefundene  Gleichung  (III)  zusammen: 

(I)  Äi  •  cosä  =  Si  •  cosa  ,  • 

(n)  8i  •  sina  +  8i  •  siuÄ  +  8^'«Pf 

Dieses  sind  drei  Gleichungen,  aus  denen  sich  die  drei  Unbekannten 
ausrechnen  lassen  müssen.    Zunächst  ergibt  sich  aus  Gleichung  (I): 

(la)  8,^8i. 


Digitized  by 


Google 


—    170 


Die  Gleichung  (DI)  wollen  wir  schreiben: 


(nia) 


Si' 


«    ?2  -Fl       . 


Diesen  Wert  in  Gleichung  (11)  eingesetzt,  ergibt  (da  8i^  Si  ist): 


(Ha) 


8,  -|-  ^sin*«  +  Ä,  -^  ^sin««  +  S, 


P, 


Ä, 


(2A^sin3«+l)* 


Entsprechend  ergibt  sich  8^ : 

Sobald  also  die  Längen,  Querschnittsflächen  und  I^eigungs- 
winkel  ,der  Stäbe  gegeben  sind,  können  wir  die  unbekannten  Stab- 
kräfte 8i  und  82  berechnen. 

Die  soeben  behandelte  Aufgabe,  bei  einem  durch  drei  Stäbe 
gestützten  Punkte  die  Stabkräfte  zu  bestimmen,  hat  nicht  nur 

theoretischen  Wert.  Betrachtet 
man  Fig.  71,  die  den  oberen  Teil 
eines  Dachbinders  mit  Laterne  dar- 
stellt, so  erkennt  man,  daß  sie 
ohne  weiteres  zur  Bestimmung 
der  Kräfte  in  den  Stäben  1  und  2 
verwendet  werden  kann.  Wenn 
^^  man  für  dieses  System  einen  zu- 
sammenhängenden Kräfteplan  für 
Binder  und  Laterne  zeichnen  will, 
so  stößt  man  bei  der  Laterne  stets  auf  Schwierigkeiten.  Dieses 
kommt  daher,  weil  das  System  innerlich  statisch  unbestimmt  ist, 
wie  wir  später  sehen  werden.  Man  hilft  sich  dann  meistens  da- 
durch, daß  man  den  Stab  2  für  die  Eechnung  einfach  fortläßt  oder 
auch  auf  andere  Art.  Durch  die  vorigen  Untersuchungen  sind 
wir  aber  in  der  Lage,  die  Berechnung  auch  korrekt  durchzuführen, 
Ist  z.  B. 

Ii  =  120cm;      ^2  =  100  cm;     Pj  =  Pg  =  8,0  qcm     und    ä  =  30"*, 
so  ergibt  sich 


^ig.  71. 
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p 

8,. 


Si 


^     100     8,0 
^'120  '  8,0 

■  0,5«  +  l 

P 

P 

0,42  +  1,00 

1,42 

-0,71P; 

P 

"   05   1    ^^^ 

8,0     1 

"   "'^  '    100 

8,0  0,5 

P 

•P 

1,00  +  2,40 

3,40 

-=0,29P. 

sieht  aJso,  daß  der  mittlere  Stab  den  weitaus  größten 
Teil  der  Last  anfzunelimen  hat,  während  die  beiden  seitlichen  nur 
je  mit  0,29  P  beansprucht  werden.  Würde  man  bei  dieser  Eech- 
uung  noch  berücksichtigen,  daß  auch  die  Fußpunkte  aja^b  sich 
infolge  der  Belastung  des  Binders  etwas  verschieben,  so  würde 
sich  der  auf  Stab  2  entfallende  Anteil  -von  P  vielleicht  noch  größer 
ergeben  als  0,71  P .  Trotzdem  will  ich  ^omit  durchaus  nicht 
sagen,  daß  man  in  solchen  Fällen  die  Annäherungsmethoden  auf- 
geben und  das  soeben  entwickelte  Verfahren  verwenden  soll.  Für 
die  Spannungen  im  Binder  ist  es  ziemlich  gleichgültig,  in  welcher 
Weise  die  Eaterne  die  Lasten  übertragt;  und  die  einzelnen  Stäbe 
in  der  Laterne  werden  schon  aus  Konstruktionsgründen  genügend 
stark  genommen.  Es  sollte  nur  einmal  gezeigt  werden,  wie  man 
derartige  Fälle  behandeln  kann. 

Zweite  Aufgabe, 

Das  in  Fig.  72  dargestellte  Krangerüst  ist  in  a  durch  einen 
Bolzen  und  inh  durch  die  beiden  Stäbe  1  und  2  gestützt.  Die 
Spannkräfte  Si  und  'S2  dieser  beiden  Stabe  infolge  der  Last  P  sind 
ZV  berechnen. 

1.  An  dem  Elrangerüst  wirken  im  ganzen  vier  jKräfte:  P, 
Si ,  Sfi  und  A ;  letztere  ist  schräg  gerichtet,  da  a  das  feste  Lager 
der  Konstruktion  darstellt.  Da  der  Körper  im  Gleichgewicht  sein 
soll,  so  müssen  diese  Kräfte  die  drei  Bedingungen  erfüllen: 

(I)  Si  •  cos«!  +  ^2 '  cosag  =  -^  •  oosöf  > 

(EL)  81  •  sin^i  +  8^  •  sinag  +  P  =  JL  •  sina  , 

(HI)  S,:q,  +  8,'q,^P.p. 
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Bezeichnen  wir  zur.  Abkürzung  die  •  Horizontalprojektion  von  A 
mit  H  und  die  Vertikalprojektion  mit  7,  also 

J.  «cosöc  =  jff  ;       A'Bm(K  =  Vf 
so  lauten  die  Gleichungen: 

(I)  Äi  •  cosöCj  +  Ä2  •  cosa,  —  iT  =-  0  , 

(H)  Äj  •  sin^i  +  S^  •  siuÄg  —  7  =  — P , 

(HI)  Si-öi  +  Äj-fe^i'-p. 

In  diesen  drei  Gleichungen  kommen  vier  Unbekannte  {Si ,  Äg ,  ff  und  V) 
vor;  also  sind  sie  noch  nicht  lösbar.  Wir  müssen  deshalb  aus  dem 
elastischen  Verhalten  der  Konstruktion  noch  eine  vierte  Gleichung 
ableiten. 


Fig.  72. '  • 

2.*  Infolge  der  Last  P  bekommen  die  Stäbe  1  und  2  Zug- 
Spannungen y  sie  dehnen  sich  also  aus,  und  Stab  ab  macht  eine 
kleine  Drehbewegung  um  sein  festes  Lager  a.  In  Fig.  72  b  ist 
Stab  a2^  in  seiner  neuen  Lage  aV  gezeichnet.  Dazu  ist  noch 
Stab  1  in  seiner  neuen  und  in  seiner  alten  Lage  dargestellt.  Seine 
Verlängerung,  A^,  ist  also  gleich  cy—ch.  Die  Verschiebung  d 
des  Punktes  h  ist  in  Wirklichkeit  ein  Kreisbogen  um  a  mit  dem 
Eadius  ah.  Da  dieser  Bogen  jedoch  verschwindend  klein  ist, 
können  wir  ihn  ersetzen  durch  die  Tangente  im  Punkte  6 ,  d.  h. 
wir  nehmen  hh'  als  horizontale  Gerade  an.  Fällen  wir  jetzt  das 
Lot  yy  auf  die  Verlängerung  von  c&,  so  können  wir  außerdem 
ch' =  cy^  setzen  (aus  demselben  Grunde  wie  in  Aufgabe  3  von 
§  30  und  im  vorigen  Beispiele).     Wir  haben  also: 

Xj^  ==  cV—cb  ==  cy—  cb  =  hy  =  dcosaj^  ; 
denn  in  dem  Dreieck  byy  kommt  ebenfalls  -^oc^  vor. 
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^2  COSöCg 

Hierfür  kann  man  nach  Fig.  72  a  noch  einfacher  schreiben  [da 
cosa  =  sin(90  —  a)  ist], 

^  _  Qt 

Da  wir  aber  nicht  die  Verlängerungen  X ,  sondern  die  Stabkräfte  8 
haben  wollen,  bringen  wir  mittels  des  Hookeschen  Gesetzes  die 
X  mit  den  8  in  Verbindung: 

8i  •  It 
X^^  -,    ^  ;       (^1  Länge,  F^  Querschnitt  von  Stab  i), 

X^  =  ^ '  ^ ;       (Zg  Länge,  JP,  Querschnitt  von  Stab  2) 
und  erhalten  hierdurch  die  bisher  noch  fehlende  Gleichung 

3.   Wir  haben  also  insgesamt  vier  Gleichungen  mit  Tier  Un- 
bekannten: 

(I)  8i  •  cosÄj  +  Sg  •  cosaj  —  JBT  =  0  , 

(II)  8i  •  sin^i  +  Äj  •  sin^g  —  F  ■=»  — P, 

(HI)  Äi-&  +  Ä2.(fa=P.p, 

Bei  der  Auflösung  verfahren  wir  so,  daß  wir  aus  Oleicbung  (IV) 

bestimmen  und  diesen  Wert  in  (HI)  einsetzen.  Wir  erhalten  da- 
durch 


r"  "»f"  ";r  5»  +  ^» 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


auch  bereits  die  Querschnitte  F^  und  F^  vor.  Die  ersteren  Maße 
sind  natürlich  gegeben;  die  Querschnitte  dagegen  sind  unbekannt, 
sie  sollen  ja  erst  mit  Hilfe  der  Stabkräfte  8^  und  8^  ermittelt 
werden.  Um  also  die  Gleichungen  auflösen  zu  können  y  müssen 
wir  zunächst  F^  und  F^  oder  wenigstens  das  Verhältnis  von  F^ 
zu  F^  schätzen,  diese  Zahl  dann  in  die  Gleichungen  einführen  und 
damit  8^  und  8^  berechnen.  Ergibt  sich  nun,  daß  diese  Spann- 
kräfte 8  ganz  andere  Querschnitte  brauchen,  als  wir  geschätzt 
haben,  so  bleibt  nichts  anderes  übrig,  als  die  Bechnung  noch  ein- 
mal von  vorne  anzufangen.  Bei  diesem  zweiten  Bechnungsgang  hat 
man  dann  schon  auf  Grund  der  ersten  Bechnung  einen  besseren 
Anhalt,  wie  die  Querschnitte  ungefähr  ausfallen  werden.  Man 
sieht  jedoch,  daß  die  Berechnung  Yon  statisch  unbestimmten 
Systemen  eigentlich  nur  eine  Kontrollrechnung  ist,  ob  die  zunächst 
geschätzten  Querschnitte  richtig  angenommen  sind,  und  daß 
namentlich  bei  größeren  Brückensystemen  die  Bechenarbeit  unter 
Umständen  recht  umfangreich  werden  kann. 

Dritte  Aufgabe, 

Ein  Körper,  auf  den  die  Kräfte  Pj  und  Pg  wirlcen,  ist  bei  a 
drehbar  gelagert  und  bei  1\  2  und  3  durch  horizontale  8tabe  ab- 
gestützt. Wie  groß  sind  die  spezi- 
fischen 8pannungen  o  in  den 
Stäben?     (Fig.  73.) 

Die  Querschnitte  der  Stäbe 
seien  fi ,  jfg  und  f^ .  Die  Bech- 
nung gestaltet  sich  ebenso  wie 
im  vorigen  Beispiel. 

1.  Nennen  wir  die  Kraft, 
die  vom  Stabe  1  auf  den  Kör- 
per ausgeübt  wird,  8^ ;  ent- 
sprechend die  Kräfte  von  den 
beiden  anderen  Stäben  8^  und  8^ ,  so  haben  wir  zunächst  die 
eine  Gleichgewichtsbedingung 

^1  -yi  +  ^2  -^2  +  ^3  -^8  =  ^2  •1>2 


s|»^ 


rA 


I 


\i 


1 


i 


^^ 


Ä 

Fig.  73. 
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m^ 


I 


1 


oder 


-P2-2>2, 


Drückt   man  hierin   die   Stabkräfte   durch   die  Spannungen    aus 
I o  =  -2r ;    also   8  =  O'fj ,   so  erhält  man: 


^1  fl'yi  +  <^2  A  •  2^2  +  <^3  fs 


P2'V%-^i'Vi 
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reclinung-  des  bei  a  entstehenden  Auflagerdrucks  dienen.  Davon 
woDen  wir  aber  absehen.)  Da  diese  eine  obige  Gleichung  nicht 
znr  Bestimmung  der  drei  Unbekannten  a^,  a,  und  a^  ausreicht, 
müssen  wir  noch  andere  Beziehungen  aufsuchen. 

2.  Wenn  infolge  der  Dehnbarkeit  der  Stäbe  der  Körper  sich 
etwas  um  Punkt  a  gedreht  hat,  so  daß  die  Elante  .ai  in  die 
punktiert  gezeichnete  Lage  a  V  kommt,  so  verhalten  sich  die  Ver- 
längerungen 

^••^=yi:y8>       K'^h^yi'Vz     oder    ^r^^ysiy». 
Man  schreibt  eine  solche  Beziehung  in  der  Form 

Da  die  urspsunglichen  Stablängen  einander  gleich  waren,  so 
gilt  auch  in  bezüg  auf  die  Dehnungen: 

Da  wir  jedoch  nicht  die  Dehnungen,  sondern  die  Spannungen 
berechnen  wollen,  so  führen  wir 

^'       E  '  ^^  E  '  ^       E 

ein  und  erhalten  die  Beziehung 

(II)  c^i :  ^2  :  ag  =  yi :  3^2 :  ^8  • 

Diese  Gleichung  sagt  aus,  daß  sich   die  Spannungen  in  den 
Stäben  verhalten  wie  deren  Entfernungen  vom  Drehpunkte  a. 
^       3.   Nun  haben  wir  insgesamt  die  Gleichungen 

(I)  ^ifi-Vx  +  o^U'Vt  +  OzU'Vz  ^P%'V%-Px  -Pi  f 

Da  die  zweite  insgesamt  zwei  selbständige  Gleichungen  in  sich  schließt 
(nämhch  Oiio^^  y^ : yg  und  ag  :  a,  =  yg  •  Vs  oder  a^ : ag  =  yi : y,),  so 
sind  ebensoviel  Gleichungen  wie  Unbekanüte  vorhanden. 

Wollen  wir  jetzt  eine  von  diesen  Spannungen,  z.  B.  a, ,  be- 
rechnen, so  drücken  wir  zunächst  die  beiden  anderen  mit  Hilfe 
der  Gleichung  (II)  durch  o^  aus: 

<^i :  0^2  =  yi :  ya  ;       hieraus      o»  =  -^  yg ; 

Vi 


o, 


^1  •  ^3  =  ^1  •  2/3  ;  jj  ^^  ""  V '  ^3 
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Diese  Werte  für  -a^  und  a,  fähren  wir  in  Gleichung  (I)  ein 
and  erhalten 


fhfi  •  Vi  +  ^Vifi  •  y«  +  ■?-  Vif 3 
Vi  Vi 


Pfpi-Pl'pi 


Vi 

Die  Summe  in  der  Klammer  können  wir  ausrechnen,  da  die 
Querschnitte  f  und  die  Abstände  y  gegeben  sind;  wir  wollen  sie 
zur  Abkürzung  mit  „t7"  bezeichnen.  Ebenso  wollen  wir  zur  Ab- 
kürzung die  Summe  der  statischen  Momente  auf  der  rechten  Seite 
der  Gleichung  mit  „-M"  bezeichnen.  ■ 

Hierdurch  bekommt  dann  die  Gleichung  die  Form: 


Vi 


M] 


woraus  sich  die  Spannung  o^  im  Stabe  1  ergibt 


(vn) 


Ol 


M 


Vi 


''■':-v3 


-■•  !'^1 


Ermittelt  man  in  dersdben  Weise  die  Spannungen  Oj  und  o,, 
do  ergeben  sich  diese: 

M 

M 
o,  =  -j--y,. 

Wir  bekommen  also  jede  Spannung,  indem  wir  zunächst  die 
Summenwerte  M  und  J  bestimmen  und  dann  den  Quotienten  M :  J 
mit  dem  1)etreffenden  Abstände  y  multiplizieren.  Wir  werden 
diese  Aufgabe  später  für  den  Fall  erweiterh,  daß  an  Stelle  der 
Stäbe  die  einzelnen  Fasern  eines  auf  Biegung  beanspruchten  Balkens 
treten  und  auf  diesem  Wege  zur  Ableitung  der  Orundgleiohtmg  der 
BiegungsfestigJceit  gelangen. 


Fischer,  Statik. 


15 
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um  aen  umiang  aer  jauigaoe,  cue  iSLraiiie  im  mnem  aes 
Balkens  zu  bestimmen,  kennen  zu  lernen,  denke  ich  mir  durch 
den  Balken  einen  beliebigen  Schnitt  a — pc  gelegt  und  auf  diesem 
Schnitte  eine  kleine  Fläche  abgeteilt.  Sobald  die  äußeren  Elräfte 
auf  den  Körper  einwirken,  müssen  die  einzelnen  Teile  desselben 
derartig  Kräfte  aufeinander  ausüben,  da&  der  Zusammenhang  dea 
ganzen  Körpers  gewahrt  bleibt.  Die  Kraft,  die  in  dem  Flächen- 
element übertragen  wird,  sei  mit  Qt  bezeichnet.  Ihre  Größe  sowohl 
als  ihre  Eichtung  ist  unbekannt.  Wir  wissen  nur  das  eine,  daß 
nach  dem  Prinzip  von  Wirkung  und  Gegenwirkung  die  Kraft  Q^^ 
die  der  linke  Teil  auf  den  rechten  ausübt,  ebenso  groß,  aber  ent- 
gegengesetzt gerichtet  ist 'wie  die  Kraft  Qi,  die  der  recht^e  Teil 
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auf  den  linken  Teil  ausübt.  Ist  der  Inhalt  der  betrachteten  Fläche 
gleich  fi  qcm,  so  ist  die  an  dieser  Stelle  pro  Quadratzentimeter  über- 
tragene Kraft 

Wir  nennen  p  die  zu  der  Fläche  f^  gehörige  Spannung. 

Betrachten  wir  nun  auf  demselben  Querschnitte  <x — cc  eine 
andere  Fläche,  so  wird  die  Kraft,  die  in  dieser  Fläche  von  den 
Teilen  ftes  Balkens  aufeinander  ausgeübt  wird,  sowohl  in  Größe 
als  auch  in  Sichtung  verschieden  sein  von  Q^ .  Hierdurch  unter- 
scheidet sich  die  Biegungsbeanspruchung  von  der  Beanspruchung 
auf  Normalfestigkeit.  Bei  dieser  waren  wegen  der  vollständig 
gleichmäßig  verteilten  Belastung  in  allen  Punkten  eine^  Quer- 
schnittes  die   Spannungen   gleichgroß   und   gleichgerichtet;   jetzt 


Fig.  74. 

'  ändern  sie  sich  bei  ein  und  demselben  Querschnitte  von  Punkt  zu 
Punkt.    Die  Berechnung  wird  dadurch  natürlich  viel  umständlicher. 

Wenn  ich  nun  andererseits  durch  einen  beliebigen  Punkt  A^ 
nach  verschiedenen  Eichtungen  Querschnitte  gelegt  denke,  so  wird 
natürlich  je  nach  der  Lage  dieser  Flächen  die  von  ihnen  übertragene 
Kraft  eine  andere  sein.  Der  Spannungszustand  in  diesem  Punkte  des 
Körpers  kann  erst  dann  als  bekannt  angesehen  werden,  wenn  wir  zu 
jeder  möglichen  Bichtung  die  zugehörige  Spannung  angeben  können« 

So  umständlich  brauchen  wir  uns  die  Aufgabe  allerdings  nicht  zu 
machen,  daß  wir  alle  möglichen  Schnittrichtungen  untersuchen,  um 
den  an  d^  betreffenden  Stelle  herrschenden  Spannnngszustand  zu 
bestimmen.  Die  Erfahrung  lehrt,  daß  bei  einem  aus  gleichmäßigem 
Material  bestehenden  Balken  die  Bruchfläche  rechtwinklig  zur 
Stabachse  steht.  Deshalb  genügt  es,  zunächst  die  Spannungen 
nur  für  solche  Querschnitte  zu  untersuchen,  die  rechtwinklig  zur 
Stabachse  sind.  Kur  für  einige  besondere  Berechnungen  müssen 
wir  auch  anders  liegende  Schnittflächen  in  den  Kreis  unserer  Be- 
trachtungen ziehen. 

12* 
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36. 


Allgemeines  über  die  Formänderungen  der  einzelnen  Balkensehiehten. 
(Neutrale  Faserschicht,  Nullinie.) 

Wir  bescliraiiiken  unsere  Untersuchungen  zunächst  auf  solche 
Körper,  die  eine  senkrechte  Symmetrieebene  haben.  Auch  der  in 
Fig.  75  gezeichnete  Körper  sei  also  in  bezug  auf  die  vertikale 
Ebene  y — y  symmetrisch;  d.  h.  die  linke  Hälfte  sei  das  Spiegel- 
bild der  rechten  (Fig.  75  b).  Die  Folge  dieser  Symmetrie  ist  die, 
daß  der  Balken  sich  bei  vertikaler  Belastung  nur  vertikal  nach 


^ 


Lil 


^ 


A 


L_JL 


^^fa)  m 


^u^ 


Fig.  76. 


unten  durchbiegt  und  nicht  etwa  außerdem  noch  seitlich  ausschlägt, 
(wie  es  bei  unsymmetrischen  Querschnitten  vorkommen  kann). 

Durch  den  Balken  legen  wir  zwei  Querschnitte,  ah  und  cd. 
Der  Abstand  zwischen  beiden  werde  mit  u  bezeichnet.  Er  sei 
sehr  klein,  damit  die  inneren  Kräfte  auf  der  Strecke  von  einem 
Punkte  des  Querschnittes  ab  bis  zu  dem  entsprechenden  Punkte 
des  Querschnit^tes  od  als  unverändert  angenommen  werden  können. 

Zwischen  den  Querschnitten  denke  ich  mir  eine  Anzahl  von 
horizontalen  Ebenen  gelegt,  so  daß  das  Balkenstück  II  in  Fig.  75  a 
in  lauter  horizontale  „Faserschichten^^  eingeteilt  wird.  In  Fig.  75  a 
sind  der  Deutlichkeit  wegen  nur  sechs  solcher  Schichten  gezeichnet; 
in  WirkUchkeit  seien  aber  unendlich  viele,  so  daß  jede  Schicht 
eine  unendlich  dünne  Faser  des  Balkens  darstellt.    Die  seitlichen 
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Ansichtsfläcli«]!  dieser  Schichten  sind  mit  i  bis  6  bezeichnet;  die 
Stirnflächen  (in  den  Querschnitten  ab  und  cd  liegend)  mit  /j  bis  /^ 
(Fig.  75  a  nnd  b). 

Infolge  der  Durchbiegung  des  Balkens  verlieren  die  Schnitte 
ab  und  cd  ihre  ursprünglich  parallele  Lage,  und  der  Teil  II  nimmt 
die  in  Fig.  75  c  dargestellte  keilförmige  Gestalt  an.  Im  allgemeinen 
wird  sieb  hierbei  ein  Teil  der  horizontalen  Schichten,  in  die  wir 
uns  das  Balkenstück  aufgelöst  dachten,  verkürzt  und  ein  anderer 
Teil  verlängert  haben.  Zwischen  diesen  beiden  Teilen  muß  es  dann 
eine  Faserschicht  geben,  die  sich  weder  verkürzt  noch  verlängert 
hat.     Wir  nennen  diese  die 

„neutrale  Faserschicht'^ 

Sie  sei  in  Fig.  75  a  und  c  dargestellt  durch  die  Schicht  NN^. 
Es  sei  also  dieses  diejenige  Schicht,  die  auch  nach  der  Durch- 
biegung (Fig.  75  c)  ihre  ursprüngliche  Länge  u  beibehalten  hat. 
Die  darüber  liegenden  Schichten  haben  sich  verkürzt,  die  darunter 
liegenden  verlängert. 

Die  Linie,  in  der  diese  (unendlich  dünne)  „neutrale  Faser- 
schicht''  die  Querschnittsflächen  ab  oder  cd  schneidet,  heißt  die 

„NuUinie". 

Sie  ist  in  Fig.  75  b  mit  n — n  bezeichnet.  Die  Nullinie  ist  also 
gewissermaßen  die  Stirnfläche  der  neutralen  Faserschicht. 

Die  genaue  Lage  von  NN^  und  n — n  zu  bestimmen,  ist  Auf- 
gabe der  späteren  Untersuchungen.  Vorläufig  ist  es  wichtig,  sich 
diese  Bezeichnungen  zu  merken. 

§37. 

Allgemeines  über  die  Spannungen  in  einem  Querschnitte 

rechtwinklig  zur  Stabachse  (Normalspannungen  n  und  Schub-  oder 

Tangentialspannungen  r). 

Nun  wollen  wir  uns  einen  Überblick  verschaffen,  welche 
inneren  Kräfte  z.  B.  auf  den  Querschnitt  ab  einwirken. 

L  AUgemefnes  and  Bezeichnungen* 


i.  Die  wirklich  vorhandene  Spannung  p . 

Der  Teil  Z  des  Balkens  von  Fig.  75  c  ist  in  Fig.  76  a  noch 

einmal,  und  zwar  perspektivisch,  gezeichnet.   Da  diaDurchbiegungen 

im  Maßstabe  der  Zeichnung  sehr  klein  sind,  so  ist  er  einfach  als 

gerades  Stück  dargestellt.     Auf  der  Querschnittsfläche  wollen  wir 
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ein  kleines  Flächenteilchen  /*,  ein  sog.  j^FläcTieneleinent^^f  ins  Ange 
fassen.  Znr  besseren  Orientiemng  ziehen  wir  dnrch  f  innerhdlh 
der  QuerschnittsfläpChe  eine  horizontale  Linie  w — w  und  eine 
vertikale  Linie  ^ — y  j  und  rechttoinldig  znr  Querschnittafläche  eine 
Linie  z — z.  (Diese  läuft  also  in  Bichtung  der  Stabachse  und 
tritt  rechtwinklig  aus  der  Querschnittsfläche  heraus.) 

Die  innere  Kraft,  die  in  der  Fläche  f  übertragen  wird,  nenne 
ich  i.  Dieses  ist  also  die  Kraft,  die  der  angrenzende  Balken- 
teil II  auf  den  betrachteten  Teil  I  innerhalb  der  Fläche  f  aus- 
übt, etwa  so,  wie  die  einzelnen  Steine  einer  gemauerten  Brücke 
aufeinander  Kräfte  ausüben.  Die  E^raft  i  steht;  im  allgemeinen 
natürlich  vollständig  schief  zur  Querschnittsfläche.  Um  die  pro 
Quadratzentimeter  gerechnete  Kraft  zu  erhalt^i,  dividiere  ich  die 
gesamte  Kraft  i  durch  die  Anzahl  der  Quadratzentimeter,  auf  die 
sie  einwirkt,  also  durch  f.  (Es  ist  natürlich  nebensächlich,  daß  f 
nur  der  Bruchteil  eines  Quadratzentimeters  ist.  Wir  können  trotz- 
dem angeben,  wieviel  innere  Kraft  an  dieser  Stelle  f  auf  ein 
Quadratzentimeter  entfallen  würde.)  Diesen  Wert  haben  wir  „die 
zu  der  Fläche  f  gehörige  Spannung^^   genannt.     Wir  wollen  sie 

mit  p  bezeichnen,  so  daß  ist 

i 

Der  Wert  p  ist  in  Fig.  76a  eingezeichnet,  und  zwar  in  der 
Kichtung,  in  der  an  der  Stelle  f  die  innere  Kraft  wirken  möge. 
Die  Länge  der  stark  ausgezogenen  Linie  gebe  —  in  einem  be- 
liebigen Maßstabe  —  die  Größe  von  p  an.  Wie  bereits  hervor- 
gehoben, wird  p  im  allgemeinen  nicht  rechtwinklig,  sondern  schräg 
zum  Querschnitte  stehen.  (Hierdurch  unterscheidet  sich  dieser 
Fall  von  der  Normalfestigkeit,  bei  der  ja  die  Spannungen,  die  in 
einem  rechtwinklig  zur  Stabachse  gelegten  Querschnitt  auftreten, 
sämtlich  rechtwinklig  zum  Querschnitte  stehen.) 

2.  Zerlegung  von  p  in  SeitenJcräfte  (a,  x,,  t^). 
Da  wir  mit  schrägen  Kräften  schlecht  arbeiten  können, 
fälle  ich  von  dem  Endpunkte  von  p  sowohl  auf  die  Querschnitts- 
fläche als  auch  auf  die  Achse  z — z  Lote.  Der  Fußpunkt  des 
ersten  Lotes  ist  mit  a,  der  des  zweiten  mit  b  bezeichnet.  Nu;» 
verbinde  ich  f  und  a  und  zerlege  p  in  zwei  Seitenkräfte  so,  daß 
die  eine  in  die  Verbindungslinie  fa  fällt  und  die  andere  recht- 
winklig zu  f  steht.  Diese  Seitenkräfte  ergeben  sich  also  aus  dem 
Bechteck,  dessen  Diagonale  die  angenommene  Spannung  p  ist; 
dessen  eine  Seite  die  (in  der  Querschnittsfläche  liegende)  Lin^o  fa 
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ist,  und  dessen  andere  Seite  das  Stück  fh  der  (zn  der  Qnerschnitts- 
flache  rechtwinklig  stehenden)  Achse  z — z  bildet  (Bechteek  pafh 
in  Pig.  76  a). 

Nnn  wollen  wir  folgende  Bezeichnungen  einführen:  Die  Seiten- 
kraft  fh  heiße 

^^ormalspannang  o^^^ 

nnd  die  Komponente  fa  heiße 

,,Sehab-  oder  Tangentialspannnng  r^. 

Die  erste  Bezeichnnng  rührt  natürlich  daher,  weil  o  normal  (d.  h. 
rechtwinklig  znr  Querschnittsfläche)  steht.    Die  zweite  Benennung 


kommt  daher,  weil  derartige  innerhalb  der  Fläche  liegende  Span* 
nuDgen  namentlich  für  die  auf  „Schub"  beanspruchten  Körper 
wichtig  sind. 

Da  aber  die  Schubspannung  r  auch  noch  schräg,  wenn 
auch  schon  innerhalb  der  Querschnittsfläche,  verläuft,  wollen  wir 
sie  noch  weiter  zerlegen,  und  zwar  horizontal  und  vertikal.  Diese 
Zerlegung  führen  wir  also  aus,  indem  wir  innerhalb  der  Quer- 
schnittsfläche  ein  Eechteck  zeichnen,  dessen  Diagonale  die  Schub- 
spannung T ,  und ,  dessen  Seiten  parallel  mit  der  (horizontalen) 
«-Achse  bzw.  mit  der  (vertikalen)  y -Achse  laufen.  In  Fig.  76  a 
ist  auch  dieses  Bechteek  eingezeichnet.  Den  hierdurch  bestimmten 
Seitenkräftei^  t,  und  r^  wollen  wir  die  Bezeichnung  geben: 

r,  =  senkrechte  Schubspannung  ),„,,, 

>  des  Flächenelementes  /. 
T,,  =  wagerechte  1 1  J 
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In  Fig.  76  by  in  der  Ansicht  der  Qnerschnittsfläche,  sind  diese 
Spannungen  eingezdchnet.  Die  Kormalspannung  o  erscheint  in 
dieser  Zeichnung  natürlich  als  Punkt. 

ZuMmmenfaniiiig. 
Im  allgemeinen  wirkt  auf  jedeä  Flächenelement  f  des  Quer- 
schnittes eine  schräg  zur  Querschnittsfläche  stehende  Spannung  p . 
Diese  haben  wir  aber  im  Interesse  einer  einfachen  Bechnung  er- 
setzt durch  drei  recMwinklig  zueinander  stehende  Seitenkräfte, 
nämlich  durch  die 

NormalspannuniT  ^    (reehtwlnklig:  zur  Querschnittsflftche), 
senkrechte  Schubspannung:  t«  (senkrecht  innerhalb  der  Querschnittsflftche), 
wagerechte  ^  x„  (wagerecht        99  „  „  ). 

Durch  diese  Zerlegung  haben  wir  erreicht,  daß  wir  bei  jedem 
Fl^henelement  nur  mit  in  bestimmten  Eichtungen  wirkenden 
Spannungen  zu  rechnen  haben,  an  Stelle  der  regellos  durchein- 
ander liegenden  Spannungen  p . 

Es  kann  natürlich  auch  vorkommen,  daß  bereits  die  ursprüng- 
liche Spannung  p  rechtwinklig  zu  ihrem  Flächenelement  f  steht. 
Dann  werden  t,  und  r^  gleich  Null,  und  die  Spannung  p  ist  be- 
reits eine  Normalspannung. 


n>  Vereinfachungen  für  den  symmetrischen  Qacrschnitt* 

Das  Bisherige  gilt  für  jeden  beliebigen  Querschnitt.  Nun 
wollen  wir  sehen,  wie  sich  die  Sache  dadurch  vereinfacht,  daß 
der  von  uns  zugrunde  gelegte  Querschnitt  in  bezug  auf  eine 
vertikale  Mittellinie  m — m  (früher,  in  Fig.  75,  mit  y — y  bezeichnet) 
symmetrisch  ist.  Da  auch  die  äußeren  Kräfte  —  Lasten  und 
Auflagerkräfte  —  in  dieser  Symmetrieebene  liegen,  befindet  sich 
also  ein  Element  f  auf  der  linken  Seite  (Fig.  76  b)  unter  genau 
den  gleichen  Umständen  wie  ein  entsprechend  liegendes  /"'  auf  der 
rechten  Seite.  Daraus  folgt,  daß  auch  die  in  diesen  Flächen- 
elementen auftretenden  Spannungen  sich  entsprechen  müssen.  Es 
muß  also  sein: 

1.  Normalspannung  a»  a'  (erscheinen  in  Fig.  76  b  als  Punkte)    * 

(entweder  beide  nach  oben 
oder  beide  nach  imten). 
Gaufen  nach  entgegex\- 
gesetzten  Richtungen ; 
entweder  beide  nach  der 
Achse  m — m  zu  oder 
von  dieser  fort). 


2.  Senkrechte  Schubspannung  r,  =  li  i 

3.  Wagerechte  Schubspannung  T,p=  —  ri 


1 
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Teilen  wir  den  ganzen  Qnerschnitt  in  lauter  Flächenelemente 
ein,  80  haben  wir  unendlich  viele  dieser  kleinen  Flächen.  Zu  jeder 
dieser  gehören  drei  Spannungskomponenten  (a,  t,  und  x„).  Um  mit 
diesen  Kräften  rechnen  zu  können,  müssen  wir  sie  zu  Besultierenden 
zusammenfassen.  Hierbei  haben  wir  folgende  Vereinfachungen: 
a)  Znsammenfassung  der  Normalkräfte. 

Für  sämtliche  Flächenelemente,  die  in  einem  horizontdien 
Querschnütsstreifen  liegen,  wollen  wir  eine  durchsohniUliche  Normal- 
Spannung  einführen. 

Im  nächsten  Paragraphen  werden  wir  nämlich  sehen,  daß 
sämtliche  Flächenelemente  (Vierecke),  die  z.  B.  den  horizontalen 
Streifen  f^  bilden,  annähernd  die  gleiche  Normalspannung  a  haben, 
so  daß  wir  recht  wohl  für  alle  Elemente  ein  und  desselben  Streifens 
einen  Durchschnittswert  für  die  Normalspannung  einführen  können. 
Wir  bezeichnen  diesen  Durchschnittswert  z.  B.  für  den  Streifen  f^ 
mit  Ofn  und  nennen  ihn  die  Normalspannung  des  Querschnitt- 
Streifens  tfn .  Entsprechend  ist  z.  B.  a«  die  Normalspannung  Ton 
fnj  d.  h.  die  (durchschnittliche)  Normalspannung  sämtlicher  den 
Streifen.  /«  bildenden  Flächenelemente,  usw.  Aus  den  Spannungen  a 
(den  pro  Quadralzentimeter  übertragenen  Kräften)  ergeben  sich  dann 
die  gesamten  Ej:äfte,  die  auf  die  Flächenstreifen  f^j  fn  usw.  ein- 
wirken, indem  wir  das  betreffende  a  mit  dem  Inhalte  des  Flächen- 
8ta*eifen8  multiplizieren.  Es  werden  demnach  folgende  Normal- 
krafte  übertragen  (Fig.  76  c): 

im  Streifen  f^:  a^-f^y 

91  97  fn-    On'fn}      USW. 

Die  Kraft  Of^'fm  z.  B.  ist  also  die  Eesultierende  aus  aJlen  Normal- 
kräften, die  auf  die  einzelnen  Elemente  (Quadrate)  des  Streifens  fj^ 
wirken.  Sie  steht  mithin  ebenfalls  rechtwinklig  zur  Querschnitts- 
fiäche  und  wirkt,  da  der  Querschnitt  in  bezug  auf  die  Achse  m — m 
symmetrisch  ist,  in  der  Mitte  des  Flächenstreifens  /„  (Fig.  76c). 
Entsprechend  stehen  auch  die  anderen  Kräfte  a^-/»  usw.  sämtlich 
rechtwinklig  zur  Querschnittsfläche  und  greifen  sämtlich  in  der 
Symmetrieachse  m — m  an. 

h)  Zusammenfassung  der  Schubkräfte  t,  •  f . 
Die  Schubspannungen  t,  ergeben  —  ebenfalls  wegen  der 
vorhandenen  Symmetrie  —  eine  Eesultierende  T,  die  in  die  Sym- 
metjrieachse  fäUt.  Diese  Besultierende  T  kann  nach  oben  oder 
nach  unten  gehen,  ebenso  wie  die  Schubspannungen  t«  —  je  nach 
der  Eichtung  von  p  —  nach  oben  oder  nach  unten  zeigen.  In 
Fig.  76  ist  letzterer  Fall  angenommen. 
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Dämlich  Sämtliche  auf  den  Querschnitt  wirkende  inneren  Kräfte 
auf  folgende  Ersatzkräfte  zurückgeführt: 

1.  die  Formalkräfte  a^-jf^;     aj,-/*»;    usw., 

2.  die  Schubkraft  (Scheerkraft,  Tangentialkraft)  T. 

Die  einzelnen  Normalkräfte  sind  voneinander  verschieden  groß. 
Sie  stehen  aber  sämtlich  rechtwinklig  zur  Querschnittsfläche'  ui^d 
in  der  Symmetrieebene  m — m.  Ebenfalls  in  dieser  greift  di« 
Tangentialkraft  T.  an. 

Natürlich  sind  diese  Ersatzkräfte  nicht  maßgebend  für  die 
Beanspruchung  der  einzelnen  Flächenelemente.  Sondern  für  jedes 
Flächenelement  /'  gilt  die  betreffende  Spannung  p  .  Ist  p  zu  groß, 
so  wird  an  der  Stelle  f  eine  Zerstörung  eintreten.  Wohl  aber 
können  wir  die  Ersatzkräfte  verwenden,  wenn  wir  z.  B.  das  Gleich- 
gewicht des  ganzen  Teiles  I  untersuchen.  An  diesem  Teile  wirken 
die  Spannungen  des  Schnittes  ah  (Fig.  75  und  76)  als  Kräfte  an 
der  Oberfläche  (äußere  Kräfte)  genau  so,  wie  A  und  P^  und  P,. 
Wir  können  also  beim  Aufstellen  der  Gleichgewichtsbedingungen 
statt  mit  den  einzelnen  Kräften  p  •  f  mit  den  Ersatzkräften  arbeiten. 
Im  nächsten  Paragraphen,  dem  wichtigsten  der  ganzen]  Biegungs- 
festigkeit, werden  wir  auf  diese  Weise  die  Gleichgewichtsbedingungen 
anschreiben  und  hierdurch  zur  genaueren  Berechnung  von  o^  >  o^  usw. 
gelangen. 

§  38. 

Die  Berechnung  der  Normalspannungen  a. 

Erster  Teilt  Eintelchnung  der  inneren  Kräfte* 

Jetzt  kehren  wir  zu  Fig.  [75  zurück,  die  wir  in  §  36  zur 
Untersuchung  der  in  den  einzelnen  Schichten  auftretenden  Form- 
änderungen gebraucht  hatten.  Die  nächste  Arbeit  sei  die  Be- 
rechnung der  Kormalspannungen  a  in  der  Querschnittsfläche  a  b . 
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gepreßte  Schicht  1  auf  den  Teil  I  eine  Druckkraft  aus,  die  von 
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rechts  aacli  Unks  zeigt  (Fig.  75  d).  Der  auf  den  Teil  III  ausge- 
übte Druck  wirkt  natürlich  von  links  nach  rechts. 

Entsprechend  ist  die  Normalkraft  o^  •  /g  eingezeichnet,  die  die 
Schicht  2  auf  den  Balkenteil  I  ausübt. 

Die  Schicht  3  sei  die  neutrale  Faserschicht.  Sie.'erfährt  keine 
Längenänderungen  und  übt  also  auf  die  sie  stützenden  Flächen 
keine  Kräfte  aus,  Sie  wird  nur  der  Vollständigkeit  wegen  mit 
aufgeführt. 

Die  Schichten  4,  5  und  6  werden  verlängert.  Sie  wirken  wie 
Stäbe,  die  auf  Zug  beansprucht  sind,  und  üben  also  auf  die  an- 
grenzenden Flächen  Elräfte  aus,  die  Ton  den  Endflächen  nach 
dem  Stabmittelpunkte  zeigen.  Demgemäß  sind  die  von  diesen 
Schichten  auf  den  Teil  I  ausgeübten  Kräfte  in  Fig;  75  d  einge- 
zeichnet. Die  auf  den  Teil  III  ausgeübten  Kräfte  würden  gerade 
entgegengesetzt  zeigen. 

Die  Eichtung  der  Kraft  T  kann  nach  oben  oder  nach  unten 
zeigen  (vgl.  §  37,  II). 

Zweiter  Teil:  Ableitung:  der  Ble^ngslormel  assz-zp-'p. 

l^ach  diesen  Vorbereitungen  gehen  wir  zur  Berechnung  der 
in  Fig.  75  d  eingezeichneten  inneren  Kräfte.  Es  möge  hierzu  im 
voraus  bemerkt  werden,  daß  der  Bechnungsgang  sich  eng  an  die 
Berechnung  statisch  unbestimmter  Aufgaben  (wiederhole  §  34, 
namentlich  3.  Aufgabe)  anschließen  wird. 

1,  Anschreiben  der  Oleichgeioichtsbedingungen. ' 

Die  Oesamtwirkung  sämtlicher  am  *  Teile  I  angreifenden 
Kräfte  besteht  darin,  daß  er  einen  Euhezustand  aufsucht  und  in 
diesem  verharrt.  Wir  können  also  die  Oleichgewichtsbedingongen 
anschreiben,  um  mit  deren  Hilfe  diejenigen  Kräfte,  die  in  Fig.  75  d 
noch  unbekannt  sind,  zu  berechnen.  Als  Bezugspunkt  für  die 
statischen  Momente  wollen  wir  den  Schnittpunkt  N  der  neutralen 
Faserschicht  mit  dem  Querschnitte  ah  nehmen;  also  den  Punkte 
in  dem  in  der  Seitenansicht  die  Nullinie  erscheint.  (Die  Kullinie 
wird  zunächst  nach  Gutdünken  eingezeichnet.)  Die  Abstände  der 
Normalkräfte  sind  y^y^  nsw.  genannt.  Dann  lauten  also  die 
drei  Gleichgewichtsbedingungen  (§  13,  1): 

(2)    .i  =  p,  +  p,  +  r, 

In  diesen  drei  Gleichungen  sind  sämtliche  Spannungen  a  und 
außerdem  die  Schubkraft  T  unbekannt.     Um  letztere  wollen  wir 
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uns  jetzt  aber  niclit  kümmern,  sondern  sie  in  §  41  besonders  be- 
handeln.   Da  in  der  Gleichung  (2)  außer  T  keine  anderen  inneren  ^ 
Ejäfte  vorkommen,  so  scheidet  diese  Gleichung  also  bei  der  Be-  > 
rechnung  der  Normalspannungen  o  aus,  und  es  bleiben  nur  die 
Gleichungen  (1)  und  (3)  übrig. 

Diese  forlnen  wir  zunächst  um: 

In  Wirklichkeit  haben  wir  natürlich  nicht  nur  sechs  ver- 
schiedene Spannungen,  sondern  unendlich'  viele.  Denn  die  Span- 
nung ist  ja  in  jeder  der  unendlich  dünnen  Schichten,  aus  denen 
wir  uns  den  Balkeü  aufgebaut  denken,  verschieden.  Die  Zahl 
von  sechs  Schichten  sollte  nur  ala  Anhalt  dienen,  um  sich  die 
wirklichen  Verhältnisse  vorstellen  zu  können. 

In  diesen  zwei  Gleichungen  haben  wir  also  unendlich  viel 
Unbekannte  (ai,  a^^^  aa  ,  . . .) .  Da  wir  aber  aus  zwei  Gleichungen 
nicht  unendlich  viel  Unbekannte  ausrechnen  können,  müssen  wir 
noch  weitere  Gleichungen  aufsuchen, 

2.  Unterstützung  durch  eine  Annahme, 

Deshalb  machen  wir  folgende  Annahme:  Es  mögen  sich  verhalten ; 

(lil)  l  o^:o^  =  y^:y^ 

In  Worten:  Die  Narmälspannungen  a^,  aj  usw.  der  einzelnen 
Flächenstreifen  f^ ,  /'s  ^^^-  "mögen  sich  verhalten  wie  deren  Abstände 
^ifl^s  ^^^'  ^on  der  NuUinie.  Am  übersichtlichsten  schreibt  man 
diese  Annahme  in  Form  einer  fortlaufenden  Yerhältnisreihe: 

(ni)  oxio^ia^io^iostas'^yiiy^iyiiy^zyiiyQ . 

(Man  beachte,  daß  sich  die  Spannungen,  nicht  aber  die  gesamten 
Kräfte   oi'fuo^^ft   nsw.,  so  verhalten   sollen;   letztere   hängen« 
außerdem  von  der  Größe  der  Flächen  f  ab.) 

Durch  diese  Annahme  erhalten  wir  zu  den  bereits  vorhan- 
denen zwei  Gleichungen  (I)  und  (II)  noch  fünf  neue  selbständige 
Gleichungen  und  haben  dann  also  sieben  Gleichungen,  aus  denen 
wir  die  unbekannten  Größen,  nämlich  die  Lage  der  iNullinie  und 
die  Spannungen  a^  bis  o^ ,  ausrechnen  können. 
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Beyor  wir  aber  an  diese  rein  mathematische  Aufgabe  des 
Allsrechnens  gehen,  möge  erläutert  werden,  wie  man  auf  die  obige 
Annahme  wohl  kommen  kann.  In  Fig.  75  c  sind  die  VerJcürzungen 
bzw.  Verlängerungen  der  einzelnen  Schichten  mit  Ai,  l^  usw.  be- 
zeichnet. Die  Abstände  y  sind  ebenfalls  eingeschrieben,  und  man 
findet  aus  der  Figur,  daß  sich  verhält: 

oder,  gemeinsam  geschrieben: 

{X^  ist  gleich  Null  und  nur  der  Yollständigkeit  wegen  mitgeführt; 
ebenso  y,). 

Nun  besteht  nach  §  28  zwischen  der  Verlängerung  (Verkürzung)  Jl 
eines  auf  Zug  (Druck)  beanspruchten  Stabes  und  der  auf  ihn 
einwirkenden  Kraft  P  die  Beziehung 

{E  =  Elastizitätsmodul;  F  =  Querschnittsfläche  des  Stabes;  l  ■*  ur- 
sprüngliche Stablänge). 

Für  die  Schicht  1  z.  B.  ist  P  (d.  h.  die  an  jeder  Endfläche 
wirkende  gesamte  Belastung)  gleich  Oi*  A;  für  l  ist  u  einzusetzen; 
F  ist  gleich  f^.    Also  lautet  die  Beziehung  für  die  erste  Schicht; 

'  F  •  fx  F  F 

Für  die  zweite  Schicht  wird  entsprechend 

2,  =  a,  •  -g-  ;      usw. 

Setzen  wir  diese  für  Xi,  ^  usw.   gefundenen  Werte  in  die  obigen 
Verhältnisse  ein,  so  wird: 

Nun  bleibt  eine  fortlaufende  Verhältnisreihe  auch  dann  be- 
stehen, wenn  man  auf  einer  Seite  jedes  Glied  durch  ein  und  die- 
selbe Zahl  dividiert.     Wir  wollen  also  in  der  obigen  linken  Seite 
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ist  eine  Annahme,  die  zwar  im  ailgemeinen  nicht  mathematisch 
genau  zutreffen  wird,  die  aber  recht  plausibel  ist  und  sich  bisher 
auch  als  genügend  zutreffend  bewährt  hat.  Da  wir  in  der  tech- 
nischen Biegungstheorie  ohne  diese  Annahme  die  Kormalspannungen 
a  überhaupt  nicht  ausrechnen  könnten,  müssen  wir  ihre  ünge- 
nauigkeit  —  wohl  oder  übel  —  in  den  Kauf  nehmen.  Man  nennt 
diese  Annahme  die  Naviersche  Hypothese. 

3.  Mathematische  Auflösung  der  Gleichungen. ' 
Jetzt  kommt,  wie  bei  jeder  statisch  unbestimmten  Aufgabe, 
als  dritter  Schritt  der  rein  mathematische  Teil,  nämlich  die  Auf- 
lösung der  Gleichungen.    Wir  haben  also  insgesamt  die  Qleiclrungen 

CO  «'i  A  +  Ö2  /a  +  Ö8  /s  =  <^4  A  +  ©6  fs  +  «Je  /e  y 

(III)  oi'.a^:  ö3  :  0^:0^:0^  =  y^  :\y^  lyz'-t/A :  Vs  -Vt  • 

Die  Auflösung  dieser  Gleichungen  kann  nun  folgendermaßen 
geschehen:  Mit  Hilfe  der  Gleichungen  (III)  drücken  wir  sämtliche 
Spannungen  durch  eine  Spannung,  z.  B.  durch  a^,  aus.  Dann 
erhalten  wir 
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aus  a2 :  ^1  =  ^2  •  ^i  die  Spannung  aj  ^  a^  •  —  , 

Vi 

Vi 

Diese  Werte  setzen  wir  in  (I)  und  (II)  ein  und  erhalten 
Vi  Vi  Vi  Vi  Vi 

m  ^ifi^yi  +  <^i-^/2 •  ^2  +  <'i-^U ' y»  +  <'i-^A-y4+  •••=+4-a-Pi.pi-~P2.iig, 

Vi  Vi  Vi 

In  der  ersten  Oleichung  dividieren  wir  jedes  Glied  durch  aj,  und 
multiplizieren  ferner  jedes  Glied  mit  yi.   In  der  zweiten  Gleichung 

wollen  wir  -^  als  Faktor  herausziehen.     Somit  wird 
Vi 

(I)  A  •  Vi  +  /b  •  yB  +  A  •  ys  =  A  •  y4  +  A  •  y»  +  /*6  •  ye , 

(n>  :^(A-y?  +  A-y;  +  A-y8  +  A-y'  +  A-y?-  +  A-ye')  =  +^-«-"-Pri>i--A-^. 
yi 

Dieses  sind  also  unsere  früheren  Gleichungen  (I)  und  (II),  um- 
geformt durch  Unterstützung  der  Hypothese  (III). 
4.  Deutung  der  Resultate  (I)  und  (11). 
(1)  2>te  erste  Gleichung  bestimmt  die  Lage  derNuUinie  (neutralen 
Faserschicht).  Bisher  hatten  wir  die  FuUinie  (Pxmkt  N  in  Fig.  75  d) 
nach  Gutdünken  eingezeichnet  und  dann  von  ihr  aus  die  Ab- 
stände  y  gemessen.  Jetzt  haben  wir  aber  in  Gleichung  (I)  zur 
mathematischen  Bestimmung  der  Lage  der  ^NTullinie  folgende 
Aussage: 

Die  Nullinie  teilt  die  Querschnittsfläche  so  in  zwei 
Teile,  daß  die  Summe  aus  den  Produkten:  „Flächen- 
Streifen  X  Abstand  bis  zur  Nullinie"  bei  dem  einen  Teile 
ebenso  groß  ist  wie  bei  dem  anderen. 

Durch  diese  Eigenschaft  ist  die  Lage  der  Nullinie  vollständig 
bestimmt:  Wir  nehmen  zunächst  eine  Linie  n—n  an,  und  sehen 
dann  nach,  ob  die  obige  Bedingung  erfüllt  ist.  Allerdings  werden 
wir  auf  diese  Weise  etwas  herumprobieren  müssen,  bevor  wir  die 
richtige  Linie  n—n  finden.*  Deshalb  wird  später  —  im  8.  Vortrag 
—  das  Verfahren  zur  Bestimmung  der  Nullinie  noch  systemati- 
scher ausgebaut  werden;  im  Prinzip  ist  aber  durch  die  obige  Be- 
dingung die  Lage  der  Nullinie  vollständig  bestimmt. 
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(XI)    Die    aweite   Gleichung   ergibt  die    Größe   der   einzelnen 
IfornuMlepannungen  O,    Wir  finden 

_  (+^-a-Pi-Pi-P8-P3)     „   , 


Ferner  ergibt  sich  (da   a^  «ai«— j 


In  Worten 


(/i-yi  +/2'y2  +  •••) 


Die  Normalspanniing  o  in  einem  Flächenstreifen  f  ist 
gleich  der  Summe  (bzw.  Differenz)   aus  den  Produkten: 

„Kraft  X  Abstand  bis  zur  Nullinie" 
aller  seitlich  vom  Querschnitte  angreifenden  äußeren  Kräfte, 
dividiert  durch  die  Summe  ans  den  Produkten: 
yyFlächenstreif en  X  Quadrat  des  Abstandes  bis  zur  Nullinie'' 
und    multipliziert    mit    dem   Abstände    des   betreffenden 
Flächenstreifens  von  der  Nullinie. 

[Zuerst  muß  man  also  aus  Gleichung  (I)  die  Lage  der  Null- 
linie  bestimmen,  weil  deren  Abstände  bis  zu  den  einzelnen  Streifen 
zur  Berechnung  der  Spannungen  a  gebraucht  werden.] 

Da  der  Summenausdruck 

für  alle  Spannungen  o  des  Querschnittes  vorkommt,  wollen  wir 
ihn  zur  Abkürzung 

y^omentensumme'^  oder  ,,Biegangsmoment  H/D^ 

für  den  Querschnitt  a&  nennen.  Er  entsteht  also,  indem  man 
jede  äußere  Kraft  mit  ihrem  Abstände  bis  zum  Querschnitte 
multipliziert  und  dann  die  Summe  (bzw.  Differenz)  dieser  Produkte 
bildet. 

Den  Summenausdruck 

nennen  wir  das 

^^Trägheitsmoment  J^ 

des  Querschnittes.  (Die  Bezeichnung  „Trägheitsmoment'^  kommt 
daher,  weil  dieselbe  Summe  bei  vielen  Aufgaben  der  Mechanik 
gebraucht  wird,  bei  denen  das  sogenannte  „Trägheitsprinzip''  eine 
Bolle  spielt.) 

Fischer.  Statik.  13 
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Mit  diesen  Abkärzungen  ergibt  sich  also  für  die  Spannung  o 
in  einer  Schiebt  f,  die  am  y  von  der  Nullinie  entfernt  ist,  die 
Formel 


M 


In  Worten: 

Für  irgendeinen  Flächenstreifen  f  eines  BaLlcenquerschniUes  ist  die 

,T         7  Momentensumme  f.  d,  Qiierschn,  ^^  .,    '    ,        /.x.   >t  «•   . 

Normalsp.  o  =  _  ..  .,   .^ — ^- — ^ —  X  Abstand  von  fo%s  NuUtnte. 

Trägheitsmoment  des  Querschn. 

Liegt  die  betreffende  Schicht  oberhalb  der  Nullinie,  so  ist  a  eine 
Druckspannung;  liegt- sie  unterhalb,  so  ist  a  eine  Zugspannung. 
Hiermit  sind  die  Normalspannungen  vollständig  bestimmt. 


Zusammenfassung. 

Die  Bestimmungen  der  Normalspannungen  a  geschah  durch  An- 
Schreibung  der  Gleichgewichtsbedingungen  unter  Zuhilfenahme  einer 
Hypothese.    Die  schlieBlich  erhaltene  Formel  lautet: 

<T  =  (M:J).y. 
Um  diese  Formel  zu  verwenden,  wird  man  also  folgendermaßen  vorgehen: 

a)  die  Nullinie  Jbestimmen  (von  der  aus  sind  die  Abstände  y  zu  messen), 

b)  den  Sumpenausdruck  «^  =  /i  •  y!  +  ^j  •  y»  +  •  •  •  ausrechnen, 

o)  den  Summenausdruck  M  =  +A  •  a  —  P^  •  pj  —  ...  ausrechnen. 
Aus  diesen  Hilfswerten  ist  dann  a  an  jeder  Stelle  zu  bestimmen. 


§39. 

Beispiel  zu  §  38. 

An  einem  einfachen  Beispiele  -^  Balken  mit  rechteckigem 
Querschnitt  —  möge  die  Theorie  zunächst  in  Buchstaben  und 
dann  auch  in  Zahlen  durchgeführt  werden. 

L  Durchführung  des  Beispieles  in  Buchstaben, 

a)  Bestimmung  der  liage  der  Nullinfe. 
Ohne  weiteres  Probieren  sieht  man,  daß  beim  rechteckigen 
Querschnitt  die  Nullinie  in  der  Höhe  ^/2  einzuzeichnen  ist.  D^n 
hat  der  oberste  Flächenstreifen  den  gleichen  Abstand  y  wie  der 
unterste,  der  zweitoberste  den  gleichen  Abstand  wie  der  zweit- 
unterste usw.  Folglich  ist  auch  die  Summe  der  Produkte  aus 
f^y  hei  der  oberen  Hälfte  gleich  der  entsprechenden  Summe  bei 
der  unteren  Hälfte. 
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Der  Ausdruck  in  dei  Klammer  stellt  die  Summe  der  Quadrate 
der  ungeraden  Zahlen  1,  3  und  5  dar;  er  ergibt  durch  Ausrech- 
nung der  Werte  die  Zahl  35.     Hiermit  wird  dann 

b  M '  35 


J  = 


6.2-36 


Wegen  der  folgenden  Entwicklung  wollen  wir  diesen  Wert  in  der 
Form  schreiben: 

35     ftÄ» 
-'36  ■   12  • 

Dieses  ist  also   nicht   der   genaue  Wert  von  «7,  den  wir  in  die 

Formel 

M   , 

^einzusetzen  haben.  Es  sollte  nur  einmal  diese  Annähernngsrech- 
nung  durchgeführt  werden,  um  zu  zeigen,  wie  einfach  sich  der 
Summenausdruck  J  —  wenigstens  in  der  Annäherung  —  be- 
rechnen läßt. 

ß)  Der  genaue  Wert  von  J  für  den  rechtecJcigen  Querschnitt. 

Bei  Berechnung  des  genauen  Wertes  von  J  müssen  wir  die 
Plächenstreifen  /*!,  f^  usw.  unendlich  dünn  nehmen,  da  ja  auch 
die  Spannung  a  in  jeder  der  unendlich  dünnen  Pasern  eine  andere 
ist.  Eine  solche  Berechnuhg  für  unendlich  viele,  unendlich  dünne 
Streifen  geschieht  folgendermaßen:  Teilen  wir  den  Querschnitt  nicht 
in  sechs,  sondern  in  n  Teile,  so  ist  der  Inhalt  eines  jeden  der 
gleichgroßen  Plächenstreifen 

(D  f-^. 

n 

Die  Höhe  eines  jeden  Streifens  ist  — .  Der  Abstand  des  Streifens, 

n 

der  zunächst  der  Nullinie  liegt,  ist  dann 

1     h 
^^2'n'^ 

der  Abstand  des  folgenden  Streifens  ist 

3     Ä 


des  darauffolgenden 


5     h 
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Wir  werden  nun  J  wieder  so.  berechnen,  daß  wir  die  Summe  f-y* 
nur  für  die  obere  Querschnittshälfte  nehmen  und  dann  mit  2 
multiplizieren : 

/=^[&4)+(l4)+(l4)'+(l4)+-]--' 

Hierbei  ist  der  Flächenstreifen,  der  zunächst  der  Nullinie  liegt, 
zuerst  aufgeführt,   dann  der  folgende  usw.     Wir   erhalten   dann 


n 


=  ^rT:^-2-(i*  +  3^  +  5*  +  ^'+'--) 

^  J=|^-(l«  +  3»  +  5«  +  7«+...). 

Der  Ausdruck  in  der  Klammer  stellt  wieder  die  Summe  der 
Quadrate  der  ungeraden  Zahlen  dar.     Die  Anzahl  der  Glieder  in 

der  Klammer  ist  — ,  denn  wir  haben  die  Summe  f^y^  nur  über 

eine  Querschnittshälfte  genommen  und  dann  mit  2  multipliziert; 
ebenso,  wie  wir  vorhin  bei  sechs  Flächenstreifen  nur  drei  Glieder 
in  der  Klammer  hatten. 

Jetzt  können,  wir  J  mit  jeder  gewünschten  Genauigkeit  be- 
rechnen, indem  wir  für  n  eine  entsprechend  hohe  Zahl  setzen. 
Wenn  wir  aber  die  Klammer  in  dieser  Weise  bestimmen  wollten, 
indem  wir  also  jedes  einzelne  Quadrat  ausrechneten  und  hierauf  die 
Summe  bildeten,  so  würde  es  uns  ähnlich  gehen,  wie  dem  Mathe- 
matiker Ludolph  mit  der  Zahl  n:  Er  hatte  sein  ganzes  Leben 
damit  zugebracht,  um/  n  mit  genügender  Genauigkeit  nach  den 
alten  Methoden  der  Geometrie  zu  berechnen;  dann  entwickelte 
sich  die  Theorie  der  sogenannten,  unendlichen  Eeihen,  und  jetzt 
brauchen  wir,  um  n  genügend  genau  zu  bestimmen,  ebensoviel 
Stunden,  wie  er  Jahre  gebraucht  hatte.  Wenden  wir  diese  Lehre 
auf  unsere  Aufgabe  an,  so  werden  wir  die  Faktoren  der  obigen 
Summe  nicht  einzeln  ausrechnen,  sondern  sofort  den  gesamten 
Ausdruck  bestimmen.  Einen  ähnlichen  Fall  haben  wir  ja  auch 
schon  in  §  10,  5.  Aufgabe,  gehabt.  Ebenso  wie  dort,  benutzen 
wir  zur  Ausrechnung  der  Keihe  die  entsprechende  Summenformel, 
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da  eine  endliche  Zalü,  dividiert  durch  eine  unendlich  große, 
Null  ergibt.  Ans  der  in  obiger  Gleichung  enthaltenen  Klammer 
wird  also 

l--^  =  l-0=.l, 
und  wir  erhalten  für  J  den  Wert 


(IV) 


12 


Hiermit  ist  die  Summe  aus  den  Produkten  /*•  y*  beim  Bechteck  mit 
absoluter  Oenauigkeit  bestimjnt. 

Die  obige  Gleichung  (III)  ist  auch  insofern  interessant,  als 

das  Glied  — j    immer    den    Fehler    angibt,    der    dann    entsteht, 

wenn  man  statt  n  —  oo  für  n  eine  endliche  Zahl  nimmt.  Man 
sieht,  daß  für  n  =  10  der  Fehler  nur  noch  iVo  ist.  Daran  kann 
man  denken,  wenn  man  bei  unregelmäßigen  Querschnitten,  bei 
denen  sich  für  J  keine  Formeln  aufstellen  lassen,  die  Zerlegung 
in  eine  bestimmte  Anzahl  von  Streifen  vornimmt.  Es  genügt  dann 
immer  schon  eine  ziemlich  geringe  Zahl,  um  genügende  Genauig- 
keit zu  erzielen. 

e)  Bestimmimg  der  Momentensamme  M* 

Das  Biegungsmoment  ist  die  Summe  (bzw.  Differenz)  aus  den 
Produkten  ^ 

Kraft  X  Abstand  bis  zur  Nullinie  des  Querschnittes. 
In  diesem  Falle  wirken  auf  den  Balkenteil  links  vom  Schnitte  die 
beiden  Kräfte  A  und  P^ .    Den  Auflagerdruck  A  müssen  wir  zu- 
nächst noch  bestimmen: 

A^  ^        ^. 

Die  Abstände  der  Kräfte  bis  zum  Querschnitte  (x. — (k  sind: 

X ;     bzw.     {x  —  a^) . 

Also  ei^bt  sich  das  Biegungsmoment 

Jf  =«  +  J.  •  0?  —  Pj  (a?  —  Äj) . 

Somit  haben  wir  für  diese  Aufgabe  für  sämtliche  erforder- 
lichen Werte  die  Formeln  aufgestellt  und  können  zur  zahlenmäßigen 
Durchrechnung  übergehen. 
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IT.  Zahlenbeispieh 
Es  sei  nun  für  Fig.  77: 
j  =  500cm. 
Pi  =  1000  kg;      Ol  =  100  cm;      ftj  «  400  cm, 
Pj«  1500  kg;       (^  =  300  cm;       6^  =  200  cm, 
Ä  =  28cm;  &  =  22  cm, 

a?  =  250  cm;         a?  —  Oj  =  250  —  100  =  150  cm. 
Wie  groß  sind  die  Normalspannungen  im  Schnitte  ä — af     (Man 
zdchne  den  Balken  mit  diesen  Maßen,  auf!) 

a)  Die  Lage  der  NuUinie. 

Wir  haben  gesehen,  daß  beim  rechteckigen  Querschnitt  die 

Nullinie  in  halber  Balkenhöhe  liegen  muß.     Bezeichnen  wir  den 

Abstand  der  Nullinie  bis  zur  Oberkante  des  Querschnittes  mit  «i 

und  bis  zur  Unterkante  mit  e^ ,  so  ist  also  in  dieser  Aufgabe: 

$1  =  14,0  cm;      «g  =  14,0  cm. 

b)  Das  Trägheitsmoment  JT» 
Für  den  rechteckigen  Querschnitt  ergab  sich  für  den  Summen- 
ausdruck fi*yl  +  f%*yl+  •  • .  der  Wert 


j=^5Ä.. 


Für  diese  Aufgabe  wird  also 


-TK  •  22,0  cm  (28,0  cm)» 


-=  -T?r  •  22,0  cm  •  21 952  cm« 


1^ 

12 

40245  cm*. 


c)  Die  Momentensumme  M% 

Zunächst  berechnen  wir 

1000.400  +  1500-200 


A 


Hierauf 


500 
1400  kg. 


M  =  1400  kg .  250  cm  -  1000  kg  •  150  cm 
=  350000  kg .  cm  —  150000  kg  •  cm 
«200000kg.  cm. 
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Ans  diesen  Angaben  finden  wir  nun  für  irgendeine  Schiohti 
die  y  cm  von  der  Nullinie  entfernt  ist,  die  Normalspannung 

_200000Jkgcm_ 
^  "^      40245  cm*     *^ 

a=^T4,97i.y. 
cm'  ^ 

(Das  Minnszeichen  gilt  für  die  Schichten  oherhaXbj  das  Pinszeichen 
fär  die  Scb  «ehren  unterhalb  der  Nollinie.) 

Die  gröüten  Spannungen  entstehen  da,  wo  y  am  größten  ist; 
also  in  der*  obersten  und  in  der  untersten  Faser.     Für  diese  ist 

y  =  14,0  cm. 

Setzt  man  liiesen  Wert  in  die  obige  Formel  ein,  so  erhält  man 

_kg_ 
cm* 


o-«:=F4,97—^.  14,0  cm 


cm'  cm* 

Für  eine  Faserschicht,   die  z.  B.   7,0  cm   über  der  Nullinie  des 
Balkens  liegt,  würde  sich  ergeben 

G  =  —4,97  . 7,0  =  —  35  kg/qcm     usw. 

Hiermit  ist  die  Aufgabe  auch  zahlenmäßig  durchgeführt. 


m.  Die  „Dimensionen^^  Yon  M  und  J". 

In  der  vorigen  Eechnung  haben  wir  zu  jeder  Größe  gleich 
die  Bezeichnung  hinzugeschrieben,  und  zwar  sowohl  bei  den  ur- 
sprünglich gegebenen  Größen  (Lasten  und  Abmessungen  des  Balkens), 
als  auch  bei  den  im  Laufe  der  Eechnung  neu  aufgestellten  Größen. 
Hierzu  ist  folgendes  za  bemerken: 

Die  Momentensumme  (Biegungsmoment)  3f  ist  entstanden  durch 
Multiplikation  einer  Kraft  mal  einer  Länge.  War  die  erstere  in 
kg  und  die  letztere  in  cm  gemessen,  so  werden  wir  also  dem 
Moment  den  Zusatz  kg  •  em  (oder  cm  -  kg)  geben. 

Das  Trägheitsmoment  «7  ist  (in  seiner  ursprünglichen  Form) 
entstanden  aus  den  Multiplikationen  von  Flächen  mal  Längen  im 
Quadrat;  also  aus  cm'-cm^.    Wir  werden  deshalb  dem  Trägheits- 
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in  Wirklichkeit  enthalten. ist.  Wenn  wir  sagen,  J  bekommt  die 
„Dimension"  cm*,  so  heißt  das:  in  einer  Eechnung,  in  der  die 
Längen  in  cm  angegeben  sind,  müssen  wir  zur  Berechnung  von  J 
auch  die  Abmessungen  (Höhen  und  Breiten)  des  Querschnittes  in 
cm,  und  nicht  in  einem  anderen  Maßstabe,  einführen.  Wenn  man 
'  für  eine  solche  Berechnung  J  aus  einer  Tabelle  entnimmt,  in  der 
alles  z.  B.  in  dm  gerechnet  ist,  und  diesen  Wert  ohne  Umrechnung 
in  die  Zahlenrechnung  einführt,  so  macht  man  einen  ähnlichen 
Fehler,  als  wenn  man  ohne  weitere  Bemerkung  in  einer  Zeichnung 
die  Längen  der  einzelnen  Konstruktionsteile  z.  B.  im  Maßstabe 
1:10  und  die  Breiten  derselben  1:1  darstellt.  Nur,  wenn  über- 
haupt kein  Zweifel  vorhanden  ist,  daß  bei  der  betreffenden  Be- 
rechnung alle  Kräfte  z.  B.  in  kg  und  alle  Abmessungen  in  cm  ge- 
messen werden,  kann  man  sich  die  Bezeichnungen  sparen.  Dann 
weiß  man  ja  auch  ohne  diese,  daß  die  Spannungen  schließlich  in 
kg  pro  qcm  herauskommen  müssen.  Dieses  ist  so  ähnlich,  wie 
man  in  einer  Zeichnung  die  Angabe  des  Maßstabes  fortlassen  kann, 
wenn  ein  für  allemal  festgesetzt  ist,  daß  diese  Art  von  Zeichnungen 
nur  in  einem  ganz  bestimmten  Maßstabe  ausgeführt  wird. 


§  40. 

Graphische  Darstellung  des  Biegongsgesetzes. 

L  Graphische  Darstellttng  der  Spannungen  a. 

Bei  der  Aufstellung  der  Biegungsgleichung  mußten  wir  eine 
Annahme  zu  Hufe  nehmen,  weil  wir  sonst  die  unendlich  vielen 
Unbekannten  a  gar  nicht  hätten  ausrechnen  können.  Diese  An- 
nahme —  die  sogenannte  Navier^ahe^  Hypothese  -7-  lautete:  „Die 
Spannungen  o  mögen  sich  verhalten  wie  ihre  Abstände  von  der 
neutralen  Faserschicht.''  Es  ist  nun  recht  zweckmäßig,  zu  sehen, 
welches  Bild  die  Spannungen  ergeben,  wenn  man  sie  dieser  An- 
nahme gemäß  aufträgt. 
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In  Fig.  78  a  ist  der  Balkenteil  I  von  Fig.  75  noch  einmal  ge- 
zeichnet. Die  Flächenstreifen  /*i .  • «  sind  ebenfalls  (in  Seitenansicht) 
eingetragen.  Femer  ist  zu  jedem  Flachenstreifen  seine  Kormal- 
spannung a  gezeichnet  y  und  zwar  sind  wegen  des  Folgenden  die 
Zugspannungen  nach  links  über  die  Linie  ab  hinweg  verschoben 
aufgetragen.     Außerdem  ist  der  Punkt  N^  in  dem  die  Ifullinie 


Fig.  78. 

in  der  Seitenansicht  erscheint,  angegeben,  und  schließlich  sind  die 
Abstände  y  von  den  Spannungen  bzw.  Fasern  bis  zur  Nullinie  ein- 
gezeichnet. 

Man  sieht  dann  direkt  aus  der  Figur,  daß  die  Naviersche 
Annahme 

Cj :  (^  : . : .  —  ^1 :  yg  : . . . 

sich  auch  so  aussprechen  l|Lßt:  Stellt  man  die  Spannungen  o 
graphisch  dar,  so  liegen  die  Endpunkte  dieser  Strecken  sämtlich 
auf  einer  geraden  Linie,  die  durch  den  Punkt  "N  geht.  Auf  diese 
Weise  prägt  sie  sich  leicht  dem  Gedächtnis  ein.    Sobald  man  an 
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die  Figur  denkt,  hat  man  auch  sofort  die  Beziehungen  zwischen 
den  einzelnen  Spannungen  im  Kopfe,  z.  B« 

oder 

<^6 :  ^1  =  ^6 :  Vi     usw. 

Wegen  dieser  Darstellung  spricht  man  auch  häufig  von  der 
y,geradlinigen^^  oder  „Zmearew**  Spannungsverteilung.  Es  ist  dieses 
also  nur  eine  andere  Bezeichnung  für  die  ^ai^tersche  Spannungs- 
annahme. 

n«  Graphische  Darstellung  der  Normalkräfte  tf'f> 

1.  Bisher  hat  es  sich  um  die  Spannungen,  d.  h.  die  auf  ein 
qcm  bezogenen  Kräfte,  gehandelt.  Um  die  gesamten  in  den 
einzelnen  Fasern  auftretenden  Normalkräfte  zu  erhalten,  müssen 
wir  jede  Spannung  mit  dem  Inhalte  des  betreffenden  Flächen- 
Streifens  multiplizieren.  Also  ergeben  sich  für  die  verschiedenen 
Fasern  die  Normalkräfte 

<^i'fi9       ^2'h     usw. 

Die  Höhen  der  einzelnen  Streifen  sind  sämtlich  unendlich  klein 
zu  nehmen.  Die  Breiten  der  Streifen  sind  aber,  je  nach  der 
Querschnittsform,  voneinander  verschieden.  Deshalb  sind  auch 
die  Flächeninhalte  f^ ,  f^  verschieden  groß.  Wenn  wir  also  die 
Spannungen  o^,  o^  usw.  mit  ihren  Flächenstreifen  /j,  f^  usw. 
multiplizieren,  so  werden,  die  hierdurch  berechneten  Nornjal- 
kräfte  o^'f^^  o^*  A  us'w^-  hei  der  graphischen  Darstellung  nicht 
mehr  eine  gerade  Linie  ergeben  (Fig.  78  b).  Ihre  Endpunkte  werden 
vielmehr,  je  nach  der  Größe  der  Flächen  f^^  f^  usw.,  auf  einer 
Kurve  liegen.  (Ist  z.  B.  f^  bedeutend  größer  als  f^ ,  so  kann 
02  •  A  größer  werden  als  Oj  •  f^ .)  Dieses  muß  man  sich  vor  Augen 
halten,  um  über  die  Größe  der  inneren  Kräfte  bei  den  verschiedenen 
Querschnittsformen  Klarheit  zu  haben. 

Denken  wir  uns  nun  die  oberhalb  der  Nullinie  wirkenden 
'Normalkräfte  (Druckkräfte)  zu  einer  Eesultierenden  D  und  die 
unterhalb  der  Nullinie  vorhandenen  Normalkräfte  (Zugkräfte)  zu 
einer  Eesultierenden  Z  zusammengesetzt.  Die  erste  Gleichgewichts- 
bedingungung  („Summe  der  nach  links  zeigenden  Projektionen 
gleich  Summe   der   nach   rechts   zeigenden  Projektionen")   ergibt 

dann  die  Gleichung: 

2>  =  Z. 
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In  Worten:  Die  in  einem  Querschnitte  auftretenden  Kormalkräfte 
ergeben  bei  ihrer  Zusammensetzung  zwei  gleich  große,  aber  ent- 
gegengesetzt gerichtete  Kräfte  2>  und  Z .  Bit  IformaXkräfte  eines 
Querschnittes  ^bilden  also  ein  Kräftepaar  (§  11). 

Da  die  Kräfte  J)  und  Z  die  Eesultierenden .  der  Normal- 
kräfte Oi-fi  usw.  sind,  ergeben  sie  für  den  Punkt  N  dieselbe 
Summe  der  statischen  Momente,  wie  sämtliche  Normalkräfte  zu- 
sammen.    Es  ist  also  in  Pig.  78  b 

D-u  +  Z'V=-  oJi  •  i/i  +  aaA  •  2^2  +  •  •  • 

(Die  bekannten  Bezeichnungen  f^,  y^  usw.  sind  in  Fig.  78b  fort- 
gelassen.) Die  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  stehende 
Summe  ist  aber  gleich  der  Momentensumme  (Biegungsmoment)  der 
äußeren  Kräfte  in  bezug  auf  den  Querschnitt  ab  : 

Und  für  die  linke  Seite  können  wir  nach  §  11,  II  schreiben: 

D'U'^-  Z  'V  ==  D'e  j 
oder  auch 

2>  •  w  +  Z  • -0  =  Z  •  e  , 

worin  D*e  oder  Z*e  nach  §  11,  II  das  y,Moment  des  Kräfte- 
paares D^  Z^^  genannt  wird.  Insgesamt  haben  wir  also  nach 
Fig.  78  b  folgendes  Eesultat: 

Bei  Zusammenfassung  sämtlicher  auf  einen  Querschnitt  wirkenden 
Normalkräfte  O'f  ergibt  sich  ein  Kräftepaar  D,  Z .  Das  Moment 
Z>  •  e  bzw.  Z '  e  dieses  Kräftepaares  ist  gleich  der  Momentensumme  M 
dtr  äußereri  Gräfte  in  bezug  auf  den  Querschnitt 

Diese  Aussage  läßt  sich  ja  übrigens  auch  direkt  aus  den  Gleich- 
gewichtsbedingungen des  Teiles  I  ableiten.  Viel  gewonnen  ist 
durch  diese  Zusammenfassung  der  inneren  Kräfte  zu  dem  Kräfte- 
naar  2>,  Z  nicht,  da  wir  dieses  ja  immer  erst  aus  den  Kräften  a«/" 
bestimmen  müssen.  Man  bekommt  aber  durch  Fig.  78  b  ein  Bild, 
bl»  auf  welche  einfachste  Form  sich  die  Normalkräfte  o  •  f  schließ- 
lich zurückführen  lassen. 

2.  Nur  in  einem  Falle  ergibt  die  Darstellung  der  Kräfte  ai/*i, 
o^f^  usw.  ebenfalls  eine  gerade  Linie;  nämlich  beim  rechteckigen 
Querschnitt. 

Beim  Eechteok  haben  alle  Fasern  die  gleiche  Breite  und 
folglich  auch  den  gleichen  Flächeninhalt.     Es  ist  also 

/ 1  =  /  2  =  •  •  • 
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Deshalb  verhalten  ^ich  auch  die  Produkte  o^^f^^  o^^ f^  usw.  zu- 
einander ebenso  wie  die  Spannungen  a^,  o^  usw.  selber;  sie  er- 
geben also  bei  der  graphischen  Darstellung  ebenfalls  eine  gerade 
Linie  (Fig.  78  c).  Da  beim  rechteckigen  Querschnitte  die  Null- 
linie in  halber  Höhe  liegt  (Fig.  77),  so  ist  bei  ihm  die  größte 
Druckspannung  (in  der  obersten  Faser)  gleich  der  größten  Zug- 
spannung (in  der  untersten  Faser).  Die  inneren  Kräfte  o-f  er- 
geben also  bei  der  graphischen  Darstellung  zwei  verschränkt  zu- 
einander liegende  kongruente  Dreiecke.. 

Für  den  rechteckigen  Querschnitt  wollen  wir  auch  noch  das 
innere  Kräftepaar  D,  Z,  auf  das  sich  —  wie  wir  vorhin  gesehen 
haben  —  bei  jedem  Querschnitt  die  Kräfte  o  •  f  schließlich  zurück- 
führen lassen,  bestimmen.  In  §  10  (5.  Aufgabe,  am  Schluß)  hatten 
wir  zur  Ermittlung  der  Resultierenden  jB  einer  dreieckförmig  ver- 
teilten Kräftegruppe  die  Formel  abgeleitet: 

Hierin  war  P^  die  erste  Last,  u  der  Abstand  der  Lasten  vonein- 
ander und  y  die  Belastungslänge.  Kach  dieser  Formel  ergibt  sich 
für  die  Kraft  D  in  Fig.  78  c : 

2     «       2  * 
Die  Breite  des  Qaerschnittes  sei  h;  also  ist 


Hiermit  ergibt  sidi 


_  _  1    Ol  •  fc  • «     Ä 

¥       »  2 


1        &    - 

Denselben  Wert  bekommen  wir  für  die  Besultierende  Z  der  Zag- 
kräfte. 

Die  Lagen  der  Kräfte  D  und  Z  sind  nach  §  10  (5.  Aufgabe) 
dadurch  bestimmt,  daß 

und  ebenso 

2 

ist.    Der  Gesamtabstand  zwischen  D  und  Z  ist  also  -^ft. 
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Biegungsformel   a  =  -y-  •  y   aulgestellt.      Außer   den  ITortnalspan- 

nungen  wirken  aber  noch  die  in  der  Querschnittsebene  liegenden 
Schubspannungen  r .  Mit  deren  Berechnung  wollen  wir  uns  jetzt 
beschäftigen. 

Von  den  drei  Gleichgewichtsbedingungen,  die  in  §  38  den 
Ausgangspunkt  der  Spannungsberechnung  bildeten,  enthalten  die 
erste  und  die  dritte  nur  die  Normalspannungen  o  und  sind  des- 
halb auch  zu  deren  Ermittlung  bereits  benutzt  worden.  Die 
Schubspannungen  kommen  in  diesen  beiden  Gleichu!ngen  gar  nicht 
vor.  Es  bleibt  also  zur  Berechnung  der  Schubspannungen  t  nur 
die  zweite  Gleichung  übrig,  nämlich: 

A  =  Pi  +  Pg  +  T     (Fig,  75d  und  76c). 

Hierin  bedeutet  T  die  Eesultierende  der  in  der  Querschnittsfläche  a  6 
enthaltenen  Schubkräfte;  A,  P^  und  Pg  sind  die  am  Teile  I  an- 
greifenden äußeren  Kräfte.  Wir  schreiben  die  Gleichung  zunächst 
so,  daß  die  unbekannte  Größe  allein  auf  einer  Seite  steht: 

T==Jl-Pi-P8. 

Auf  der  rechten  Seite  steht  die  Summe  der  seitlich  vom  Schnitte 
befindlichen  äußeren  Kräfte,  wobei  die  entgegengesetzte  Eichtung 
von  A  und  P^ ,  Pg  durch  verschiedene  Vorzeichen  zum  Ausdruck 
gebracht  ist.     Wir  wollen  diese  Summe  die 

^  ,,Eraftsamme^^  oder  „Qnerkratt^^  Q 
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für  den  Schnitt  ah  nennen.    Hiermit  lautet  die  Formel  zur  Be- 
rechnung der  Schubkraft: 

(I)  T^Q. 

In  Worten:  Die  Besultierende  aller  Schvhhräfte  in  einem  Schnitte  ah 
ist  gleich  der  Kraftsumme  (Querhraft)  für  diesen  Schnitt. 

n*  Die  Anordnung  der  Schubspannangen  bei  den  verschiedenen 
Qnersphnittslormen. 

Durch  diese  Formel  ist  nun  die  Resultierende  aller  Schub- 
kräfte bestimmt.  Es  bleibt  aber  noch  anzugeben,  wie  sich  die 
Schubkräfte  auf  die  einzelnen  Flächenelemente  (Fig.  76)  des  Quer- 
schnittes verteilen.  Wir  sollen  jetzt  also  für  jedes  Flächenelement 
die  Größe  der  betreffenden  Schubspannung  t  und  außerdem  deren 
Richtung,  oder  —  was  auf  dasselbe  hinauskommt  —  die  beidfen 
Seitenkräfte  r,  und  t«,  von  t  bestimmen.  Leider  endet  hier  unsere 
Weisheit.  Daß  aus  der  obigen  Formel  (I)  sich  bereits  alle  Schub- 
spannungen im  einzelnen  ausrechnen  lassen  sollen,  ist  natürlich 
nicht  zu  verlangen.  Denn  auch  bei  den  l^ormalspannungen  o 
mußten  wir  ja  zu  den  Gleichgewichtsbedingungen  noch  eine  An- 
nahme (die  Navier sehe  Hypothese)  zu  Hilfe  nehmen,  um  dip 
nötige  Anzahl  von  Gleichungen  zu  erhalten.  Der  Unterschied  be- 
steht aber  darin,  daß  die  Navier  sehe  Hypothese  recht  gut  mit 
der  Wirklichkeit  übereinstimmt,  während  die  zur  Berechnung  der 
Schubspannungen  üblichen  Annahmen  dieses  leider  nicht  tun. 

An  dieser  Stelle  wollen  wir  nicht  weiter  auf  die  Sache  ein- 
gehen. Es  möge  jetzt  genügen,  für  einige  Fälle  die  aus  derartigen 
Berechnungen  sich  ergebenden  Resultate  zusammenzustellen.  (Es 
wird  sich  nämlich  herausstellen,  daß  die  Wirkung  der  Schub- 
spannungen gegenüber  der  Wirkung  der  Kormalspannungen  im 
allgemeinen  vernachlässigt  werden  darf.) 

Diese  Resultate  sind  nun  folgende: 

a)  Für  den  rechteckigen  Querschnitt  (Fig.  79  a  und  b).  Die 
Schubspannungen  laufen  sämtlich  parallel  der  j^-Achse  (die  Kom- 
ponenten r„  sind  also  gleich  fTuU).  Die  größte  Schubspannung 
tritt  in  der  mittleren  Faserschicht  auf,  und  zwar  ist  bei  einer 
Querkraft  Q  und  einer  Querschnittsfläche  F  =  hh  diese  maximale 
Schubspannung: 

r         — -Ül 

rmax  -  2    F  * 
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Um  die  Verteilung  der  Schubspannungen  anschaulich  zur  Dar- 
stellung zu  bringen,  wollen  wir  sie  rechtwinklig  zu  den  einzelnen 


r' 

f- 


I 


Tr^utjf 


7r 


&-a 


"(a)  (b) 


(d) 


\f 


Fig.  79. 


Rächenstreifen  aufgetragen  denken  (Fig.  79  b).  Dann  ergibt  sich, 
daß  die  Endpunkte  der  t  auf  einer  Kurve,  nämlich  einer  Parabel, 
liegen. 

Für  die  Praxis  ist  aus  dem  Obigen  besonders  zweierlei   zu 
merken: 

1.  Die  Schubkraft  T  verteilt  sich  also  nicht  gleichmäßig  auf 
die  einzelnen  Flächenstreifen   (denn   dann   wäre  ja  fär  alle  von 

Q 

diesen  die  Schubspannung  r  =  ^ ),   sondern   die   größte   Schub- 

Spannung  ist  um  50 7o  größer  als  bei  gleichmäßiger  Verteilung. 

2.  Die  Schubspannung  in  den  äußersten  Fasern  (also  gerade 
da,  wo  die  größten  Normalspannungen  auftreten)  ist  gleich  Null. 

b)   Für  den  Kreisqnerschnitt  (Fig.  79  c  und  d).     Nur   in   der 
mittelsten  Faserschicht  laufen  die  Schubspannungen  parallel,  der 
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^-Ach8e,  und  zwar  sind  dieses  die  größten  Bchnbspannnngen,  die 
überhaupt  in  der  Quersohnittsfläche  vorkommen.  Die  Formel  zu 
ihrer  Berechnung  lautet 

Tmax  -  3-  -^  • 

{Q  =  Kraftsumme  für  den  betreffenden  Schnitt;  F  ^  -j-  =  Inhalt 
der  Querschnittsfläche.) 

Für  jeden  anderen  Flächenstreifen  sind  die  Schubspannungen 
schräg  gegen  die  y-Achse  gerichtet.  Man  findet  diese  Eichtung 
z.  B.  für  den  Flächenstreifen  f^,  indem  man  an  dieser  Stelle  an 
den  Kreisumfang  die  Tangenten  legt  und  hierdurch  den  Punkt  A 
bestimmt.  Daün  laufen  sämtliche  Schubspannungen  der  einzelnen 
Elemente  (d.  h.  der  kleinen  Quadrate)  des  Flächenstreifens  durch 
diesen  Punkt.  Die  Größe  der  Schubspannungen  in  den  einzelnen 
Elementen  ein  und  desselben  Streifens  ist  voneinander  verschieden; 
und  zwar  hat  dasjenige  Element  des  Streifens,  das  am  Kreis- 
umfange liegt,  die  größte  Schubspannuhg  von  allen  Elementen 
dieses  Streifens.'    Die  betreffende  Formel  lautet 


-ny^-ii)'- 


Trägt  man  die  Schubspannungen  von  einer  Geraden  aus  als  Strecken 
auf,  so  liegen  deren  Endpunkte  auf  einer  Ellipse  (Fig.  79  d). 
Zu  merken:  « 

1.  Die  größte  Schubspannung  ist  um  Vs  =  33V8Vo  größer  als 
die  Schubspannungen,  die  bei  gleichmäßiger  Verteilung  entstehen 
würden. 

2.  In  der  obersten  und  der  untersten  Faser  (also  da,  wo  die 
größten  Spannungen  o  auftreten)  sind  auch  bei  diesem  Querschnitt 
die  Schubspannungen  gleich  Null. 

c)  Für  einen  beliebigen  Querschnitt  Auch  für  irgendeinen 
anderen  Querschnitt  ergibt  sich  bei  den  betreffenden  Untersuchungen 
—  auf  Grund  mehr  oder  minder  unzutreffender  Annahmen  —  eine 
ähnliche  Verteilung  der  Schubspannungen:  In  den  mittleren  Flächen- 
streifen sind  die  Schubspannungen  am  größten,  und  in  den  äußersten 
Fasern  sind  sie  gleich  Null. 

in.  Sclylußtolgerttng. 

Bei  einem  auf  Biegung  beanspruchten  Stabe  findet  erfahrungs- 
gemäß die  Zerstörung  entweder  in  der  untersten  Faser  (durch 
Einreißen)  oder  in  der  obersten  Faser  (durch  Zerquetschen)  statt. 
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Gerade  in  diesen  beiden  Pasersehichten  sind  aber  die  Schubspan- 
nnngen  gleich  Null!  Daraus  folgt  mit  großer  Wahrscheinlichkeit, 
daß  die  Schubspannungen  nur  geringen  Einfluß  auf  die  Festigkeit 
eines  gebogenen  Stabes  haben  werden.  Entscheidend  fär  dessen 
Festigkeit  sind  vor  allen  Dingen  die  Normalspannungen  a,  während 
die  Schubspannungen  t  im  allgemeinen  vernachlässigt  werden 
können. 

Dieses  ist  der  Grund,  weshalb  in  Brückenberechnungen  usw.* 
fast  niemals  von  den  t  die  Eede  ist.  (Ausnahme:  s.  „Eisenbeton**). 


§  42. 
Darstellung  der  Theorie  an  einem  Biägungsversueh. 

Bei  diöu  bisherigen  Untersuchungen  der  Biegungsfestigkeit  sind 
wir  —  von  einer  allgemeinen  Betrachtung  der  Formänderungen 
und  der  zu  erwartenden  Spannungen  ausgehend — durch  Anwendung 
der  Gleichgewichtsbedingungen  und  Hinzuziehung  von  Annahmen 
und  verschiedenen  mathematischen  Umformungen  glücklich  zur 
Bestimmung  der  inneren  Kräfte  gelangt.  Den  naheliegendsten 
Weg  zur  Ermittlung  dieser  E^räfte  haben  wir  aber  in  echt  deutscher 
Umständlichkeit  bisher  noch  gar  nicht  beschritten.  Dieses  wollen 
wir  jetzt  nachholen.  . 

Nämlich:  Wir  wollen  die  inneren  Kräfte  kennen  lernen,  die 
in  einer  Querschnittsfläche  ab  eines  Balkens  wirken.  Nun  gut, 
schneiden  wir  doch  den  Balken  einfach  an  dieser  Stelle  durch 
und  sehen  dann  mit  eigenen  Augen  nach,  was  in  dieser  Quer- 
schnittsfläche eigentlich  vorgeht! 

In  Fig.  80a  haben, wir  einen  Balken  mit  rechteckigem  Quer- 
schnitt auf  zwei  Stützen  A  und  B .  Um  auch  n^ch  etwas  Neues 
hinzuzulernen,  ist  der  Balken  über  den  einen  Stützpunkt  hinaus 
verlängert.  Auf  diese  Weise  entsteht  ein  sogenannter  „üherknigender 
Balken'^.     Die  Stützweite  des  Balkens  ist       » 

l  =  30,0  cm, 
die  gesamte  Länge 

L  =  36,0  cm. 

Die  Belastung  besteht  aus  den  Kräften  P^ ,  Pg  und  Pj .  Außer- 
dem müssen  wir  in  diesem  Falle  aber  auch  das  Eigengewicht  ö 
des  Balkens  berücksichtigen,  da  die  anderen  Lasten  so  klein  sind, 
daß  es  ihnen  gegenüber  wohl  in  Betracht  kommt.    Es  wurde  durch 

14* 
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Wägung  sa  0,6  kg  bestimmt.     Insgesamt  haben  wir  also  folgende 
Belastungen  des  Balkens: 

Pi=0,9kg;       P,  ==l,2kg;       P,  «*  1,4  kg;       ö  ==  0,6  kg. 

Diese  Belastungen  und  überhaupt  die  ganze  \^ersuchsanordnung 
sind  so  gewählt,  daß  jeder  Leser  den  Versuch  selber  durchführen 
kann.  Hierzu  die  Anregung  zu  geben,  ist  der  Hauptzweck  dieser 
Zeilen.  Wer  einen  solchen  Versuch  selber  ausführt,  wird  erstaunt 
seih,  wie  einfach  und  beinahe  selbstverständlich  ihm  vieles  er- 
scheint, was  einem'  anderen  erhebliches  Kopfzerbrechen  verursacht. 
Diese  Bemerkung  gilt  namentlich  auch  für  die  später  vorzutragen- 
den Untersuchungen. 

L  Nachprüfung  der  Autlagerkrälte« 

Zunächst  berechnen  wir  die  Auflagerkräfte  A  und  B  (s.  Ab- 
schnitt n,  insbesondere  §  16).  Um  A  zu  bestimmen,  stellen  wir  die 
Qleichgewichtsbedingung:  „Summe  der  rechtsherum  zeigenden 
Momente  gleich  Summe  der  linksherum  zeigenden  Momente'',  und 
zwar  von  sämtlichen  an  dem  Balken  angreifenden  Kräften,  auf. 
Als  Bezugspunkt  nehmen  wir  zweckmäßig  Punkt  B .  Das  Eigen- 
gewicht ist  in  Wirklichkeit  eine  über  die  Balkenlänge  L  =  36,0  cm 
gleichmäßig  verteilte  Last.  Beim  Aufstellen  der  Momente  können 
wir  aber  diese  unendlich  vielen  kleinen  Kräfte,  die  zusammen  das 
Gewicht  des  Balkens  bilden,  ersetzen  durch  ihre  Eesultierende  6, 
die  in  halber  Balkenlänge  L  einzuzeichnen  ist.  Somit  haben  wir 
zur  Bestimmung  von  A  die  Gleichung 

A .  30,0  +  Pg  •  6,0  =  Pi .  25,0  +  Pg  •  13,0  +  ö  •  12,0 

A  .  30,0  =  Pi  •  25,0  +  Pg  •  13,0  +  (?•  12,0  -  P,  •  6,0 

^=3~q(0,9. 25,0+1,2. 13,0  +  0,6. 12,0- 1,4. 6,0) 
'36,9 


30,0 
A  =  1,23  kg. 

Entsprechend  wird  B:    .  '         i 

B .  30,0  =  Pj .  5,0  +  Pj .  17,0  +  Q .  18,0  +  P3  •  36,0 

B  -  gi^  (0,9 . 5,0  +  1,2  .  17,0  +  0,6  •  18,0  +  1,4 .  36,0) 

86,1 


30,0 
B  =  2,87  kg. 
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Um  diese  Werte  kontrollieren  zu  können,  wurde  in  Fig.  80a 
der  kleine  Holzbalken  auf  zwei  gleicharmige  Hebel  gesetzt,  die 
ihrerseits  auf  einer  Tischplatte  aufruhen.  Büerdurch  werden  die 
Auflagerdrücke  A  und  B  gewissermaßen  sichtbar  vorgeführt.  Bei 
Ausführung  des  Versuches  zeigt  sich,  daß  auf  die  Hebel  tatsäch- 
lich die  Lasten  1,23  kg  und  2,87  kg  aufgebracht  werden  müssen, 
um  den  Balken  im  Gleichgewicht  zu  halten.  Allerdings  bedurfte 
es  eigentlich  dieser  Prüfung  gar  nicht;  denn  die  Berechnung  der 
Auflagerkräfte  ist  ja  nichts  anderes  als  die  Anwendung  der  Gleich- 
gewichtsbedingungen, und  diese  sind  —  sofern  überhaupt  die  Grund- 
lagen der  mechanischen  Wissenschaft  zutreffen  —  mathematisch 
erwiesen.  Immerhin  ist  es  lehrreich,  die  Theorie  gewissermaßen 
greifbar  vor  Augen  zu  haben. 

IL  Nachpriilung  der  inneren  KräUe* 

1.  Nun  gehen  wir  zur  Betrachtung  der  im  Innern  des  Balkens 
wirkenden  Kräfte.  Wir  schneiden  ihn  also  einfach  an  einer  Stelle  a  h 
durch  (Fig.  80a)  und  betrachten  die  hierdurch  entstehenden  Teile  I 
und  II  besonders  (Fig.  80b).  Nach  unseren  bisherigen  Unter- 
suchungen ist  dann  folgendes  zu  erwarten:  Im  oberen  Teile  müssen 
Druckkräfte  und  im  unteren  Teile  müssen  Zugkräfte  vorhanden 
sein.  Wenn  wir  auch  die  auf  die  einzelnen  Flächenstreifen  wirken- 
den inneren  Kräfte  o  •  f  beim  Versuch  nicht  alle  einzeln  vorführen 
können,  so  können  wir  aber  doch  ganz  bequem  die  Eesultierenden 
der  Druck-  und  der  Zugkräfte  darstellen.  Also  das  in  §  40  (Fig.  78) 
mit  D,  Z  bezeichnete  innere  Kjäftepaar.  Um  die  Kraft  D  hervor- 
zurufen, klemmen  wir  in  dem  oberen  Teile  zwischen  I  und  II 
einen  kleinen  Holzstab  ein  (Fig.  80b);  und  um  Z  darzustellen, 
verbinden  wir  in  dem  unteren  Teile  die  Stücke  I  und  II  durch 
einen  zwischen  zwei  Haken  gespannten  kleinen  Draht.  Somit 
haben  wir  die  Wirkung,  die  sonst  durch  die  inneren  Kräfte  ä-/' 
auf  die  Teile  I  und  II  hel'vorgerufen  wird,  durch  die  Einfügung 
des  Druckstabes  D  und  der  kleinen  Zugstange  Z  zur  Anschauung 
gebracht. 

Außer  den  Normalspannungen  o  haben  wir  aber  in  dem  Quer- 
schnitte noch  die  Schubspannungen  t  .  Deren  Eesultierende  hatten 
wir  mit  T  bezeichnet  (Fig.  76  c).  Natürlich  müssen  wir  auch  noch 
diese  an  unseren  Balkenteilen  I  und  II  in  Fig.  80b  anbringen, 
um  sie  im  Gleichgewicht  zu  halten.  Die  Kraft  T  wirkt  inner- 
halb der  Querschnittsebene,  parallel  den  äußeren  Kräften.  Um 
sie  zur  Darstellung  zu  bringen,  verbinden  wir  die  Teile  I  und  II 
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durch  einen  Draht  T  (Fig.  80  b).  AUierdings  verläuft  dieser  Draht 
nicht  genau  in  Eicfitung  des  Schnittes  a&,  sondern  etwas  schräg. 
Die  Abweichung  kann  aber  so  gering  gemacht  werden  —  nament- 
lich, wenn  man  den  Versuch  in  etwas  größerem  Maßstabe  aus- 
führt — ,  daß  die  Schrägstellung  von  T  keinen  wesentlichen  Ein- 
fluß auf  die  Größen  der  beiden  anderen  Kräfte  D  und  Z  haben 
kann.  Auf  jeden  Fall  gentigt  aber  auch  schon  die  Versuchs- 
anordnung von  Fig.  80b,  um  zu  zeigen:  daß  sich  die  in  einem 
Schnitte  ah  wirkenden  inneren  Kräfte  zurückführen  lassen  auf 
zwei  horizontal  gerichtete  Kräfte  D  und  Z ,  und  eine  in  Eichtung 
des  Schnittes  wirkende  Kraft  T.  Übrigens  kann  man  es  durch 
Anbringung  von  Eollen  leicht  erreichen,  daß  die  Kraft  T  sowohl 
bei  I  als  auch  bei  II  genau  parallel  der  Schnittfläche  geführt  wird. 
2.  Um  nun  noch  genauer  zu  sehen,  wie  diese  Kräfte  D, Z und  T 
auf  jedes  der  Balkenstücke  I  und  II  wirken,  ist  der  Versuch  nach 
Fig.  80c  und  d  weitergeführt,  lieben  I  und  II  sind  kleine,  ein- 
fache Holzböcke  gestellt,  die  unten  eine  Eolle  und  oben  einen 
Winkelhebel  tragen.  ISmh  können  wir  die  Kräfte  D  und  Z  direkt 
einzeln  ausüben  und  messen.  Ebenso  stellen  wir  die  Schubkraft  T 
am  Teile  I  durch  ein  meßbares  Gewicht  T  dar.  Da  der  Balken- 
querschnitt rechteckig  gewählt  ist,  müssen  die  Kräfte  D  und  Z, 
wenn  sie  die  wirklich  vorhandenen  Normalkräfte  o^  •  t\  ^o^'f^  usw. 
ersetzen  sollen,  in  einem  Abstände 

«  =  I Ä  =  1 8,0  =  5,33  cm 

angebracht  werden  (vgl.  Fig.  78  c).    Hiernach  ist  in  Fig.  80c  und  d 
geschehen. 

Nun  soll  sich- also  nach  §  40  und  §  41  herausstellen:  Die 
Schubkraft  T  muß  gleich  der  Kraftsumme  Q  sein,  und  das  Moment 
des  Kräftepaares  D,  Z  muß  gleich  der  Momentensumm^  M  der 
äußeren  Kräfte  sein.  Am  Teile  I  haben  wir  an  äi^ßeren  Kräften  Ä ,  P^ 
und  das  Gewicht  Gj  des  Teiles  I.  Letzteres  ergibt  sich  aus  dem 
Gesamtgewicht  ff: 

und  zwar  greift  diese  Kraft  in  der  Mitte  der  Länge  12,0  cm  an. 
Somit  wird  für  den  Teil  I  die 

Kraftsumme     Q  =  JL  —  P^  —  6^ 

=  1,23  -  0,90  -  0,20 
Q  =-  0,13  kg, 
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MomentensTimme    M  =  A^  12,0  —  Pi  •  7,0  —  0/ •  6,0 

«=  1,23  .12,0  -  0,90  •  7,0  -  0,20  •  6,0 
M  =  7,26  cmkg. 

Andererseits  zeigt  nun  der  Versuch:  Es  muß  an  inneren  Kräften 
aufgebracht  werden: 

Schubkraft     T  -=  0,13  kg, 

Kräfte  D  und  Z: 

D  =  Z^  1,36  kg. 

Die  Elräfte  D  und  Z  stellen  sich  also  als. ein  Elräftepaar  heraus, 
und  zwar  hat  dieses  das  Moment 

Jf  =  1,36-5,33 
=  7,26  cmkg. 

Die  Gegenüberstellung  dieser  durch  den  Versuch  gefundenen  Werte 
mit  den  vorhin  berechneten  Werten  Q  und  M  zeigt,  daß  in  der  Tat 

Schubkraft  T  =-  Kraftsumme  Q  , 
Moment  von  D^  Z  ^  Momentensumme  M  der  äußeren  Kräfte 

ist  —  wie  es  die  Theorie  verlangt. 

In  Fig.  80 d  ist  auch  der  rechts  vom  Schnitte  gelegene  Balken- 
teil gezeichnet.  Auf  den  müssen  natürlich  in  der  Schnittfuge  ab 
dieselben  Kräfte  D,  Z  und  T  ausgeübt  werden,  um  ihn  im  Gleich- 
gewicht zu  halten.  Die  beiden  Kräfte  D  in  Fig.  80  c  und  d  sind 
ja  in  Wirklichkeit  ein  und  dieselbe  Kraft  —  nämlich  die  Resul- 
tierende der  in  der  Schnittfuge  ah  vorhandenen  Druckkräfte  — , 
nur  daß  sie  in  Fig.  80c  in  ihrer  Wirkung,  auf  Teil  I  und  in 
Fig.  80  d  in  ihrer  Wirkung  auf  Teil  II  dargestellt  ist.  Hierdurch 
kommt  es  zustande,  daß  sie  in  Fig.  80  c  nach  links  und  in  Fig.  80  d 
nach  rechts  zeigend  gezeichnet  werden  muß.  Genau  dasselbe  ist 
mit  der  Kraft  Z  von  Fig.  80  b  der  Fall:  Diese  zwischen  den 
Teilen  I  und  II  wirkende  Zugkraft  muß,  wenn  m^an  ihre  Wirkungen 
auf  die  Teile  I  und  II  getrennt  darstellt,  einmal  nach  rechts  und 
einmal  nach  links  zeigend  dargestellt  werden,  und  schließlich 
muß  die  Schubkraft  T  mit  entgegengesetzten  Pfeilrichtungen  ge- 
zeichnet werden,  je  nachdem  man  ihre  Wirkung  auf  den  Teil  I 
oder  den  Teil  II  darstellen  will.  Da  sie  sich  bei  unserem  Ver- 
suche am  Teile  I  nach  unten  wirkend  ergeben  hatte,  muß  sie  am 
Teile  II  nach  oben  wirkend  angebracht  werden.  In  der  Tat  zeigt 
der  Versuch,  daß  auf  den  rechten  Teil   eine  nach  oben  zeigende 
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bei  der  Schubkraft'  T  hat»  dieser  Gedankengang  für  den  Anfänger 
meistens  etwas  Befremdendes.  Trotzdem  ist  es  dasselbe:  Man 
braucht  ja  nur  eine  Gummischnur  mit  den  Händen  so  auseinander- 
zuziehen, daß  diese  vertikal  übereinander  stehen  und  die  Schnur 
in  Richtung  der  Handflächen  läuft.  Dann  hat  man  die  Verkörperung 
der  Schubkraft  (Fig.  80b)  und  wird  wohl  dabei  merken,  daß  ein 
und  dieselbe  Kraft  auf  die  beiden  durch  sie  verbundenen  Körper 
stets  in  entgegerigesetzten  Richtungen  wirkt.  Diese  Eigenschaft 
braucht  also  weder  bewiesen  noch  auch  nur  erklärt  zu  werden, 
sie  bildet  sozusagen  das  Wesen  einer  foaft. 

3.  Nachdem  wir  die  im  Schnitte  a  b  wirkenden  inneren  B^räfte 
und  ihre  Darstellung  erledigt  haben,  wollen  wir  noch  einen  anderen 
Schnitt,  cd  in  Fig.  80a,  untersuchen.  Im  Prinzip  kann  sich  natürlich 
nichts  ändern.  Im  einzelnen  ergibt  der  Versuch  aber  folgende 
Verschiedenheiten  (Fig.  80  e):  Jetzt  muß  die  zugfeste  Verbindung  Z 
in  dem  oberen  Teile  des  Querschnittes  angebracht  (eingeschraubt) 
werden,  und  der  kleine  Druckstab  D  muß  in  dem  unteren  Teile 
zwischen  die  Balkenstücke  III  und  IV  geklemmt  werden.  Die 
Normalkräfte  sind  also  gegenüber  Fig.  80b  miteinander  vertauscht. 
Auch  die  Schubkraft  T  wirkt  jetzt  anders.  Denn  der  die  Kraft  T 
hervorrufende  Verbindungsdraht  muß  jetzt  von  links  unten  nach 
rechts  oben  laufen,  um  zusammen  mit  B  und  Z  Gleichgewicht  zu 
erzielen.  Zeichnet  man  diese  Kräfte  D,  Z  und  T  von  Fig.  80  e 
so  auf,  wie  sie  auf  jeden  der  Balkenteile  III  und  IV  einzeln 
wirken,  so  bekommt  man  das  in  Fig.  80f  dargestellte  Kräfte- 
bild. Vergleicht  man  diese  Darstellung  mit  der  Fig.  80  c  uj|d  d, 
so  sieht  man,  daß  im  Prinzip  dieselben  Kräfte  auftreten,  dagegen 
die  Eichtungen  der  Kräfte  gerade  entgegengesetzt  geworden  sind. 
Im   nächsten  Paragraphen  werden  wir  nun  sehen,  wie  diese  Ver- 
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SQhiedenheit  in  den  Bichtungen  in  Übereinstimmung  gebracht 
werden  kann  mit  dem  Wechsel  der  Vorzeichen  der  Kraftsumme  Q 
und  der  Momentensumme  M  bei  den  verschiedenen  Querschnitten. 


Zusammenfassung. 

Der  Versuch  hat  uns  dreierlei  Beachtenswertes  gezeigt: 
i.   Die  in  einem  Querschnitte  ah  eines  Balkens  vorhandenen 
inneren  Kräfte  lassen  sich  tatsächlich  auf  ein  Kräftepaar  D,  Z 
und  auf  eine  Schubkraft  T  zurückführen..    Die  zur  Berechnung 
dieser  Kräfte  früher  abgeleiteten  Aussagen 

(I)  Schubkraft  T  =  Kraftsumme  Q  , 

(EL)      Moment  von  D^  Z  =^  Momentensumme  M 

sind  durch  den  Versuch  bestätigt. 

2.  Es  hat  sich  selbstverständlich  auch  beim  Versuch  heraus- 
gestellt, daß  jede  dieser  inneren  Kräfte  in  entgegengesetzten  Bich- 
tungen zeigt,  je  nachdem  sie  auf  den  einen  oder  auf  den  anderen 
Balkenteil  wirkend  dargestellt  wird. 

3.  Die  l^ormalkräfte  treten  für  die  verschiedenen  Querschnitte 
in  den  beiden  möglichen  Anordnungen  —  entweder  oben  Druck 
und  unten  Zug,  oder  umgekehrt  —  auf.  Auch  die  Schubkraft  T 
tritt  in  zweierlei  Anordnung  auf:  Entweder  wirkt  sie  auf  den 
linken  Teil  nach  unten  und  dann  also  auf  den  rechten  Teil  nach 
oben,  oder  aber  umgekehrt,  ein. 


§43. 

Yorzeichenregeln  für  Q  und  M. 

I.  Vorzeichenregel  ttir  die  Krattsumme  Q* 

Die  in  einem  Querschnitte  vorhandene  Schubkraft  T  kann 
also  in  zwei  verschiedenen  Anordnungen  auftreten;  entweder  nach 
Fig.  80  b  oder  nach  Fig.  80  e.  Nehmen  wir  nicht  die  gesamten 
Besultierenden  T,  sondern  die  einzelnen  Schubspannungen,  so 
werden  diese  also  entweder  nach  Fig.  81a  oder  nach  Fig.  81b  in 
denirerschiedenen  Querschnitten  eines  Balkens  wirksam  sein.  (Die 
Normalspannungen  sind  in  Fig.  81  fortgelassen,  da  es  sich  jetzt 
nur  um  die  Schubspannungen  handelt.)  Um  sich  eine  Vorstellung 
von  dieser  Verschiedenheit  der  Wirkungen  zu  machen,  denke  man 
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an  zwei  unmittelbar  nebeneinanderstehende  vertikale  Flächen  (z.  B. 
die  Handflächen),  zwischen  deren  einzelnen  Pnnkten  verbindende 
Kräfte  wirken.  Gleitet  nun  die  linke  Fläche  etwas  nach  oben 
und  die  rechte  nach  unten,  so  werden  die  Verbindungskräfte  auf 
die  beiden  Flächen  nach  Fig.  81a  wirken.  Verschiebt  sich  aber 
die  Unke  Fläche  nach  unten  und  die  rechte  nach  oben,  so  wirken 
die  verbindenden  Kräfte  auf  den  linken  bzw.  rechten  Teil  so,  wie 
in  Fig.  81b  angenommen  ist. 

Um  nun  diese  beiden  möglichen  Fälle  zu  unterscheiden,  wollen 
wir  Fig.  81a  die  „positive"  und  Fig.  81b  die  „negative  Anordnung^^ 


Pj  «  ^,4oi^ 


j, f 2,0  cm ^ 


87ig 


P^'^o,  9o}ig     J}  '^ijobg 


P^-^t,4ohg 


k'^Uihg 


Fig.  81. 


der  Schubspannungen  nennen.  Unsere  zunächst  zu  lösende  Frage 
sei  nun:  Wie  können  wir  bereits  an  der  Kraftsumme  Q  erkennen, 
ob  die  Schubspannungen  in  dem  betreffenden  Querschnitt  in 
positiver  oder  in  negativer  Anordnung  auftreten  werde^f 

Zur  Beantwortung  dieser  Frage  muß  man  sich  klar  werden, 
daß  die  Kraftsumme  Q  sich  aus  nach  oben  zeigenden  und  aus 
nach  unten  zeigenden  Kräften  zusammensetzt.  Dieser  Unterschied 
in  den  Eichtungen  der  äußeren  Kräfte  äußert  sich  natürlich  auch 
in  den  Schubspannungen.  Betrachten  wir  zunächst  das  Gleich- 
gewicht des  Teiles  links  vom  Schnitte,  so  zeigt  sich  hinsichtlich 
dieser  Verschiedenheit  folgendes:  Eine  am  linken  Teile  nach  oben 
gerichtete  Kraft  (Auflagerdruck  A)  erfordert  zur  Erhaltung   des 
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Gleichgewichts  eine  auf  diesen  Teil  nach  unten  wirkende  Schub- 
kraft („Positive  Anordnung").  Und  umgekehrt:  Zu  einer  am  linken 
Teile  nach  unten  zeigenden  Kraft  gehört  eine  aufwärtsgerichtete 
Schubkraft  („Negative  Anordnung").  In  Wirklichkeit  wirken  nun 
an  diesem  Teile  sowohl  nach  oben  als  auch  nach  unten .  zeigende 
Kräfte.  Innerhalb  des  Querschnittes  kann  also  eine  positive  oder 
eine  negative  Anordnung  der  Schubspannungen  eintreten,  und  zwar 
richtet  sich  dieses  augenscheinlich  nach  folgender  Eegel:  Über- 
wiegen am  linken  Teile  die  nach  oben  zeigenden  Kräfte,  so  müssen 
die  Sbhubspannungen  in  positiver  Anordnung  vorhanden  sein;  über- 
wiegen aber  die  nach  unten  zeigenden  Kräfte,  so  gehört  zu  den 
betreffenden  Lasten  eine  negative  Anordnung  der  Schubspannungen. 

Beim  Aufstellen  der  Kraftsumme  Q  werden  wir  also  zweck- 
mäßig von  vornherein  die  am  linken  Teile  nach  oben  zeigenden 
Kräfte  mit  positivem  und  die  daselbst  nach  unten  zeigenden 
Kräfte  mit  negativem  Vorzeichen  einführen.  Kommt  dann  für 
Q  etwas  Positives  heraus,  so  bedeutet  dieses,  daß  die  nach  oben 
zeigenden  Kräfte  überwiegen,  und  dann  treten  auch  die  Schub- 
spannungen in  positiver  Anordnung  auf  (Fig.  81a).  Kommt 
aber  für  Q  etwas  Negatives  heraus,  so  ist  dadurch  angezeigt,  daß 
die  nach  unten  zeigenden  Kräfte  überwiegen,  und  zu  diesem 
Falle  gehört  auch  eine  negative  Anordnung  der  Schubspannungen 
(Fig.  81b).  Auf  diese  Weise  gibt  das  endgültige  Vorzeichen  .  der 
Kraftsumme  Q  gleichzeitig  das  Vorzeichen  für  die  Anordnung  dex 
Schubspannungen  an,'  und  unsere  eingangs  gestellte  Aufgabe  ist 
gelöst. 

Bisher  haben  wir  die  Schubkraft  T  in  einem  Querschnitte 
dadurch  bestimmt,  daß  wir  die  Kraftsumme  für  den  linJcs  vom 
Schnitte  befindlichen  Trägerteil  aufstellten.  Natürlich  können  wir 
T  auch  aus  dem  Gleichgewicht  des  rechten  Trägerteiles  ableiten. 
Nur  hinsichtlich  der  Vorzeichen,  mit  denen  die  einzelnen  Kräfte  beim 
Aufstellen  der  B^raftsumme  Q  einzuführen  sind,  tritt  ein  Unter- 
schied ein.  Jetzt  gehört  nämlich  zu  einer  nach  oben  gerichteten 
Kraft  eine  „negativ"  angeordnete  Schubkraft  T  (Fig.  81b),  und 
zu  einer  nach  unten  gerichteten  KJraft  gehören  „positive"  Schub- 
spannungen. Dieser  Unterschied  kommt  eben  daher,  weil  auch 
die  Schubspannungen  auf  den  linken  und  auf  den  rechten  Teil  in 
entgegengesetzten  Richtungen  einwirken.  Wenn  wir  also  die  Baratt- 
Summe  Q  am  rechten  Teile  aufstellen,  werden  wir  die  nach  oben 
zeigenden  Kräfte  mit  negativem  und  die  nach  unten  zeigenden 
Kräfte  mit  positivem  Vorzeichen  einführen.    Dann  stimmt  wieder 
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das  endgültige  Vorzeichen  von  Q  mit  dem  Vorzeichen  für  die  Schub - 
kraftanordnung  überein,  so  daB  letztere  dnrch  das  Vorzeichen  Ton  Q 
bereits  mitbestimmt  ist.  Am  klarsten  wird  die  Zweckmäßigkeit 
dieser  Vorzeichenfegeln  beim  Durcharbeiten  eines 

Zahlenbeispiels« 

Aufgabe.    Bei  dem  in  Fig,  80a  gezeichneten  Balken  soUen  die 

Eraftsummen  Q  für  die  Quer^clinitte  ah  und  cd  bestimmt  werden! 

Zunächst  stellen  wir  die  äußeren  Kräfte  zusammen.     Es  war 

P,  «  0,90  kg;       P,  =  1,20  kg;       P,  =  1,40  kg;       0  =  0,60^ kg. 

Ferner  hatten  wir  berechnet 

A  «  1,23  kg;       B  =  2,87  kg. 

Für  das  Folgende  brauchen  wir  außerdem  die  Gewichte  Oj  jOu  usw. 
der  Tdle  I,  II  usw.  (Fig.  81a  und  b).  Diese  Gewichte  siixd  gleich 
dem  Gesamtgewicht  O ,  verkleinert  im  Verhältnis  der  Längen.   Also 

ö/  =  0,60-^  =  0,20  kg;  öxi  =  0,60. ^-0,40  kg; 

27  0  Q  0 

Nun  können  wir  die  Kraftsummen  Q  und  die  Schubkräfte  T  be- 
rechnen. 

a)  Für  den  Querschnitt  ah  ergibt  sich  die  KiUftsumme,  unter 
Innehaltung  der  soeben  aufgestellten  Vorzeichenannahmen: 

Am  linken  Teile  abgeleitet:  Am  rechten  Teile  abgeleitet: 

«  «  H-ii  —  Pi  —  0/  «  =  -B  +  P,  +  P,  +  (?// 

=  +1,23  —  0,90  —  0,20  =  —  2,87  +  1,40  +  1,20  4-  0,40 

=  +1,23  —  1,10  -  =  —  2,87  +  3,00 

=  +0,13  kg.  =+0,13  kg. 

Dieses  Besultat  sagt  aus:  Für  den  Querschnitt  ab  überwiegen  am 
linken  Teile  die  nach  oben  zeigenden  und  am  rechten  Teile  die 
nach  unten  zeigenden  äußeren .  Kräfte.  Innerhalb  dieses  Quer- 
schnittes muß  also  eine  Schubkraft  T  in  „positiver"  Anordnung 
herrschen  (Pig.  81a),  und  zwar  hat  T  die  Größe  von  0,13  kg. 

Die  Rechnung  hat  natürlich  denselben  Wert  Q  ergeben,  gleich- 
gültig, ob  wir  die  Kraftsumme  am  linken  oder  am  rechten  Teile 
ableiten.  Denn  der  Balken  —  als  Ganzes  betrachtet  —  ist  eben- 
falls im  Gleichgewicht,  und  es  muß  also  am  linken  Teile  ein  ebenso 
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großer  Lastenüberschuß  nacli  oben  wirken,  wie  am  rechten  Teile 
nach  unten.     Oder,  in  Formeln  ausgedrückt,  wegen 

A  +  B  =  P,  +  P^  +  P,  +  Gi  +  Qu 
muß  sein 

JL  -  P,  -  ö^  =  -  jB  +  P,  +  P3  +  Ö,z . 

b)  Für  den  Querschnitt  cd  ergibt  sich  die  Kraftsumme: 

Am  linken  Teile  aufgestellt:  Am  rechten  Teile  aufgestellt: 
§  =  +A  — P,  —  P,  —  6?///  (?  =  — P  +  P, +  ö/r 

=  -f  1,23  —  0,90  —  1,20  —  0,45  =  —  2,87  -f  1,40  -J-  0,15 

=  +1,23  —  2,55  =  -  2,87  +  1,55 

=  — 1,32  kg.  =  — 1,32  kg. 

Dieses  Resultat  sagt  aus:  Im  Querschnitte  c d  herrscht  eine"Schub- 
kraft  T  =  1,32  kg,  und  zwar  in  negativer  Anordnung. 

Man  sieht,  daß  unsere  Vorzeichenfestsetzung  recht  zweckmäßig 
war:  Gleichgültig,  ob  wir  die  Kraftsumme  am  rechten  oder  ain 
linken  Teile  aufstellen,  wir  erhalten  durch  den  Wert  Q  sofort  die 
Schubkraft  nach  Größe  und  Anordnung. 


n.  Torzeichenregel  für  die  Momentensumme  3f  • 

Auch  die  Normalspannungen  o  können  in  zwei  verschiedenen 
Anordnungen  auftreten.  Entweder  haben  wir  unten  Zug  und 
oben  Druck,  oder  unten  Druck  und  oben  Zug.  In  Fig.  82  a  und  b 
sind  diese  beiden  Möglichkeiten  dargestellt.  (Die  Schubspannungen  r 
sind  jetzt  fortgelassen.)  Um  eine  Vorstellung  von,  diesen  beiden 
verschiedenen  Anordnungen  zu  bekommen,  kann  man  sich  zwei 
nebeneinanderstehende  Flächen  denken,  die  durch  ein  Zwischen- 
mittel verbunden  sind.  Dreht  man  die  Flächen  so  gegeneinander, 
daß  sie  sich  unten  entfernen  und  oben  nähern,  so  wird  das  Zwischen- 
mittel auf  die  Flächen  Kräfte  ausüben,  die  nach  Fig.  82  a  wirken. 
Dreht  man  die  Flächen  aber  so,  daß  unten  ein  Zusammendrücken 
und  oben  ein  Auseinanderziehen  stattfindet,  so  treten  Kräfte  nach 
Fig.  82  b  auf. 

Um  die  beiden  Fälle  zu  unterscheiden,  wollen  wir  den  ersten 
die  „positive"  und  den  zweiten  die  ,*  negative  Anordnung"  der  Normal- 
spannungen nennen.  Woran  erkennen  wir  nun,  ob  in  einem  Balken- 
querschnitte die  Normalspannungen  in  „positiver"  oder  in  „negativer" 
Anordnung  auftreten  werden! 

Die  Normalspannungen  sind  abgeleitet  aus  der  Momenten- 
gleichung für  den  Punkt  N.    („Summe  der  rechtsherum  zeigenden 
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Momente  gleich  Summe  der  linksherum  zeigenden  Momente.")  Be- 
trachten wir  nun  den  linken  Teil,  so  folgt:  Eine  Kraft,  die  rechts- 
herum um  den  Punkt  N  zeigt,  erzeugt  eine,  positive  Verteilung 
der  Normalspannungen;  und  eine  Kraft,  die  linksherum  um  N 
zeigt,  erzeugt  Normalspannungen  in  negativer  Anordnung.  Wenn 
wir  also  in  der  Biegungsformel 

M 


o  = 


y 


jtM.o  cm. 


o  '"m . 


-18.0  cm 


Pi'^o.oobg    /J-  /,  20  kg 

\  V-ao,ocm^     a 


Pj'^iAohg 


.iS.scm 
\77,ocm 


Fig.  82. 


2.$?IfffiGjj^''0,  isj?g 


die  Momentensumme  M  am  linken  Teile  berechnen,  so  werden 
wir  die  rechtsherum  zeigenden  Kräfte  mit  positivem  und  die  links- 
herum zeigenden  Kräfte  mit  negativem  Vorzeichen  einführen.  Je 
nachdem  dann  für  M  etwas  Positives  oder  etwas  Negatives  heraus- 
kommt, ist  die  Verteilung  der  Normalspannungen  positiv  oder 
negativ. 

Am  rechten  Teile  ist  es  natürlich  umgekehrt:  Eine  linksherum 
"um  ^zeigende  Kraft  erzeugt  positiv  angeordnete  Normalspannungen 
nnd  muß  also  beim  Aufstellen  der  Momentensumme  M  mit  posi- 
tivem Vorzeichen  eingeführt  werden;  zu  einer  rechtsherum  zeigenden 
Kraft  gehört  dagegen  eine  negative  Anordnung  der  Normalspan- 
nungen. Am  rechten  Teile  gelten  also  wieder  gerade  entgegen- 
gesetzte Vorzeichenregeln,  wie  am  linken  Teile. 
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JH  =  +^  .  1 2,ü  —  Jfj .  7,U  —  0^7  •  t),U  iW  =  H-i^ .  l«,ü  —  j^i .  24,0  —  r^  •  5,ü  —  (jtii '  12,0 

-=  + 1,23  •  12,0  —  0,90  •  7,0  —  0,20  •  6,0     =  +2,87  •  l8,0  — 1,40  •  24,0  —  1,20  •  5,0  —  0,40-12,0 
■=  +14,76  —  7,50  =  +51,66  —  44,40 

-=  +7,26  cmkg.  =  +7,26  cmkg. 

Aus  der  Eechnung  hat  sich  ergeben,  daß  am  linken  Teile  die  um 
den  Punkt  JT  rechtsherum  und  am  rechten  Teile  die  linksherum 
zeigenden  Kräfte  überwiegen.  Daraus  folgt,  daß  innerhalb  des 
Querschnittes  ab  die  Normalspannungen  in  „positiver"  Anordnung 
auftreten  werden.  Die  Größe  irgendeiner  Normalspannung  be- 
stimmt sich  dann  mit  Hilfe  des  soeben  ausgerechneten  Momentes  M 
durch  die  Formel  jj^ 
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b)  Für  den  Qaersehnitt  cd  (Fig.  82b). 

Am  linken  Teile  aufgestellt:  Am  rechten  Teile  aufgestellt: 

Äf  =  4-4  •  27,0  —  Pi-  22,0  —  P,- 10,0  —  Qm  •  13,5        If  =  +P  •  3,0  —  P,  •  9,0  —  Giv  4,5 
=  +1,23-27,0— 0,90-22,0  — 1,20-10,0— 0,4513,5     «=  +2,87-3,0  —  1,40-9,0  —  0,15-4,6 
=  +33,210  —  37,875  =  +8,610  — 13,275 

=  —4,665  cmkg.  =  —4,665  cmkg. 

Die  Bechnung  zeigt,  daß  in  dem  Querschnitte  cd  die  Nonnal- 
Spannungen  in  „negativer''  Anordnung  auftreten.  Man  sieht  aber 
auch  hier,  daß  die  Yorzeichenfestsetzung  der  Natur  der  Aufgabe 
durchaus  entspricht:  Wir  finden  aus  dem  Vorzeichen  von  M  direkt 
die  Anordnung  der  Normalspannuhgen,  und  zwar  sind  wir  unab- 
hängig davon,  ob  wir  den  rechten  oder  den  linken  Bälkenteü  be- 
trachten wollen. 

§44. 

Zusammenfassung  zum  7.  Vortrag. 

L  Zusammenfassung. 

Am  Schlüsse  dieses  Vortrages  wollen  wir  zunächst  einen  kurzen 
BückbUck  auf  das  bisher  Durchgenommene  werfen.  Unsere  Auf- 
gabe war  die  Untersuchung  der  inneren  Kräfte  in  Querschnitten, 
die  rechtwinkh'g  zur  Stabachse  stehen.  Hierbei  beschränkten  wir 
uns  aber  auf  solche  Querschnitte,  die  eine  in  Eichtung  der  Kräfte 
liegende  Symmetrieehene  haben.  Für  diesen  Fall  sahen  wir  nun 
folgendes: 

1.  Im  allgemeinen  steht  eine  Spannung  p,  die  in  einem 
solchen  Querschm*tte  wirkt,  9cMef  zu  dem  betreffenden  Flächen- 
element. Um  nun  eine  gewisse  Übersicht  zu  erzielen  und  über- 
haupt eine  Berechnung  zu  ermöglichen,  haben  wir  jede  Spannung  p 
zerlegt  in  eine 

NqjjrmaUpcmnung  a  (rechtwinklig  zur  Querschnittsfläche) 
und  eine 

ächübapannung  t  (innerhalb  der  Querschnittsfläche). 

Nach  dieser  Zerlegung  gelang  es  uns  dann  tatsächlich,  für  jede 
der  beiden  Spannungen  einfache  Formeln  zu  ihrer  Berechnung 
aufzustellen.  Will  man  dann  für  irgendein  Flächenelement  die 
wirklich  vorhandene  Spannung  p  haben,  so  muß  man  a  und  t  zu- 
sammensetzen.   (Man  führe  dieses  an  dem  Beispiele  von  §  39  voll- 

FUeher,  Statik.  15 
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ständig  durch,  um  die  einzelnen  Spannungen  p  zu  sehen!)  Diese 
Zusammensetzung  wird  aber  nur  selten  nötig  sein,  denn  es  zeigte 
sich,  daß  die  Schubspannungen  r  gerade  in  den  Fasern  eines  Quer- 
schnittes gleich  K^ull  werden,  in  denen  die  Normsklspannungen  a 
am  größten  werden»  Ferner  wird  sich  später  zeigen,  daß  in  dem 
sogenannten  „gefährlichen''  Querschnitt  eines  Balkens  (in  dem 
voraussichtlich  der  Bruch  eintritt)  die  Schubspannungen  im  allge- 
meinen sehr  klein  sind.  Aus  diesen  Gründen  kommen  die  Schub- 
spannungen im  allgemeinen  bei  der  Beurteilung  der  Bruchgefahr 
nicht  in  Betracht.  Maßgebend  sind  die  .NormaLspannungen  a. 
(Man  erkennt,  wie  sehr  diese  Zerlegimg  in  o  und  r  die  ganze 
Eechnung  vereinfacht  hat.) 

2.  Die  Formeln  nun,  die  wir  zur  Berechnung  der  Spannungen 
abgeleitet  hatten,  lauteten: 

(I)  Schubkraft  T  =  Kraftsumme  Q  , 

^_.        --        -  Momentensumme  M     .,  ^     , 

(II)  ISTormalspannung  a««  ,^..  ^  ,^ --7- •  Abstand  y 

.    .        ,  .  Trägheitsmoment  J  ,     i.  j_  «    j 

in  irgendeiner  *=*  der  betreffenden 

l^aserschicht  Schicht  bis  zur  Nullinie. 

Bei  den  Schubspannungen  begnügen  wir  uns  also,  die  Eesultierende  T 
anzugeben.  Die  Normalspannungen  o  dagegen  bestimmen  wir  einzeln 
für  jede  Faserschicht. 

Bei  der  Ausrechnung  der  Hilfiäwerte  Q  und  M  hatten  wir 
nun  folgende  Vorzeichenfestsetzungen  zugrunde  gelegt: 

Eratfaumme  Q 


am  linken  Teile: 
üe  nach  oben  zeigenden  Kräfte  + 
-       -     unten       -  ,       — 


am  rechten  Teüe: 

die  nach  oben  zeigenden  Eräffce  — 

,       „      unten        „  -       + 


Momentensnmme  Jf 


ata  linken  Teile: 

die  rechtsherum  zeigenden  Elrfifte  -f- 

-    linksherum  -  ,      — 


am  rechten  Teile: 
die  linksherum  zeigenden  Erfifte  + 
-    rechtsherum       ,  -      — 


Wenn  wir  nach  diesen  Eegeln  verfahren,  erhalten  wir  die 
gleichen  Besultate,  xmabhängig  davon,  welchen  der  beiden  Teile  wir 
betrachten.  Und  das  Vorzeichen  von  Q  bzw.  M  gibt  gleichzeitig  an, 
ob  die  Schubspannungen  bzw.  die  I^ormalspannungen  in  dem  be- 
treffenden Querschnitt  in  positiver  oder  in  negativer  Anordnung 

auftreten.  „  _  _  ,  ^      *  ».  ,x 

II»  Unsere  nächsten  Arbeiten 

werden  nun  folgende  sein:  Zunächst  wollen  wir  die  Lage  der 
Nullinie,  von  der  aus  die  Abstände^^  der  einzelnen  Faserschichten 
gerechnet  sind  [Formel  (11)],  für  die  verschiedenen  Quersohnitts- 
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toTmen  bestimmen.  Die  in  §  38  znr  Ermittlung  der  Lage  der 
Nnllinie  abgeleitete  Bedingung  muß  noch  etwas  bequemer  ab- 
geändert und  dann  auf  die  einzelnen  Querschnittsformen  (z.  B. 
Dreieck)  angewandt  werden.  (8.  Vortrag.) 

Dann  wollen  wir  das  Trägheitsmoment  J  für  die  verschiedenen 
Querschnittsformen  ausrechnen..  Für  den  rechteckigen  Querschnitt 
ist  die  betreffende  Formel  schon  abgeleitet  worden  {§  39).  Es 
müssen  nun  in  derselben  Weise  für  das  Dreieck,  den  Kreis  usw. 
die  entsprechenden  Formeln  für  J  aufgestellt  werden.   (9.  Vortrag.) 

Zum  Schlüsse  müssen  wir  dieEIraftsumme  Q  und  die  Momenten- 
summe M  für  die  verschiedenen  Belastungsarten  aufstellen.  ]?ür 
den  einfachsten  Fall  —  Einzellasten  —  haben  wir  schon  Q  und  M 
berechnet.  Wir  müssen  aber  auch  noch  andere  BelastungsfäUe, 
z.  B.  verteilte  Belastung,  usw.,  untersuchen.    (10. — 12.  Vortrag.) 

Unsere  nächsten  Arbeiteii  umfassen  also  gewissermaßen  die 
Nutzbarmachung  der  bisherigen  —  das  Prinzip  darstellenden  — 
Untersuchungen  für  die  verschiedenen  Fälle  der  Praxis. 


8.  Vortrag: 

Die  Lage  der  Nullinie  bei  den  verschiedenen  Qnerschnitts- 
formen.    Schwerpanktsbestimmangen. 

§45. 

Allgemeine  Methode  zur  Bestimmung  der  Lage  der  Nullinie. 

L  Grundprinzip^ 

Die  Nullinie  ist  also  diejenige  Stelle  des  Querschnittes^  in 
der  die  Normalspannungen  o  gleich  NuU  sind.  Wir  müssen  bei 
jeder  Biegungsaufgabe  zunächst  die  Lage  der  Nullinie  bestimmen, 
wefl  von  ihr  aus  —  gemäß   der  Ableitung  der   Biegungsformel 

0  =r  _ .  y  _  die  Abstände  y  zu  messen  sind.     Das  allgemeine 

Kennzeichen,  das  sich  bei  der  Ableitung,  der  Biegungsformel  im 
§  38  zur  Bestimmung  der  Lage  der  Nullinie  ergab,  war  folgendes: 
„Zerlegt  man  den  oberhalb  und  den  unterhalb  der  Nullinie  liegen- 
den Querschnittsteil  je  in  eine  Anzahl  unendlich  dünner  Flächen- 
streifen fi,  f^  usw.,  so  ist  die  Summe  der  Produkte  f*y  von  den 
oberen  Plächenstreifeii  gleich  der  Summe  der  Produkte  /*•  y  von 
den  unteren  Plächenstreifen.'* 

15* 
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Um  mit  Hilfe  dieses  Kennzeichens  für  einen  so  unregelmäßigen 
Querschnitt,  wie  es  z.  B.  Fig.  83  ist,  die  Nullinie  zu  bestimmen, 
wurde  man  also  folgendermaßen  verfahren:  Man  nimmt  zunächst 
die  Achse  n — n  nach  Gutdünken  an,  teilt  die  Quersohnittsfläche 
in  die  Streifen  f^ ,  f^  usw.  ein,  und  sieht  dann  nach,  ob  die  obige 
Bedingung  erfüllt  ist.     Für  Fig.  83  müßte  also  sein 

(^3  ist  in  Fig.  83  gleich  Null,  jedoch  der  Vollständigkeit  w^en 
mit  aufgeführt.  Da  sich  unendlich  dünne  Streifen  natürlich  nicht 
darstellen  lassen,  sind  in  Fig.  83  zur  Yeranschaulichung  nur  sechs 
Streifen  gezeichnet.)  Ist  dieses  nicht  der  Fall,  so  muß  eine  neue 
Achse  n — n  ausprobiert  werden,  bis  schließlich  die  richtige  ge- 
funden ist. 

Dieses  wäre  also   das  Verfahren  zur  Bestimmung  der  Lage 
der  Nullinie  im  Prinzip.     Für  die  praktische  Ausführung  wollen 
wir  es  aber  noch  etwas  umändern,   damit  vor  allen  Dingen  das 
Herumprobieren  fortfällt.     Hierbei  gehen  wir  so  vor: 
II>  Praktische  ümtormnng  des  Grnndprinzips* 

Da  die  Lage  der  Nullinie  n — n  noch,  unbekannt  ist,  be- 
rechnen wir  die  obigen  Produkte  „Flächenstreifen  X  Abstand"  zu- 
nächst für  eine  beliebige  Achse.  Wir  ziehen  also  an  beliebiger 
Stelle  —  außerhalb  oder  innerhalb  des  Querschnittes,  aber  parallel 
der  zu  bestimmenden  Nullinie  —  eine  Achse  x—x  und  führen  den 
Abstand  der  Nullinie  n — n  bis  zu  dieser  Achse  x — x  als  unbe- 
kannte Größe  in  die  Eechnung  ein.  Die  Abstände  der  Flächen- 
streifen Yj,  ff  usw.  bis  zu  der  Achse  x — x  mögen  mit 

2?1,   02,   «3      usw. 

bezeichnet  werden  (z^  ist  gleich  Null).  Der  Abstand  zwischen  den 
Achsen  x — x  und  n — n  werde 

» 
genannt.     Dieser  Abstand  ist  natürlich  unbekannt,  denn  durch 
ihn  soll  ja  erst  die  Lage  der  Nullinie  bestimmt  werden. 

Zwischen  den  Abständen  y^ ,  y^  usw.  und  den  Abständen  z^ ,  «i,  usw. 
bestehen  nun  nach  Fig.  83  folgende  Beziehungen.     Es  ist 

yi^z^-z,     ^  y4=«-2^4» 

(II)  '  y^^Zf-z,  Vf^-z-z^   {«6=^0), 

ys  =-  «8  -  «  (==0) ,     yc  =  «  +  «6 . 

Diese  Werte  wollen  wir  in  unsere  ursprüngliche  Gleichung  (I)  ein- 
setzen,   um  auf  diese  Weise  den  unbekannten  Abstand  z  zu  be- 
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stimmen.  Vorher  formen  wir  aber  noch  die  Gleichung  (I)  um, 
indem  wir  dafür  schreiben: 

(ni)    A  •  yi  +  A  •  »s  +  /"s  •  y»  -  /■<  •  y*  -  /"s  •  ^5  -  A  •  y  6  =  0 . 

Drficken  wir  nun  in  dieser  Gleichung  die  Abstände  y^,  y^  usw. 
mit  Hilfe  der  Gleichungen  (U)  durch  den  Abstand  z  aus,  so  er- 
halten wir 

(tv)/.(z, -»)+/;  (^,-«)+/;(«,-«)-/;(«-O-/',(«-^.)-/".(«+«.)=0. 

Hieraus^:  ' 

(V)  A-'i+f,-'»+f»-z,+fi-h+ff',-f,-h-(fx+ft+ft+f*+f,+f,)2=o. 
Nun  ist 

A  +  /■»  +  A  +  A  +  A  +  A  =  Gesamtfläche  F 

I 

T T 

.1  r 


k.  . 


I 

Fig.  83. 

des  Querschnittes.     Wir  erhalten  also 

(VI)  A-%  +  /'2-2^2+A-«^s+'/'4'«4  +  A-«5— A-^6-^-«  =  0. 
Aus  dieser  Gleichung  folgt  zunächst 

(VII)  A  •«!  +  A  -^2  +fz'^S+h'^4.  +/5  •  «5  -  A  -«^6  =  -^-^  > 

und  schließlich  der  gesuchte  Abstand 

tTTTtn       ^        /l  '  ^1  +  /g  •  ^  +  /s  •  «S  +  A  '^4  +  A  •  ^6  —  /e  •  ^6 

(VIII)  Ä?  =  ^ jp : . 

Hiermit  ist  unsere  Aufgabe  gelöst.  Um  für  einen  so  un- 
regelmäßigen Querschnitt,  wie  es  Fig.  83  ist,  die  Nullinie  zu  be- 
stimmen, können  wir  also  in  folgender  systematischer  Weise  vor- 
gehen: 

„Wir  zeichnen  parallel  der  zu  erwartenden  Nullinie  (d.  h.  recht- 
winklig zu  den  Lasten)  an  beliebiger  Stelle  eine  Achse  x — x  in 
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Die  Abstände  z^ ,  z^  usw.  sind  von  der  a? -Achse  aus  zu  messen. 
Und  zwar  versieht  man  zweckmäßig  bereits  diese  Abstände  z  mit 
Plus-  oder  mit  Minuszeichen,  je  nachdem  sie  nach  der  einen  odei 
nach  der  anderen  Seite  von  der  o; -Achse  aus  liegen.  Dann  er- 
scheinen auch  die  entsprechenden  „statischen  Momente"  f»z  mit 
verschiedenen  Vorzeichen,  so,  wie  es  Gleichung  (VIII)  verlangt. 
Kommt  hierauf  bei  der  Ausrechnung  von  z  ein  positiver  Wert 
heraus,  so  bedeutet  dieses,  daß  die  Strecke  z  nach  der  positiven 
Seite  aus  abzutragen  ist.  Kommt  aber  aus  Gleichung  (VIII)  etwas 
Negatives  heraus,  so  muß  z  nach  der  Seite  aufgetragen  werden, 
nach  der  die  negativen  Abstände  liegen. 

III,  Schlttßbetrachtnng« 

Diese  Methode  führt  also  stets  zum  Ziel.  Theoretisch  muß 
man  die  Anzahl  der  Streifen  unendlich  groß  nehmen,  um  ein  voll- 
ständig genaues  Eesultat  zu  erhalten.  Ist  die  Umrißlinie  eine 
mathematisch  bekannte  Kurve  (z.  B.  Kreisbogen,  Ellipse,  Pa- 
rabel od.  dgl.),  so  läßt  sich  die  Eechnung  auch  tatsächlich  in  dieser 
Weise  durchführen  (s.  die  erste  Aufgabe  in  §  49).  Man  bekommt 
dann  für  jede  Querschnittsform  eine  bestimmte  mathematische  For- 
mel zur  Bestimmung  der  NuUinie.  Ist  dagegen  die  Umrißlinie  nicht 
mathematisch  gegeben,  so  läßt  sich  die  Lage  der  Nullinie  natürlich 
auch  nicht  ma^thematisch  genau  ermitteln.  Dann  muß  man  dcii 
Querschnitt  maßstäblich  aufzeichnen,  in  eine  nicht  zu  kleine  Anzahl 
Streifen  teilen ,  die  statischen  Momente  fi'Z^j  /*,  •  z^  usw.  aua- 
rechnen,  und  bekommt  dann  stets  genügend  genau  die  Nullinie. 

Fast  immer  liegt  der  Fall  in  der  Praxis  aber  so:  Wenn  auch 
die  Umrißlinien  des  Querschnittes  unregelmäßig  sind,  so  läßt  sich 
dieser  doch  aus  regelmäßigen  Plächenstücken  (Eechtecken,  Halb- 
oder Viertelkreisen  od.  dgl.)  zusammensetzen.  Dann  aber  kann  man 
das  Verfahren  noch  weiter  vereinfachen,  wie  wir  sofort  sehen  werden. 
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46. 


Die  Bestimmimg  der  Lage  der  NuIIinie  bei  Qnerscimitten,  die  sieh 
aus  bekamiten  Fignren  zusammensetzen. 

L  Im  vorigen  Paragraphen  waren  wir  anf  eine  Gleichnng  (VII) 
gekommen,  die  folgendermaßen  lautete: 

In  Worten  sagt  diese  aus:  Teilt  man  eine  Fläche  F  in  eine  Anzahl 
Flächenstreifen  fi ,  /"j  usw.j  so  ist  das  j^statische  Moment^^  F'Z  der 
Fläche  F  in  bezug  auf  eine  Achse  x — x  gleich  der  Summe  der  statischen 

k — : 6^       H 


Tl 


ji:?: 


-.z.-.-il 


Fig.  84. 


Momente  der  einzelnen  Flächenstreifen  in  hezug  auf  diese  Achse.  (Die 
Abstände  z  müssen  jedoeli,  wenn  sie  auf  verschiedenen  Seiten  der 
Achse  liegen,  mit  verschiedenen  Vorzeichen  eingeführt  werden.) 

Durch  diesen  Hilfssatz  läßt  sich  die  Bestimmung  der  Lage 
der  Nullinie  bei  vielen  Querschnitten  vereinfachen;  nämlich  bei 
solchen  Querschnitten,  die  sich  aus  Figuren  zusammensetzen,  für 
die  die  Lage^  der  Nullinie  bereits  bekannt  ist. 

2.  Als  Beispiel  wollen  wir  den  in  Fig.  84  gezeichneten,  aus 
zwei  Eechtecken  bestehenden  Querschnitt  untersuchen.  Sein  Flächen- 
inhalt sei  F.  Um  für  diesen  Querschnitt  die  Lage  der  NuUinie 
zu  bestimmen,  verfahren  wir  nach  dem  im  vorigen  Paragraphen 
entwickelten  allgemeinen  Verfahren:  Wir  nehmen  eine  Achse o? — x 
an,  zerlegen  den  Querschnitt  in  Flächenstreifen  nnd  erhalten  den 
Abstand  z  der  gesuchten  Nullinie: 

\^}  Z  «  -^ ^ — S  ^ 
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Wegen  des  Folgenden  schreiben  wir  diese  Gleichung  in  der  Form 

«jjx  _         (/'i-gl+---+/'m-gm)-(/'«-g«+---  +ft'«t)  _ 

F 
Nun  möge  bei  dem  oberen  Eechteck  sein  Flächeninhalt  mit  JP^ 
und  der  Abstand  seiner  Nullinie  mit  yj  bezeichnet  werden.  (Es 
ist  y/  =  i  Äj ,  da  beim  Eechteck  die  Nullinie  in  halber  Höhe  liegt; 
vgl.  §  39.)  Entsprechend  seien  beim  unteren  Eechteck  der  Flächen- 
inhalt gleich  Fji  und  sein  Nullinienabstand  gleich  y^ .  Dann  be- 
stehen nach  dem  1.  Abschnitte  dieses  Paragraphen  folgende  Be- 
ziehungen: Es  ist 

und 

Setzt  man  diese  Werte  in  Gleichung  (III)  ein,  so  erhält  man  zur 
Berechnung  des  Abstandes  z  den  einfachen  Aufdruck: 

(IV)  ^^F,-y,-^Fn'yn 

Augenscheinlich  gilt  dieses  Verfahren  auch  dann,  wenn  der  be- 
treffende Querschnitt  sich  aus  mehr  als  zwei  Eechtecken  od.  dgl. 
zusammensetzt.    Allgemein  hat  man  also  folgende  Eegel: 

Setzt  sich  ein  Querschnitt  F  atis  mehreren  Figuren  zusammen, 
deren  Flächeninhalte  Fj,  Fjj  usw.  und  deren  Nullinienabstände 
Vi 9  Vn  ^^^*  ''^on  einer  Achse  x — x  bereits  bekannt  sind,  so  hat  die 
NuJUinie  des  OesamtquerschniUes  F  von  der  Achse  den  Abstand 

\^)  *= "jp • 

Und  zwar  müssen  in  dieser  Gleichung  die  Abstände  yi,  yu  usw. 
mit  verschiedenen  Vorzeichen  genommen  werden,  wenn  sie  zu  ver- 
schiedenen Seiten  der  Achse  x — x  liegen.     (Fig.  84.) 

Diese  Beziehung  (V)  werden  wir  zur  Bestimmung  der  Lage 
der  Nullinie  bei  zusammengesetzten  Querschnitten  dauernd  ver- 
wenden. 

§47. 
Wiederholungen  und  Ergänzungen. 

1.  Die  ursprüngliche  Bedingung  zur  Bestimmung  der  Lage 
der  NuUinie  lautete:  Die  Nullinie  hat  eine  solche  Lage,  daß  die 
Gleichung  erfüllt  ist 

(I) 


A  •  yi  +  •  •  •  +  /^m  •  y«  =  /*n  •  y«  +  . . .  +  A  • »;» 
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Hierin  bezeichnen  A . . .  /*»,  di©  Streifen  auf  der  einen  Seite  und 
fn^  "  ft  <iiö  Streifen  auf  der  anderen  Seite  der  Nullinie.  Ent- 
sprechend sind  die  Bezeichnungen  der  Abstände  y  der  einzebien 
Streifen  bis  zu  der  Nullinie. 

Dieses  ist  die  ursprüngliche  Formel,  wie  sie  sich  bei  der  Ab- 
leitung der  Biegungsspannungen  ergeben  hat.  Aus  ihr  folgt  übrigens 
sofort  der  Satz:  Hat  der  QtLerschnüt  eine  horizontale  8ymfnetriea>eh8ey 
$0  fällt  die  Nullinie  mit  jener  zusammen.  Denn  in  diesem  Falle, 
d.  h.,  wenn  der  untere  Teil  des  Querschnittes  das  Spiegelbild  des 
obigen  Teiles  ist,  kann  man  ja  die  beiden  Teile  einfach  mitein- 
ander vertauschen,  so  daß  die  obige  Bedingung  (I)  direkt  erfüllt 
ist.     (Beispiele:  Eechteck,  Kreis  usw.) 

2.  Bei  unregelmäßigen  Querschnitten  i9t  diese  Bedingung  (I) 
wenig  geeignet  zur  Aufsuchung  der  Nullinie.  Deshalb  haben  wir 
sie  umgeformt  in     


(II) 


fl  '  ^1  +  A  •  «2  + 


indem  wir  den  Abstand  z  der  Nullinie  von  einer  anzunehmenden 
Achse  X — X  als  Unbekannte  einführten.  Die  Produkte  fi*Zi  usw. 
heißen  die  ^yStatischen  Momente  der  Flächenstreifen"  f^  usw.  für 
(oder  „in  bezug  auf")  die  Achse  x — x.  Die  Anzahl  der  Flächen- 
.streifen muß  unendlich  groß  genommen  werden,  wenn  die  Nullinie 
vollständig  genau  ermittelt  werden  soll.  Diese  Form  (II)  eignet 
sich  besonders,  um  bei  bestimmten  Figuren  (z.  B.  Dreieck,  Halb- 
kreis usw.)  für  die  Läge  der  Nullinie  mathematische  Formeln  ab- 
zuleiten (§  49). 

3.  Hat  man  auf  diese  Weise  für  bestimmte  Grundformen  die 
Nullinien  ein  für  allemal  ermittelt,  so  lassen  sich  auch  leicht  die 
Querschnitte  untersuchen,  die  aus  mehreren  solcher  Grundformen 
zusammengesetzt  sind  (z.  B.  •  aus  mehreren  Bechtecken,  Kreis- 
abschnitten usw.).   Für  diese  Fälle  haben  wir  die  Formel  abgeleitet: 


(III) 


z 

Fi 

•yi  +  Fn- 

yii  +  "- 

F 

Hier  ist  z  der  Abstand  der  Nullinie  des  Gesamtquerschnittes  F 
von  einer  anzunehmenden  Achse  x — x,  Fj^  Fu  usw.  sind  die 
einzelnen  Flächen,  aus  denen  sich  die  Gesamtfläche  F  zusammen- 
setzt; und  yif  yu  usw.  sind  die  Abstände  der  NuUinien  dieser 
einzelnen  Flächen  von  der  Achse  x — x.   Man  betrachtet  also  hier* 
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X — X  ist  gleich  der  Summe  der  statischen  Momente  der  einzelnen 
Flächenstreifen  in  lezug  auf  diese  Achse. 

(2)  Das  statische  Moment  einer  zusammengesetzten  Fläche  F  für 
eine  Achse  x — x  ist  gleich  der  Summe  der  statischen  Momente  der 
Finzelflächen  für  diese  Achse. 

§48. 
Der  „Schwerpunkt**. 

In  einem  gewissen  Zusammenhange  mit  der  Aufgabe:  ,,die 
Lage  der  Nullinie  ist  zu  bestimmen"  steht  eine  andere  Aufgabe 
aus  der  allgemeinen  Mechanik,  nämlich  die  Bestimmung  des  sog. 
^jSchwerpunlctes^^.  Allerdings  ist  dieser  Zusammenhang  mehr  äußer- 
lich, indem  nämlich  dieselben  Eechenmethoden  bei  diesen  beiden 
Aufgaben  auftreten.  An  und  für  sich  hat  der  „Schwerpunkt" 
nichts  mit  den  Biegungsspannungen  zu  tun. 

L  „Die  Schwerachsen**> 

Auf  einen  scheibenförmigen  Körper  (Fig.  85)  mögen  Kräfte 
wirken,  die  untereinander  parallel  laufen  und  gleichmäßig  über 
dem  Körper  verteilt  sind.    Der  Betrag,  der  von  diesen  verteilten 
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Erftften  auf  ein  Quadratzentimeter  des  Körpers  entfällt,  sei  g  kg. 
Denkt  man  sich  den  Körper  in  lauter  Flächenelemente  von  der 
Größe/  eingeteilt,  so  wirke  also  auf  jedes  derselben  eine  Kraft  im 
Betrage  von  gr  •  /  kg. 

In  Fig.  85  a  bis  c  sind  verschiedene  Fälle  derartiger  Kräfte- 
gruppen  dargestellt.  Der  Deutlichkeit  wegen  sind  nur  einige 
Flä(dienelemente  f  herausgegriffen    und  die  zugehörigen   Kr^te 


Fig.  85. 


g*f  eingezeichnet.  In  Wirklichkeit  folgen  diese  Kräfte  natürlich 
unmittelbar  aufeinander.  Das  wichtigste  Beispiel  einer  solchen 
Beanspruchung  bildet  das  Eigengewicht  eines  Körpers.  Besteht 
die  Scheibe  Fig.  85  aus  gleichmäßigem  Material,  so  wirkt  auf  jedes 
Fl&chenelement  derselben  infolge  der  j,Schwerlcraß^^  (Erdanziehung) 
eine  Kraft  von  der  Größe  g  •  f,  worin  ^  das  Gewicht  eines  Quadrat- 
zentimeters und  f  den  Flächeninhalt  des  Elements  bedeutet.  Wenn 
man  nun  den  Körper  in  verschiedene  Lagen  dreht,  wirken  diese 
Kräfte  g^f  in.  verschiedenen  Eichtungen  zu  dem  Körper.    Auf 
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diese  Weise  kommen  die  in  Fig«  85  a  bis  c  gezeichneten  Eräftegmppen 
zustande. 

Nun  wollen  wir  uns  für  die  verschiedenen  Fälle  die  Eesul- 
tierenden  B  der  Exäfte  eingezeichnet  denken.  Die  Linien  Si — «^ , 
»2 — ^2  ^w.,  in  denen  diese  Besultierenden  die  Scheibe  schneiden, 
nennen  wir  die  y^Sehwerlinien^^  oder  „Schwerachsen*^  des  Körpers. 
Die  Bezeichnung  kommt  natürlich  daher,  weil  die  „Schwerkraft" 
(Erdanziehung)  bei  den  verschiedenen  Stellungen  des  Körpers  inner- 
halb der  Linien  s^ — 8^  usw.  auf  ihn  einwirkt.  Die  Bestimmung 
dieser  „Schwerachsen"  sei  unsere  nächste  Aufgabe. 

Um  die  Schwerachse  für  Fig.  85a  zu  bestimmen,  teilen  wir 
die  Scheibe  in  lauter  Streifen  parallel  der  Richtung  der  Kräfte. 
Die  Inhalte  der  Streifen  seien  (Fig.  85  d) 

A ,    A  j    f$     iisw. 
Die  auf  diese  Streifen  entfallenden  Kräfte  haben  also  die  Größen 

g-fij  g'f2j  9'fz  iisw. 
Um  diese  Kräfte  in  Fig.  85  d  einzeichnen  zu  können,  müssen  wir 
die  Streifen  unendlich  schmal  machen;  dann  fallen  Kraft  und  Strei- 
fen in  eine  Linie  zusammen,  S9  daß  die  Lage  der  Kräfte  genau 
bestimmt  ist.  Zur  Veranschaulichung  dieser  wirklichen  Verhält- 
nisse möge  jedoch  als  Annäherung  die  in  Fig.  85  d  gewählte  Ein- 
teilung "in  sechs  Streifen  genügen.  Die  Kräfte  ^-/i,  g^fi  usw. 
lassen  sich  durch  die  Höhen  der  einzelnen  Streifen  darstellen,  wenn 
man  diese  gleich  breit  macht.  Auf  diese  Weise  bekommt  man 
ein  anschauliches  Bild  von  den  Größen  der  Kräfte. 

Zur  Bestimmung  der  Lage  von  22  denken  wir  uns  die  Resul- 
tierende eingezeichnet  und  auf  ihr  einen  Bezugspunkt  für  die 
statischen  Momente  gewählt.  Dann  besteht  nach  dem  Satze  vom 
statischen  Moment  der  Kräfte  (§  9)  die  Beziehung: 

9fi'yi  +  gf2'y2  +  9f3'ys-9fA'yi-9f5'y5-9fB*y6'^s*o. 

(Der  Abstand  der  Besultierenden  vom  Bezugspunkte  iSit  gleich 
Null.)  Nun  ziehen  wir  g  vor  die  Klammer,  kürzen  durch  g  und 
erhalten: 

9  ift  •  yi  +  ^  •  ^2  +  ^3  •  3^3  -  /l  •  3/4  -  ^5  •  »5  -  /e  •  ye)  ==  0  , 

(I)  A-yi  +  /2-y2+^-y3-/4-y4-^5-y5-/6-y6  =o 

oder 

(II)  /i  •  yi  +  /2  •  ^2  +  /s  •  ys  =  /i  •  y  4  +  /ö  •  ys  +  /e  •  ye  • 

Hiermit  ist  die  Lage  der  Schwerachse  81 — 8^  bestimmt:  Sie 
muß  so  eingezeichnet  werden,  daß  die  Summe  der  „statischen  Mo- 
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.mente^'  der  auf  der  eiuen  Seite  liegenden  Flächenstreifen  eoenso 
groß  ist  wie  die  Summe  der  .^statischen  Momente"  der  auf  der 
anderen  Seite  liegenden  Flächenstreifen. 

IL  ygllinle  und  Schwerachse  sind  dieselbe  Linie« 

Vergleicht  man  die  obige,  zur  Bestimmung  der  Schwerachse 
dienende  Aussage  mit  der  Lösung  der  in  §  46  und  §  47  behan- 
delten Aufgabe  der  Bestimmung  der  l^ulünie,  so  erkennt  man, 
daß  die  Löstmgen  miteinander  übereinstimmen.  Die  beiden  Auf- 
gaben haben  an  und  für  sich  nichts  Gemeinsames;  sie  führen  aber 
zu  denselben  Lösungen.  Hat  man  also  für  die  Fläche  Fig,  85  d 
die  Lage  der  Hullini'en  n — n  bestimmt  und  braucht  zufällig  — 
für  ii^endeine  andere  Untersuchung  —  die  Lage  der  Besultieren- 
den  R  (Schwerachse  8^ — a^),  so  kann  man  ohne  weiteres  die  Lage 
von  n — n  verwenden.  Meistens  ist  es  aber  umgekehrt:  Die  Schwer- 
achsen sind  für  die  verschiedenen  Flächen  bereits  seit  langem  be- 
stimmt, da  sie  für  viele  Untersuchtmgen,  namentlich  in  der  Lehre 
von  den  Bewegungen  der  Körper,  gebraucht  werden.  Dieses 
machen  wir  uns  natürlich  zunutze,  wenn  wir  für  derartige  Quer- 
Bchnittsformen  die  Lage  der  NuUinie  brauchen.  Außerdem  sei 
darauf  hingewiesen,  daß  man  die  Lagen  der  Schwerachsen  auch 
durch  einen  Versuch  bestimmen  kann.  Zu  diesem  Zwecke  schnei- 
den wir  den  Körper  zum  Beispiel  in  Pappe  aus  und  hängen  ihn 
so  auf,  daß  er  im  Buhezustand  bleibt.  Der  Aufhängepunkt  muß 
dann  auf  der  Besultierenden  R  liegen,  und  wir  brauchen  also  nur 
noeh  durch  ihn  eine  Linie  in  der  Elraftrichtung  (Vertikalrichtung)  zu 
ziehen,  um  die  Lage  der  Schwerlinie  8^ — 8i  und  somit  auch  der 
ITullinie  n — n  zu  haben. 

nL  Der  Schwerpnnkt 

Zeichnet  man  für  alle  möglichen  Kraftrichtungen  die  Schwer- 
achsen «1 — «1,  8^ — «2  iisw.  (Fig.  85  a  bis  c)  ein,  so  zeigt  sich,  daß 
sämtliche  Schwerachsen  sich  in  einem  Punkte  schneiden.  Dieser 
Punkt j  durch  den  8ämÜiche  Schwerachsen  hindurchgehen^  heißt  der 
Schwerpunkt  8. 

Der  Beweis  dafür,  daß  sämtliche  Schwerachsen  einen  Punkt 
gemeinsam  haben,  braucht  an  dieser  Stelle  nicht  geführt  zu  wer- 
den. (Er  ist  übrigens  sehr  einfach  aus  der  Bestimmung  der  Schwer- 
achsen zu  folgern.)  Es  möge  nur  auf  die  daraus  folgende  besondere 
Eigenschaft  des  „Schwerpunktes"  hingewiesen  werden:  Unterstützt 
man  den  Körper  im  Schwerpunkte,  so  bleibt  er  in  jeder  Stellung 
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im  Oleichgewicht.  Denn  bei  einer  solchen  Unterstützung  geht  ja 
die  Besnltierende  ans  den  Anziehungskräften  der  Erde  stets  durch 
den  Aufhängepunkty  so  daß  keine  Bewegung  eintreten  kann. 

Für  die  Festigkeitslehre  hat  der  Schwerpunkt  folgenden  Nutzen. 
Da  die  Nullinie  stets  mit  einer  Schwerachse  8 — 8  zusammenfällt, 
gilt  der  Satz: 

Die  NuUinle  geht  durch  den  Schwerpunkt  des  Querschnittes. 

Die  Lage  des  Schwerpunkted  ist  wegen  der  vielen  anderen 
Untersuchungen,  zu  denen  er  in  der  allgemeinen  Mechanik  ge- 
braucht wird,  bereits  für  alle  öfters  vorkommenden  Figuren  be- 
stimmt. Von  diesen  Angaben  macht  man  dann  natürlich  bei  der 
Aufeuchung  der  Nullinien  Gebrauch.  Auch  wenn  wir  für  Formel 
(TU)  in  §  47  die  Abstände  yi ,  yn  usw.  brauchen,  die  die  Nullinien 
der  einzelnen  Querschnittsteile  JP/,  Fu  von  der  anzunehmenden 
Achse  X — X  haben,  werden  wir  von  der  Übereinstimmung  der 
!Nullinien  mit  den  Schwerachsen  Gebrauch  machen:  Wir  zeichnen 
die  Schwerpunkte  Ä/ ,  Sn  usW.  der  Querschnittsl^ile  Fj ,  Fjj  usw. 
ein,  und  deren  Abstände  von  der.  Achse  x — x  sind  dann  auch 
die  gesuchten  Abstände  ^/,  yu  usw. 

Allgemein  gilt  also  jeder  für  die  Nullinien  abgeleitete  Satz 
auch  für  die  Schwerlinien  und  umgekehrt.  Unter  „statisches  Mo- 
ment einer  Fläche  bzw.  eines  Flächenstreifens"  können  wir  also 
auch  das  Produkt  aus  dieser  Fläche  bzw.  dieses  Flächenstreifens 
mal  dem  Abstand  des  Schwerpunktes  verstehen.  Wegen  des  Fol- 
genden wollen  wir  noch  die  in  §  47  am  Schlüsse  angeführten  Sätze 
(1)  und  (2)  auch  für  den  Schwerpunkt  zusammenstellen: 

(1)  jP-«  =  /i-^  +  ^a-«2  +  ---f 

(2)  F^z^Fj^yi  +  Fn'yn  +  ... 

Hierin  sind  z^  y^y  yu  nsw.  die  Abstände  der  Schwerpunkte  der 
Flächen  Fj  Fi^  Fu  usw.  von  einer  Achse  x  —  x  und  «i,  z^  usw. 
die  Abstände  der  einzelnen  (unendlich  schmalen)  Flächenstreifen 
von  dieser  Achse. 

§  49. 

Beispiele. 

Erste  Aufgabe. 

Für  den  dreieckigen  Querechnitt  ist  die  horizontale  Schwerachse 
zu  bestimmen  I 

Die  Bestimmung  der  Achse  n — n  ist  nach  §  47,  Absatz  2 
durchgeführt.     Die  Achse  x — x  geht  durch  die  Spitze  JB.     Be- 
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zeichnen  wir  den  Abstand  des  Schwerpunktes  bis  zur  Achse  cd — x 
nnt  z  f  so  ist  mit  den  in  Fig.  86  eingeschriebenen  Bezeichnungen : 


•(!)• 


0  = 


F 


Die  Inhalte  der  Plächenstreifen  fu  f^  usw.  und  deren  Ab- 
stände yif  yi  usw.  bis  zur  a? -Achse  ergeben  sich  leicht  aus  folgender 
Zwischenrechnung:  Die  Höhe  des  gesamten  Dreieckes  sei  h;  die 
Höhe  der  einzelnen  Schichten  nehmen  wir  der  Einfachheit  wegen 


^zr 


T 

7t 


j3, 


b   ■ 

Fig.  86. 


3C 


^C 


einander  gleich.  Haben  wir  also  n  Flächenstreifen,  so  hat  jeder 
eine  Höhe  gleich  —  •  Bezeichne  ich  noch  die  Grundlinie  von  f^ 
mit  &i ,  so  ist  der  Inhalt  des  ersten  Streifens: 

ITan  verhält  sich  aber  im  Dreiecke  ABG 

h 


\' 


n 


2):A, 


folglich  ist 


und  der  för  f^  aufgesteUte  Ansdrack  erhält  die  einfache  Form: 

1     »     A        hh 


U 


n     n 


In*' 
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In  derselben  Weise  bestimmen  wir  den  Fläcbenmhalt  von  f^ .    Die 
^  Mittellinie  dieses  Trapezes  ist  mit  \  bezeichnet;  dann  ist 

A  =  ^2  •  --  • 

Nun  hat  &2  ^^^  ^^^  Spitze  B  den  Abstand  ( [-  —  .—)  =  —  .-.- 

-  ,  ,.  ,         ,  ..,.     .  ,  \n       d,     nj       Z     n 

folglich  verhalt  sich 


so  daß  sich 


ergibt.     Nach  Einsetzung  dieses  Wertes  erhält  man: 

^*       2'n*n        2n«  • 

Wenn  wir  nun  in  derselben  Weise  die  Flächeninhalte  der  übrigen 
Streifen,  f^  bis  /*«,  bestimmen,  bekommen  wir 


/•.= 


56Ä 


.        75Ä 


In  derselben  einfachen  Weise  lassen  sich  die  Abstände  y{ ,  yi  usw. 
ausdrücken: 

Für  den  Streifen  f^  ist  der  Abstand  yf  =  tt  — 

(Wir  rechnen  die 
Abstände  der  un- 
endlich schmaten 
Streifen  stets  bis 
Mitte  Höhe  des 
Streifens.) 


A 

>> 

>> , 

)> 

/  3  h 
^^=2n 

A 

11 

» 

99 

,  5  h 
2^^=2n 

f* 

11 

>> 

USW. 

,  7  Ä 
^^=2n 

Nun  haben  wir  alle  Hilfswerte  beisammen  und  können  den  Ab- 
stand 2  von  Gleichung  (I)  ausrechnen: 

2n^'2w"'"  2«^"2n""^  2n*'2n"^"' 
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±11  aer  jviammer  sienen  n  uueaer,  aa  zu  jeaem  j5 lacoensireiien 
ein  Glied  gebort.  Nun  haben  wir  schon  in  §  39  gesehen,  daß  die 
Summe  der  Quadrate  der  ersten  n  ungeraden  Zahlen  sich  schreibea 

läßt: 

12 +  32  + 52 _|.  .._  ==|n»  — in. 

Diese  Abkürzung  für  den  Klämmerausdruck  in  Gleichung  (II)  ein- 
gesetzty  ergibt 


A3        6nV 


Um  ein  mathematisch  genaues  Eesultat  für  den  Abstand  z  zu  er- 
halten, müssen  wir  in  dieser  Formel  die  Anzahl  n  der  Flächen - 
streifen  unendlich  groß  nehmen.  Für  diesen  Fall  wird  die  Formel 
noch  einfacher,  da 


6n^       c» 
ist.     Für  z  ergibt  sich  also  der  absolut  genaue  Wert: 

Zusatz:  In  derselben  Weise,  wie  beim  Dreieck,  kann  man  nun 
für  andere  Figuren  die  mathematischen  Formeln  zur  Bestimmung 
der  Schwerachsen  bzw.  der  Nullinien  ableiten.  Die  betreffenden 
Eesultate  sind  im  §  55  zusammengestellt. 


Zweite  Aufgabe* 


Für  den  in  Fig.  84  gezeichneten  Qperschnitt  ist  die  horizontale 
Schwerachse  zu  bestimmen! 
Die  Abmessungen  sind: 

ftj  =  6,0  cm,       hl  =  2,4  cm; 
&2  =  4>0  cm,       Ä^  =  1,6  cm, 

.Fischer,  StaUk.  16 
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Wir  wenden  natürlich  Formel  (III)  aus  §  47  an,  da  ja  der  Quer- 
schnitt aus  bekannten  Figuren  (Rechtecken)  zusammengesetzt  ist. 
Die  Inhalte  der  Einzelflächen  und  des  Gesamtquerschnittes  sind: 

Fi=:\'hi  =  6,0  -  2,4  =  14,4  qcm, 
Fu  =  &2  •  ^2  =  4>0  - 1,6  =  6,4  qcm, 
F^Fi  +  Fn=^  14,4  +  6,4  =  20,8  qcm. 

Ihre  Schwerpunktsabstände  bis  zu  der  in  Fig.  84  angenommenen 
0? -Achse  betragen 

.y/=iÄi  =  l,2cm, 

Vii  ==  i  Äa  =  0,8  cm. 

Somit  wird  der  Abstand  des  Schwerpunktes  des  gesamten  Quer- 
schnittes: '     n  . 
+  14,4  cm2 . 1,2  cm  —  6,4  cm« .  0,8  cm 


z  = 


20,8  cm2 

+  17,3  cm»  —  5,1  cm«  ^  +12,2  cm» 

""     20,8  cm2 


20,8  cm« 
'=-+0,59  cm. 


Bei  den  Abständen  yj  und  yu  haben  wir  den  obei'halb  der  a? -Achse 
liegenden  mit  positivem  und  den  unterhalb  der  iv -Achse  liegenden 
mit  negativem  Zeichen  eingeführt.  Da  nun  für  z  ein  positiver 
Wert  herausgekommen  ist,'  liegt  es  oberhalb  der  a? -Achse. 

Zusatz:  Es  empfiehlt  sich  stets,  derartige  Schwerpunkts-  bzw. 
Nullinienbestimmungen  in  Form  von  Tabellen  durchzuführen.  Da- 
durch wird  die  Eechnung  viel  übersichtlicher  und  namentlich  auch 
geschützter  vor  Eechenfehlern.  Für  die  obige  Aufgabe  erscheint 
dann  die  Ausrechnung  in  folgender  Form: 


Querschnittsteil 

Pl&cheninhalt  F 
(cm«) 

Schwerpimkts- 

abstand  y 

bis  Achse  x—x 

(cm) 

Statisches 
Moment  F'y 

(cm») 

Oberes  Rechteck 

6,0  •  2,4  =  14,4 

+1,2 

+14,4. 1,2  =  +17,3 

Unteres  Rechteck 

4,0.1,6=    6,4 

-0,8 

—6,4-0,8  =  — 5,1 

Gesamt  20,8 

Gesamt- +12,2 

Abstand  des  Gesamtschwerpunktes: 

z  =  -±1|^  =  +0,59  cm  (oberhalb  x-x) . 
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Dritte  Antgabe^ 

Man  iesiimme  die  Nuttinie  von  Fig.  84  zur  Kontrolle  noch 
einmälf  und  zwar  dadurch j  daß  man  die  x -Achse  durch  den  Schwer- 
punkt Sj  des  oberen  BechtecJces  nimmt! 

Dann  wird  die  Berechnung  etwas  einfacher,  da  das  statische 
Moment  des  oberen  Bechte6kes  für  diese  a; -Achse  gleich  Null  ist. 

Vierte  Aufgabe, 

Der  Obergurt  eines  Kranträgers  besteht  *aus  2Z  N.  P.  22  und 
darauf  genieteter  Kransdkiene  Bote  Erde  Nr.  2  {Aachener  HüUen- 
Aktien -Verein).    Der  Schwerpunkt  ist  zu  bestimmen I 

(Man  zeichne  den  Querschnitt  selber  auf!) 

Die  Flächeninhalte  der  Querschnittsteile  und  die  Lage  des 
Schwerpunktes  bei  der  Kranschiene  entnehmen  wir  aus  den  Profil- 
tabellen. Die  a; -Achse  ist  durch  den  Schwerpunkt  der  C- Eisen 
gelegt. 


Querschnittsteil 


2  C  N.T.  22 


Flächeninhalt  F 
(cm«) 


2.37,4  =  74,80 


Schwerpunkts- 
abstand y 
bis  Achse  x—x 
(cm) 


0,0 


Statisches 

Moment  F'y 

(cm*) 


1  Kransohiene 
R.E.  Nr.2 


41,01 


11,0+2,68=13,6 


41,01 -13,68  =  561 


Gesamt  115,81 


Gesamt  561 


Abstand  des  Gesamtschwerpunktes: 
561 


115,81 


4,84  cm  (oberhalb  x—x). 


Fünfte  Aufgabe^ 

.  Ein  I  TS.  P.  30  ist  im  unteren  Flansch  durch  zwei  Nietlöeher 
von  2y0  cm  0  geschwächt.  Der  Schwerpunkt  dieses  Querschnittes  ist 
zu  bestimmen! 

(Man  führe  die  Zeichnung  selber  aus!) 

Als  Fläche  JP/  nehmen  wir  den  vollen  Querschnitt  des  I- Eisens, 
als  Fläche  JP/j  die  l^ietlöcher.  Da  letztere  abzuziehen  sind,  muß 
Fu  mit  negativem  Vorzeichen  in  die  Eechnung  eingeführt  werden. 
Im  übrigen  ist  natürlich  der  Eechnungsgang  derselbe.  Die  a;- Achse 
ist  durch  den  Schwerpunkt  des  I- Eisens  gezogen,  und  die  Ab- 
stände nach  unten  positiv,  nach  oben  negativ  genommen. 

16* 
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Querschnitts- 
teil 

Fl&cheninhalt  F 
(cm*) 

Schwerpunkts- 
abstand y 
bis  Achse  x—x 
(cm) 

Statisches 

Moment  JP-y^ 

(cm») 

1IN.P.30 

69,0 

0,0               •                0,0 

2  Nietlöcher 
2,0  0 

-2-2,0-l,62=  — 6,5 

15,0-0,8= +14,2 

-6,5-  +  14,2==-92,3 

Gesamt  62,5 

Gesamt  -92,3 

Abstand  des  Ge^samtschwerpunktes: 

z  =  'Z^^'^  =  —1,48  cm  (oberhalb  x-^x) . 
62,5 

Sechste  Aufgabe, 

Ein  Querschnitt  bestehe  aus 

1  Stehhlech 2(K)-10, 

2  ^- Eisen .     80-80.10, 

1  obere  Lamelle 190  •  12  , 

2  Nietlöcher  von  je  20  cm  0  . 

Die  horizontale  Schwerachse  dieses  Querschnittes  ist  zu  bestimmen! 
(Man  zeichne  den  Querschnitt  selber  auf!  Die  Nietlöciier  gehen 
durch  die  LameUe  und  die  horizontalen  Winkelschenkel.)  Die 
a? -Achse  ist  durch  die  obere  Kante  des  Stehbleches  genommen. 
Die  Eichtung  nach  oben  ist  negativ,  die  Bichtung  nach  unten 
positiv  genommen.    , 


Querschnittsteil 

•  Flächeninhalt  F 
(cm«) 

Schwerpunkts- 
abstand y 
bis  Achse  x — x 
(cm) 

Statisches 
Moment  F'y 

(cm*) 

1  Stehblech  200-10 

20,0-1,0=    20,0 

+  10,0 

+20,0. 10,0  =  +200,0 

2<80.80.10 

2-15,1=    30,2 

+  2,34 

+30,2-2,34  =  +  70,7 

1  Lamelle  190-12 

19,0-1,2=    22,8 

—0,6 

—22,8-0,6  =  — 13,7 

2  Nietlöcher  2,0  0 

-2-2,0-2,2  =  -8,8 

-0,1 

-8,8-(-0,l)=+    0,9 

Gesamt  64,2 

Gesamt  +257,9 

Abstand  des  Gesamtschwerpunktes: 

4-257  Q 
z  =      g^  ^     =  +4,0  cm  (unterhalb  x-x) . 
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§49a. 
Zasammentassimg  zum  8.  Vortrag. 

In  diesem  Vortrage  ist  das  YerCahr^  zur  Bestimmung  der  Lage  der 
NuUinie  erUutert  Das  Grundprinzip  hatte  sich  ja  direkt  bei  der  Ableitimg 
der  Biegungsspannimgen  (§  38)  ergeben:  Die  Nullinie  hat  die  Eigenschaft, 
den  Querschnitt  so  zu  zerlegen,  daß  (I)  A  •  ^i  +  •  •  •  =  /«  •  y«  +  •  •  •  ist.  Da 
aber  die  direkte  Anwendung  dieses  Grundprinzips  schließlich  auf  ein 
Probieren  hinausläuft,  haben  wir  es  noch  etwas  methodischer  umgestaltet: 
Wir  nehmen  irgendwo  eine  Achse  x — x  an  und  besÜtoinen  die  Lage  der 
Kullinie  n — n  dadurch,  daß  wir  den  Abstand  z  von  n — n  bis  x — x  ausrechnen 
nach  den  Formeln: 

-j.  _  /"^  '  g|  4-  /"a  •  gg  +  ; '  •  (zur  AufsteUung  mathematischer  Aus- 

'      .  ""  F  drücke;   z.  B.  r  =  }  ä  beim  Dreieck), 

j^jj.  Ft'Vf^  ^11 '  yu'¥  '"   (zur  praktischen  Ausrechnung  bei 

F  zusammengesetzten  Flächen). 

Schließlich  hatte  sich  noch  eine  interessante  Heranziehung  eines  ganz 
anderen  Grebietes  der  Mechanik  ergeben:  Die  Nullinie  geht  durch  einen 
besonderen  Punkt  hindurch,  der  aber  an  und  für  sich  nichts  mit  der 
Festigkeitslehre  zu  tun  hat,  nämlich  durch  den  Schwerpunkt  des  Quer- 
sehnittes.  Hierdurch  häufig  Erleichterung  beim  Aufsuchen  der  Nullinie. 
Bemefkaiig:  Die  Schwerachse  (Nullinie)  kann  man  auch  graphisch 
finden;  z.  B.  in  Fig.  85 d,  indem  man  zu  den  Kräften  gf^,  gf^  usw.  ein 
Seilpolygon  zeichnet  und  hierdurch  die  Lage  von  R  bestimmt.  (Hierbei  ist 
für  g  irgendeine  Zahl,  z.  B.  1,  einzusetzen;  die  Flächeninhalte  f^j  f^  usw. 
können  bei  gleich  breiten  Streifen  durch  die  Höhen  dargestellt  werden.) 
Das  analytische  Verfahren  ist  aber  so  einfach,  übersichtlich  und  l  equem. 
daß  wirklich  kein  Grund  vorliegt,  hier  noch  Zeichenarbeit  hineinzubringen. 


9.  Vortrag: 

Bestimmiuig  des  Trägheitsmomentes  für  die  yerscliiedenen 
Qaerschnittsformeii.    Das  Widerstandsmoment 

§50. 
Allgemeine  Methode  znr  Bestimmung  des  Trägheitsmomentes. 

L  Grondprlniip. 

Die  Bezeichnnog  jjTrägheüsmoment  J^^  haben  wir  der  Summe 

fi'yi-\-f2'yl  +  fz'yl  +  -' 

gegeben.     Hierin  bedeuten  f^  ^  f^  usw.  die  parallel  der  Nullinie 
iiQgeieiehneten  Flächenstreifen  und  y^ ,  y^  ugw.  deren  Abstände 
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bis  zur  NuUinie.    Diese  Samme  kommt  im  ITenner  der  Biegungs- 

gleichnng 

M 

vor  und  muß  also  zur  Ermittlung  der  ITormalspannungen  a  für 
die  verschiedenen  Querschnitte  ebenfalls  berechnet  werden. 

Um  eine  kurze  Bezeichnung  zu  haben,  wollen  wir  im  folgenden 
das  Produkt  aus  einem  Fiächenstreifen  f  mal  dem  Quadrate  seines 
AbStandes  y  von  einer  Achse  das  ^^quadratische  Moment^^  dieses 
Flächenstreifens  für  die  betreffende  Achse  nennen.  Entsprechend 
bezeichnen  wir  das  Produkt  aus  einer  Fläche  F  mal  dem  Quadrate 
ihres  Schwerpunktsabstandes  von  einer  Achse  als  das  j.qiMdratische 
Moment^^  dieser  Fläche  für  die  betreffende  Achse.  Von  den  „stati- 
schen''  Momenten  unterscheiden  sich  die  „quadratischen''  mithin 
dadurch,  daß  die  Abstände  y  nicht  in  der  ersten,  sondern  in  der 
zweiten  Potenz  zu  nehmen  sind. 

Das  Trägheitsmoment  ist  also  die  Summe  der  quadratischen 
Momente  der  Flächenstreifen,  wobei  sämtliche  Glieder  stets  mit 
positiven  Vorzeichen  einzuführen  sind.  Augenscheinlich  haben 
Trägheitsmoment  und  statisches  Moment  eine  gewisse  Ähnlichkeit 
miteinander.     Man   bezeichnet  sie  beide  als  „Flächenmomente". 

Um  nun  für  einen  so  unregelmäßigen  Querschnitt  wie  Fig.  83 
(in  §  45)  das  Trägheitsmoment  J  zu  ermitteln,  bleibt  nichts  anderes 
übrig,  als 'einfach  jeden  Flächenstreifen  mit  dem  Quadrate  seines 
Abstandes  von  der  Nullinie  n — n  zu  multiplizieren^  (Letztere 
muß  natürlich  vorher  bestimmt  sein.).  Die  Flächenstreifen  müssen 
unendUch  schmal  genommen  werden,  damit  die  Abstände  y  genau 
angegeben  werden  können.  In  der  Tat  haben  wir  ja  auch  bereits 
in  dieser  Weise  —  unter  Annahme  unendlich  dünner  Schichten  — 
für  das  Eechteck  den  gen£|>uen  Wert  des  Trägheitsmomentes  be- 
stimmt  (§  39).  Für  einige  andere  Querschnitte  werden  die  be- 
treffenden Berechnungen  im  §  53  durchgeführt  werden.  Ähnlich 
wie  bei  Bestimmung  der  Nullinie  eignet  sich  diese  allgemeine 
Methode  besonders  dazu,  um  für  bestimmte  Grundformen  (Eecht- 
eck, Dreieck,  Kreis  usw.)  mathematische  Formeln  für  die  Träg- 
heitsmomente aufzustellen. 

n.  Elnfährmip  eines  Hilfsbe^iffes  (Trägheitsmoment  J^m 

Mitunter  ist  es  bequemer,  die  quadratischen  Momente  der 
Flächenstreifen  nicht  direkt  für  die  Nulhnie  n — n,  sondern  zu- 
nächst für  irgendeine  andere,  zu  n — n  parallele  Achse  x — x  aus- 
zurechnen  (Fig.  83),     Wir  multiplizieren  dann  also  jeden  Flächen- 
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streifen  mit  dem  Quadrate  seines  Abstandes  von  der  a? -Achse  und 
bilden  schließlich  die  Summe  dieser  Produkte.  Diese  Summe  möge 
da#  jf  Trägheitsmoment  des  Querschnittes  für  (oder  ,in  bezug  auf*) 
die  x-Achse^^  heißen  und  mit  eT"»  bezeichnet  werden.  Mit  Jn  da- 
gegen wollen  wir  das  Trägheitsmoment  für  die  NuUinie  bezeichnen. 
Letzteres  ist  also  gewissermaßen  das  eigentliche  Trägheitsmoment  J, 
das  in  die  Biegungsgleichung  eingesetzt  werden  muß,  um  die 
Normalspannungen  o  zu  bestimmen.  Der  Wert  J^^  ist  dagegen 
nur  ein  Hilfswert,  der  aber  —  wie  wir  bald  sehen  werden  — 
öfters  zur  Vereinfachung  der  Ee<jhenarbeit  beiträgt. 

HL  Die  Beziehung  zwischen  «Tn  und  J^  • 

Vorher  wollen  wir  aber  noch  feststellen,  in  welcher  mathe- 
matischen Beziehung  diese  beiden  Werte  Jn  tmd  J,  zueinander 
stehen.    Für  Fig.  83  ist  das  eigentliche  Trägheitsmoment 

(I)  Jn^h-yl  +  h^yi  +  fz^y^  +  h-yl  +  h^y^  +  U-y^ 

und  der  Hilfswert 

(II)  Js-frzl-\-U'zl  +  U^zl  +  f^^zl  +  U^z^  +  U'zl. 

,  Nun   bestehen   aber   zwischen   den   Abständen   y  und  z  die  Be- 
ziehungen (Fig.  83;  vgl.  auch  §  45): 

^2  =  2^-2?,  y^^Z'-Z^     («5  =  0), 

^3  =  ^8-«  (=0),     y^^z  +  z^. 

{z  ist  der  Abstand  zwischen  der  NuUinie  und  der  o? -Achse.)  Setzen 
wir  diese  Werte  in  Gleichung  (I)  ein,  so  wird 

Nun  multiplizieren  wir  die  Klammern  aus  und  erhalten  drei 
Gruppen  von  Gliedern: 

•    Jn-fx'Z?  +  f,'Zi+f,'Zi  +  f,>Z^+f,'Z!  +  f,'Zl 

—2  z(f^  'Zy  +  f^'Z^+f^'Z^+f^'Z^  +  f^:z^-f^'  z^) 

Hieraus  ergeben  sich  folgende  Vereinfachungen:  , 

a)  In  der  ersten  Zeile  ^teht  die  Summe  der  quadratischen 
Momente  der  Flächenstreifen  in  bezug  auf  die  a? -Achse.  Diese 
Summe  haben  wir  das  „Trägheitsmoment  des  Querschnittes  für  die 
ap-AcÄ«e"  genannt  und  mit  J"«  bezeichnet.    (Hilfswert  J, .) 
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In  Worten:  Das  Trägheitsmoment  für  eine  zur  Sohwerachse  parallele 
Aohse  ist  gleich  dem  Trägheitsmoment  für  die  eigene  Schwerachse, 
vermehrt  um  das  quadratische  Moment  dßr  Fläche  für  die  neue  Achse. 
Ans  dem  Vergleich  von  J,  nnd  J«  folgt:  Das  Trägheitsmoment 
für  die  Nullinie  ist  Meiner  als  das  für  irgendeine  andere  zu  n — n 
parallele  Achse. 

TV*  Anwendung. 

Wie  bereits  gesagt,  erleichtert  dieser  Hilfsbegriff  J,  öfters 
die  Berechnnng  des  eigentlichen  Trägheitsmomentes  J»*  Zum 
Beispiel  dann,  wenn  man  bei  einem  Querschnitte  Nullinie  und 
Trägheitsmoment  gemeinsam  bestimmen  will.  Dann  kann  man 
nämlich  dieselben  Abstände  z ,  die  man  bei  der  Nullinie  brauchte, 
auch  beim  T?rägheiismoment  verwenden. 

Eine  solche  BerechnuDg  werde  an  dem  Querschnitte  Fig.  83 
als  Beispiel  durchgeführt.    Um  hierfür  zunächst  die  Nullinie  zu  er- 
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auca  BOioiD  unser  eigenuicnes,*  m  uie  Die^ngBiormei  eiozuseizenaes 
Trägheitsmoment  «/»•  I^ie  gesamte  Ausrechnung  geschieht  also 
nach  folgendem  Schema: 


streifen 

Flächen- 
inhalt f 

Abstand  z 
(bis  Achse  «— ac) 

Statisches 

Moment  /"•  e 

(fOr  Achse  x^x) 

Quadratisches 

Moment  f-z^ 

(fOr  Achse  x-^x) 

usw. 

•  •  • 

±... 
±... 

HH+I 

•  •  • 

•  •  • 

Gesamt  F= . . . 

Gesamt  6=  ±. . . 

Gesamt  /,  =  •  •  • 

Abptand  des  Schwerpunktes  von  der  x -Achse: 

8       ^ 

\                                                                                   — 

Trägheitsmoment  für  die  Schwerachse: 

Zusammenfassung. 

Die  Ausgangsformel,  wie  sie  sich  bei  der  Ableitung  der  Biegimgs- 
spannung  ergeben  hatte,  lautet:  (I)  J  =^  fx*y\  + f%' y\-\-  -*-  Diese  Formel 
ist  auch  bereits  sehr  gut  zu  verwenden,  hauptsächlich: 

a)  imi  für  gewisse  Grundformen  mathematische  Ausdrücke  für  J  auf- 
zustellen (z.  B.  Rechteck,  §  39;  Kreis,  §  53);  • 

b)  für  ganz  unregelmäßige  Querschnitte  (z.  B.  Schienenprofil;  je  dünner 
die  Streifen,  desto  genauer  J), 

In  manchen  Fällen  (z.  B.  wenn  man  Nullinie  imd  Trägheitsmoment 
gemeinsam  bestimmen  will)  empfiehlt  sich  eine  Abänderung:  Man  ninmit 
eine  beliebige  Achse  x — x  an,  mißt  von  dieser  aus  die  Abstände  z^^  z^ 
usw.  und  berechnet  zunächst  den  Hilfswert  (II)  J»  ^=  fi '  ^\ -\-  f%  •  ^\  usw. 
(Sog.  Trägheitsmoment  für  die  a> Achse;  hat  aber  keine  besondere  Bedeutung.) 
Yon  diesem  schließt  man  dann  zurück  auf  das  eigentliche  Trägheitsmoment: 
(m)  J,  =  J.~^.^«. 

Znsatz:  Für  solche  Querschnitte,  die  sich  aus  bekannten  Grundformen 
zusammensetzen,  werden  wir  in  §  51  noch  weitere  Vereinfachungen  zur  Be- 
Mohnung  von  J  ableiten« 
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§51. 

Das  Trägheitsmoment  yon  Querschnitten,  die  ans  bekannten 
Figuren  gebildet  werden. 

Durch  folgende  Sätze  können  wir  das  Trägheitsmoment  einer 
zusammengesetzten  Fläche  durch  die  Trägheitsmomente  ihrer  ein- 
zelnen Bestandteile  ausdrücken. 

« 
L  Satz. 

Besteht  ein  Querschnitt  aus  der  Summe  (bzw.  Differenz)  mehrerer 
Flächen y  deren  NuUinien  zusammenfällen,  so  ist  sein  Trägheits- 
moment Jn  gleich  der  Summe  (bzw.  Differenz)  der  Trägheitsmomente 
der  einzelnen  Flächen,  und  seine  NulUnie  fällt  mit  der  gemeinsamen 
NuUinie  der  Flächen  zusammen. 

[Der  Gesamtquerschnitt  hat  nur  eine  Nullinie  und  ein  Träg- 
heitsmoment für  diese.  Aber  auch  zu  jeder  Teilfläche  —  für  sich 
betrachtet  —  gehört  eine  eigene  Nullinie  und  ein  eigenes  Trägheits- 
moment, die  gewissermaßen  als  feststehende  Eigenschaften  der  be- 
treffenden Fläche  aufzufassen  sind  und  bei  Berechnung  des  eigent- 
lichen Trägheitsmomentes  (für  den  Gesamtquerschnitt)  als  Hilfs- 
größen verwendet  werden.] 

In  Formeln  lautet  der  obige  Satz: 


(I)  J^^jri  +  JiT  +  jjji+.. 


Der  Beweis  dieses  Satzes  folgt  unmittelbar  aus  der  Erklärung 
des  Trägheitsmomentes.  Legen  wir  zum  Beispiel  Fig.  87  a  zugrunde, 
so  ist  zunächst: 

(I)      J  =  fi-y?  +  f^'vi  +  fs'vi  +  f^'v!  +  ^ ' '  +  fio'y?o . 

Hierin  ist  /i  =  /*,  =  /"g  =  /"jo  =  6  •  a? .  Die  mittleren  Streifen  be- 
stehen jeder  aus  zwei  Teilen,  so  daß  jf^  =  /"^  =  . . .  =  /"^  =  2  •  d  •  a? 
ist.  iNTun  läßt  sich  aber  der  Flächenstreifen  f^  darstellen  als  die 
Differenz  zweier  Streifen  mit  der  Höhe  x ,  von  denen  sich  der  eine 
über  die  ganze  Breite  b  und  der  andere  über  die  innere  Breite  b^ 
erstreckt.  Den  ersteren  wollen  wir  mit  fi  bezeichnen;  er  hat  den 
Flächeninhalt  b*x.  Der  zweite  ist  in  der  Figur  mit  fi'  bezeichnet; 
er  ist  gleich  b^-x.    Wir  haben  also 

/  8  ^  /  3  ■""  fs  • 
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In  entsprechender  Weise  ersetzen  wir  nun  auch  die  folgenden 
Streifen  f^>-.f^  durch  die  Differenz  zweier  Streifen  und  erhalten 
dann  die  obige  Summe  in  der  Form 

J  =  fi-y?+f2-y^+(fi-fi')-yi+(fi-fi')-yi+'  •  •+ Ao-y?o . 

•yS+fio-yia) 
■yi)- 


^  I  J=(fi-ynf,-y^+fi-ynfi-yn-+n-yi+f,'y^ 
\    -(fi'-ynfi'-yi+n'-yi+fi'-yS+fi'-ynn'-yi) 


Nun  sehen  wir  folgendes:  In  der  ersten  Klammer  dieser  Glei- 
chung stehen  die  einzelnen  Flächenstrerfen,  fi,  ft,  fi,  fi-  .-fiot 
des  Bechteckes  b'h,  multipliziert  mit  dem  Quadrate  ihres  Ab- 
Standes  von  der^  Kullinie.     Der  Ansdmck  in  dieser  Klammer  ist 


(h) 

Fig.  87. 


fo) 


also  nichts  anderes  als  das  Trägheitsmoment  des  Bechteckes  &  •  ft . 
Entsprechend  stellt  der  in  der  zweiten  Klammer  stehende  Summen- 
ausdruck das  Trägheitsmoment  des  inneren  Bechteckes  \  •  \  dar. 
Bezeichnen  wir  diese  beiden  Trägheitsmomente  mit  J/  und  Ju^ 
80  geht  also  die  Gleichung  (II)  über  in 

(m)  J  -^Ji  —  Jn. 

Somit  ist  für  diesen  Fall  der  oben  ausgesprochene  Satz  bewiesen. 
Natürlich   gilt  der  Satz  auch   dann,   wenn  der  Querschnitt 
nicht  aus  Bechtecken,  sondern  aus  beliebigen  Flächen  zusammen- 
gesetzt ist.    Immer  können  wir  in  der  Summe 

die  einzelnen  Streifen  f^ ,  f^  usw.  in  ihre  Teilstreifen  f\  f"  usw. 
zerlegen,  so  daß  schließlich  herauskommt 

«^  =  J^r  i  ^11  +  ^ni  db  •  •  • 
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de^elben  Achse  ans  zu  zählen  sind,  d.  h.  daß  alle  Flächenteile 
eine  gemeinsame  Nullinie  haben. 

n,  Satfc 

Bestellt  ein  Querachnitt  at^  der  Summe  {bzw.  Differenz)  mehrerer 
beliebiger  Flächen  j  so  ist  sein  Trägheitsm^>ment  J^  für  irgendeine 
Achse  X — X  gleich  der  Summe  {bzw.,  Differenz)  der  Trägheitsmomente 
der  Einzelflächen  für  diese  Achse  x—x. 

[Jedes  der  letzteren  Trägheitsmomente  ist  bekanntlich  (nach 
§  50)  gleich  dem  Trägheitsmomente  der  betreffenden  Einzelfläche 
für  ihre  eigene  Schwerachse  vermehrt  um  das  quadratische  Mo- 
ment der  Einzelfläche  in  bezug  auf  die  Achse  x — x.] 

In  Formeln: 


(H) 


In  dieser  Formel  ist  also  J^  das  Trägheitsmoment  des  zu  unter- 
suchenden Querschnittes  für  irgendeine  rr -Achse.  Fjj  Fjj  usw. 
sind  die  einzelnen  Flächen,  aus  denen  sich  der  Gesamtquerschnitt 
zusammensetzt.  Jj,  Jn  usw.  sind  die  Trägheitsmomente  dieser 
Flächen  für  ihre  eigenen  Nullinien,  und  yi ,  yn  usw.  sind  die  Schwer- 
punktsabstände  der  einzelnen  Flächen  von  der  2; -Achse.  (Das 
Produkt  aus  eineir  Fläche  mal  dem  Quadrat  ihres  Schwerpunkts- 
abstandes von  einer  Achse  haben  wir  das  „quadratische  Moment^' 
dieser  Fläche  für  die  betreffende  Achse  genannt.) 

Man  sieht  übrigens^  daß  der  vorhin  aufgestellte  Satz  I  in 
dem  obigen  Satze  II  bereits  als  Spezialfall  enthalten  ist.  Nur 
seiner  Einfachheit  wegen  wurde  er  als  besonderer  Satz  voran- 
gestellt. 

Um  nun  den  Satz  11  zu  beweisen,  greifen  wir  auf  Fig.  84 
(in  §  46)  zurück.  Für  den  daselbst  gezeichneten  Querschnitt  ist 
das  Trägheitsmoment  für  die  o; -Achse: 

Der  Ausdruck  ist  bereits  so  geschrieben,  daß  die  zu  den  Flächen 
F/  und  Fii  gehörigen  Flächenstreifen  getrennt  erscheinen.  Nun 
stellt  mit  unseren  früheren  Bezeichnungen  die  Summe 
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(HI)  «7»  "  «7j,a;  +  Jllf  ae  • 

Nun  besteht  aber  zwischen  dem  Trägheitsmomente  J»  einer  Fläche  F 
für  ihre  eigene  Schwerachse  und  dem  Trägheitsmomente  J^  dieser 
Fläche  für  eine  a?-Aahse  die  Beziehung  (§  50,111) 

worin  z  der  Abstand  zwischen  Schwerachse  und  a? -Achse  ist. 
Wenden  wir  diese  Formel  auf  die  Trägheitsmomente  J/,,  und  J/i^, 
an,  so  wird 

J/,.  =  J/  +  F/.y/% 

(J/  ist  das  Trägheitsmoment  von  JP/  für  die  eigene  Schwerachse  n^ — n^ ; 
yj  ist  der  Abstand  zwischen  dieser  Achse  n^ — n^  und  der  Achse  x — x . 
Entsprechend  ist  es  bei  Vu .)  Und  schließlich  erhalten  wir  für  J, 
den  Ausdruck 

(IV)  J;«,»  (Jx+^r?/l)  +  {Jn^^nVli)  • 

Hiermit  ist  der  Satz  II  bewiesen. 

Spezialfall:  Besteht  ein  zusammengesetzter  Querschnitt  nur 
aus  zwei  Einzelflächen  (z.  B.  Fig.  84),  so  läßt  sich  sein  Trägheits- 
moment Jn  diuch  nach  der  Formel  ausrechnen 

Fr  •  'Ell  •  a* 
(IVa)  j,  =  j,  +  j„  +  £|-^iL±.. 

In  dieser  Formel  ist  a  der  Abstand  der  Schwerpunkte  der  beiden 
Einzelflächen  voneinander  (Fig.  84);  die  übrigen  Bezeichnungen 
sind  dieselben  wie  vorher.  Die  Formel  (IVa)  ergibt  sich  leicht 
aus  der  Formel  (IV),  indem  man  yi  und  yu  durch  den  Abstand  a 
und  die  Flächen  F/  und  F//  ausdrückt.  Sie  gilt  aber  nur  bei 
zwei  Einzelflächen,  und  auch  nur  zur  Berechnung  des  Trägheits- 
momentes für  die  Nullinie  (Jn)  tind  nicht  für  jede  beliebige  Achsa 
(Vgl.  auch  die  vierte  Aufgabe  von  §  54.) 
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m.  Satz. 


Verschiebt  man  die  einzelnen  Flächenstreifen  einer  Figur  inner- 
halb ihrer  Richtungen,  so  bleibt  das  Trägheitsmoment  des  Querschnittes 
unverändert. 

Durch  diesen  Satz  werden  die  Trägheitsmomente  verschiedener 
Figuren  zueinander  in  Beziehung  gebracht,  so  daß  er  hier,  zu- 
sammen mit  den  Sätzen  I  und  II,  erwähnt  werden  möge. 

Vergleichen  wir  in  Fig.  88  die  Trägheitsmomente  des  Recht- 
ecks und  des  Parallelogramms, 'so  erhalten  wir  zunächst  für  das 
Rechteck: 

J  =  fiVi  +  fiVi  +  . . .  +  M- 

Dieselbe  Formel  gilt  aber  auch  für  das  Parallelogramm.  Denn 
bei  gleicher  Höhe  und  Breite  beider  Figuren  sind  sowohl  die  Inhalte 


r 

'  TT  " 

--5 

i 

y 

U— ^ 

Cccj 

(b) 

(c) 


Fig.  88. 


der  Flächenstreifen  f^ ,  f^  usw.  als  auch  deren  Abstände  y^ ,  y^  usw. 
beina  Rechteck  ebenso  groß  wie  beim  Parallelogramm.  Allgemein 
kann  man  also  sageq: 

Wenn  eine  Figur  F^  (das  Parallelogramm)  aus  einer  Figur  -Fj 
(dem  Rechteck)  dadurch  entstanden  ist,  daß  die  Flächenteile  der- 
selben parallel  zueinander  verschoben  sind,  so  sind  die  Trägheits- 
momente dieser  beiden  Figuren  einander  gleich. 

Zusatz:  Vorläufig  hat  allerdings  das  Trägheitsmoment  des 
Parallelogramms  für  uns  keinen  Wert.  Bei  der  Ableitung  der 
Biegungsformel 

M 
o^-j.y 

wurde  ausdrücklich  vorausgesetzt,  daß  der  Querschnitt  eine  vertikale 
Symmetrieebene,  besitze.  N^ur  in  diesem  Falle  konnten  wir  an- 
nehmen, daß  die  einzelnen  horizontalen  Schichten,  in  die  der 
Balken   im    unbelasteten   Zustande   geteilt   war,   auch   nach   der 
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lasxuiig  aer  xrager  juoajj  nur  m  xticmiung  aer  jvraite  aurcnDiegen, 
sondern  er  wird  auch  seitlich  ausweichen.  Dieses  kann  man  sehr 
gut  wahrnehmen,  wenn  man  ein  an  einem  Eüde  eingemauertes 
Winkeleisen  durch  eine  vertikale  Kraft  P  belastet  (Fig.  88  c).  Hier 
zeigt  sich  dann,  daß  der  Träger  nach  unten  und  gleichzeitig  seitlich 
ausweicht.  Die  einzelnen  Schichten  des  Eisens  erfahren  hierbei 
natürlich  ganz  andere  Beanspruchungen,  als  die  obige  Formel  an- 
gibt. Wir  werden  uns  später  genauer  mit  diesen  Untersuchungen 
beschäftigen  (17.  Vortrag). 

Zusammenfassung. 

Ist  ein  Querschnitt  F  aus  bekannten  Teilflächen  Fj  usw.  zusammen- 
gesetzt, so  berechnen  wir  sein  Trägheitsmoment  (für  seine  Nullinie  n — n 
oder  auch  für  irgendeine  andere  Achse  x—x),  indöm  wir  von  jeder  Teil- 
fiäche  das  Trägheitsmoment  für  die  betreffende  Achse  (n — n  oder  x—x)  auf- 
stellen und  .schließlich  alle  diese  Beiträge  zusammenzählen.  Hierbei  ist 
jeder  dieser  Beiträge  nach  Formel  (IV)  von  §  50  zu  bestimmen:  Trägheits- 
moment der  betreffenden  Teilfläche  Fj  für  ihre  eigene  Schwerachse  n^ — n^, 
vermehrt  um  das  Produkt  Fj-y],  wobei  yj  der  Abstand  von  fij — nj  bis  n-^riy 
bzw.  ac— er  ist  In  Formel:  J=^(Jj-\-  Fj-  y])  +  {Jji  +  Fjj- y^;) -\-  .,,,  [Man  be- 
achte, daß  außer  den  Produkten  Fj  •  y]  usw.  auch  noch  die  Trägheitsmomente 
Jj  usw.  einzuführen  sind;  Gegensatz  der  obigen  Formel  zu  Formel  III  in 
§  49  a.]   Beispiele  zu  §  51  s.  §  54. 

§52. 

Das  Widerstandsmoment. 

L  Die  „Maximalspannungen^^  a^  und  <y,  eines  Querschnittes^ 

1.  Aus  der  Biegnngsformel 

M 
o^  —  .y 

folgt,  daß  die  größte  Formalspannung  eines  Querschnittes  in  dem 
Streifen  auftritt,  der  den  größten  Abstand  y  von  der  Nullinie  hat. 
Biese  Aussage  ist  ja  auch  direkt  mit  der  Navierschen  Hypothese 
verknüpft,  wie  namentlich  aus  deren  graphischer  Darstellung 
(Fig.  78  a)  deutlich  hervorgeht. 

Im  allgemeinen  müssen  wir  aber  bei  einem  auf  Biegung  be- 
anspruchten Balken  zwei  größte  Normalspannungen  berücksichtigen. 
Nämlich  die  größte  Zug-  und  die  größte  Druckspannung.  Die 
eine  tritt  in  der  obersten  und  die  andere  in  der  untersten  Faser- 
schicht auf.     Die  obige  Aussage  werden  wir  deshalb  in  der  Form 
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Fig.  89. 

auftritt.    Setzen  wir  für  die  Abstände  die  Bezeichnungen  ei  und  e^ 
in  die  Biegungsformel  ein,  so  ergibt  sich  die  Größe  der 

(I)     Maximalgpannnngen: 

öt  =  -J-'  61 ;         (Xa  =a  -jr .  e2  . 

Da  es  nun  hauptsächlich  nur  auf  diese  beiden  Spannungen  a^  und  a^ 
ankommt,  wollen  wir  ihre  Berechnung  noch  etwas  verdnfachea. 

n.  Das  Widerstandsmoment 

Sobald  das  Trägheitsmoment  J  des  betreffenden  Querschnittes 
ermittelt  ist,  dividieren  wir  es  sofort  durch  die  Abstände  e^  und  e^ 
der  äußersten  Schichten.     Wir  berechnen  also  die  Brüche 

(II)  Tri=f;  W,  =  ^.' 
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M  M 


Denn  ans  der  Ableitung  des  Widerstandsmomentes  folgt,  daß  tat- 
sächlich 

M  _    M^  ^^        J 

ist,  und  ebenso  ist 

MM         ^        _ 

Mit  den  Formeln  (III)  arbeitet  es  sich  bequemer  als  mit  den 
ursprünglichen  Formeln  (I).  Deshalb  werden  in  der  Praxis  die 
größten  Spannungen  o^  und  o^  eines  Querschnittes  stets  mit  Hilfe 
des  Widerstandsmomentes  bestimmt.  Diese  Art  der  Berechnung 
ist  besonders  deshalb  so  bequem,  weil  in  den  Tabellen  neben  den 
Trägheitsmomenten  auch  sofort  die  Widerstandsmomente  angegeben 
sind.  Dann  braucht  man  sich*  gar  nicht  mehr  um  die  Abstände 
e^  und  62  zu  kümmern,  da  diese  ja  bereits  in  dem  Widerstands- 
momente enthalten  sind.  Auch  die  mathematischen  Formeln  der 
Trägheitsmomente  entwickelt  man  —  durch  Division  mit^i  undeg  — 
so,  daß  sich  die  Widerstandsmomente  ergeben. 

Zusatz:  Ist  der  Querschnitt  symmetrisch  in  bezug  auf  die 
Nullinie  (Fig.  89  a),  so  ist 

61   —  62    ""  "ö"  ' 

und  es  wird 

»i'i  -  »v,  -  ^^^.^  -    ^    . 

Für  symmetrische  Querschnitte  braucht  also  nur  ein  Widerstands- 
moment 

angegeben  zu  werden.     Dieses  gilt  dann  sowohl  für  die  oberste 
wie  auch  für  4i©  unterste  Faser. 

Fischer,  Statik.  17 
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ni.  Die  Bestimnmng  des,  erforderlichen  Widerstandsmomentes* 

Bisher  sind  wir  stets  von  der  Aufgabe  ausgegangen,  daß  der 
Querschnitt  des  Balkens  gegeben  sei  und  die  in  diesem  Querschnitte 
auftretenden  Spannungen  ermittelt  werden  sollten.  Nun  wollen  wir 
den  umgekehrten  Fall  betrachten:  Vorgeschrieben  sei  die  größte 
Normalspannung«  die  nicht  überschritten  werden  darf;  gesucht  ist 
der  erforderliche  Querschnitt. 

Diese  erlaubte  größte  Spannung  heißt  die 

,,zulä8slge  Biegangsspannung^^  Je  (oder  kb). 

Sie  wird  gewöhnlich  gleich  der  zulässigen  Spannung  für  Zug,  -  bzw. 
Drack  genommen  (§  33).  Ist  das  betreffende  Material  gegen  Zug 
und  gegen  Drtck  verschieden  widerstandsfähig  (z.  B.  Gußeisen),  so 
muß  eine  besondere  zulässige  Spannung  für  die  gedrückten  und 
für  die  gezogenen  Fasern  eingeführt  werden. 

Um  nun  auf  Grund  dieser  zulässigen  Spannung  die  erforder- 
liche Querschnittsfläche  des  Balkens  zu  bestimmen,  setzen  wir  in 
der  Gleichung 

,,     .      ,  Momentensumme 

Maximalspannung  =  =773 — - — 3 r 

•       Widerstandsmoment 

för  die  Maximalspannung  die  zulässige  Biegungsspannung  ein  und 

erhalten  durch  Umformung: 

Momentensumme 

erfordert.  Widerstandsmoment  =  — — — : — = . 

zulassige  Spannung 

In  Formeln: 


(IV) 


erlorderliehes  TT  =  —  . 


Sobald  hiermit  das  erforderliche  Widerstandsmoment  oejpecnnet  ist, 
schlagen  wir  zum  Beispiel  bei  den  Walzprofilen  direkt  in  den  Tabellen 
denjenigen  Querschnitt  auf,  der  dieses  erforderliche  Widerstands- 
moment besitzt.  Handelt  ^s  sich  jedoch  um  eine  Querschnittsform, 
deren  Widerstandsmomente  nicht  in  Tabellen  enthalten  sind,  so 
muß  man  die  Abmessungen  des  Querschnittes  zunächst  annehmen 
und  sein  vorhandenes  Widerstandsmoment  berechnen.  Dann  sieht 
man  mit  Hilfe  der  obigen  Formeln  nach,  ob  die  Maximalspannungen 
Dicht  die  zulässige  Spannung  überschreiten,  bzw.  ob  das  vorhandene 
Widerstandsmoment  mindestens  ebenso  groß  ist  wie  das  erforderliche. 
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moment  abzuleitender  Wert.  Er  entstellt,  indem  man  das  Träg- 
heitsmoment dnrch  die  Abstände  e^  und  e^  der  äußersten  Fasern 
dividiert.  Bei  unsymmetrischen  Querschnitten  gehören  zu  der 
obersten  und  zu  der  untersten  Faser  je  ein  besonderes  Wider- 
standsmoment. Bei  symmetrischen  Querschnitten  haben  beide 
Fasern  das  gleiche  Widerstandsmoment.  Je  kleiner  der  Wert  W 
ist,  um  so  größer  ist  die  Spannung  amax  • 

Ist  die  größte  Spannung  vorgeschrieben,  so  berechnet  sich  aus 
der  obigen  Formel  das  erforderhche  Widerstandsmoment: 

/T¥\  ^nrs  j     ^     j  X  Tir  Momentensumme  M 

(n)  Widerstandsmoment  TFerf  =     ,..    . — 7: • 

zulassige  Spannung  k 

Da  das  Widerstandsmoment  aus  dem  Trägheitsmoment  (cm*)  mittels 
Division  durch  eine  Länge  (cm)  entstanden  ist,  geben  wir  ihm  die 
Bezeichnung  cm^  (bisweilen  auch  dem*  oder  m'^). 


§53. 

Beispiele   zu  §  60:  Trägheits-  und  Widerstandsmomente  für  die 

einfachen  Grundformen. 

L  Das  Rechteck  (Breite  b,  Höhe  h), 

Für  das  Trägheitsmoment  des  Bechteckes  haben  wir  bereits  in 
§  39  die  Formel  abgeleitet 

^  =  12"- 
Hieratis  ergibt  sich  für  das  Widerstandsmoment 


W  = 


12.Ä/2         12  Ä    ' 


6 


!?♦ 
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IL  Das  Parallelogramm  (Qrundimie  b,  H6he  h). 

Wie  in  §  51,  III  gezeigt  wurde,  haben  Bechteck  und  Paralldo* 
gramm  gleiche  Werte  für  das  Trägheitsmoment.  Es  ist  also  auch 
für  das  Parallelogramm 

'^"1:2"' 

[Man  beachte  jedoch  die  Schlußbemerkung  von  §  51.  Daa  Trag- 
heits-  und'  Widerstandsmoment  des  Parallelogrammes  ist  hier  nur 
für  spätere  Zwecke  mit  aufgeführt.] 


IIL  Das  Quadrat  (Seitenlange  a). 

in 

die  obigen  Formeln  6  =  fc  =  a  ein, 

7        ^* 

SO 

wird 

IV. 

Das  Dreieck  (Grundlinie  6,  HöJie  ä>. 

Die  Formel  für  das  Trägheitsmoment  werde  an  Hand  von 
Fig.  86  abgeleitet  (diese  Fignr  ist  ans  §  49  hierher  übernommen). 
Das  Dreieck  ist  schiefwinklig  angenommen,  damit  die  Untersuchung 
auch  für  den  allgemeinen  Fall  ^Itig  sei.  Man  beachte  jedoch, 
daß  die  Gültigkeit  der  bisher  aufgestellten  Biegungsformel  sich 
nur  auf  Dreiecke  mit  vertikaler  Symmetrieachse,  d.  h.  auf  gleich- 
schenklige Dreiecke,  erstreckt. 

Die  Lage  der  Kullinie  ist  bereits  in  §  49  bestimmt.  Sie  liegt 
in  der  Entfernung  -|ä  von  der  Spitze.  Wenn  wir  nun  für  diese 
IJullinie  das  Trägheitsmoment 

J^n  =  A  •  yi  +  A  •  y?  +  •  •  • 

bestimmen  wollen,  so  wird  die  Ausrechiiung  dadurch  etwas  un- 
übersichtlich, daß  die  Abstände  der  einzelnen  Streifen  von  f^  aus 
zunächst  kleiner  werden  und  dann  wieder  anwachsen.  Bequemer 
bes'timmt  sich  das  Trägheitsmoment  für  die  Achse  x — x ,  weil  sich 
für  diese  Achse  die  Abstände  yi,  yi  usw.  übersichtlich  anschreiben 
lassen.  (Die  früher  mit  z^ ,  z^  usw.  bezeichneten  Abstände  sind  in 
Fig.  86  yiy  yi  genannt.)    Wir  werden  also  im  Interesse  einer  ein- 
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fachen  AnsrechnBng  zunächst   das  Trägheitsmoment  J,  für  die 
2-AcIise  bestimmen  und  dann,  mittels  der  Formel 

auf  das  eigentliche  Trägheitsmoment  J.  zurückkommen. 

Um  nun  J,  zu  berechnen,  stellen  wir  zunächst  die  Flächen- 
Streifen  und  ihre  Abstände  von  der  ar- Achse  zusammen.    Wie  be- 


JT 


^ 


T 

rt 


h 


C 


b 

Fig.  86. 

reits  in  §49,  erste  Aufgabe  ermittelt  ist,  ergeben  sich  folgende 
Werte: 


fx' 


2n«  ' 


.       3b.Ä  . 

5ftA 
2n»  ' 


,       lÄ 


3Ä 
2n  ' 


yk' 


/•.= 


^8  = 


5^ 
2n 


usw. 


(Wir  rechnen  die  Abstände  der  unendlich  schmalen  Streifen  stets' 
bis  Mitte  Hdhe  des  Streifens.)    Also  wird 

1^/1Ä\«      3  b  Ä  /  3  Ä  Y      5ftÄ /5Ä  \« 
''•°'2»n2n/  +2^\W  +2n»V2n/  '^ '" 

:-'b-^l'  +  3'  +  5'+...).     ■ 
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In  der  Klammer  st^ht  die  Summe  der  dritten  Potenzen  der 
ungeraden  Zahlen.  Die  Anzahl  der  Glieder  ist  n ,  da  wir  das  ganze 
Dreieck  in  n  Streifen  geteilt  haben.  Nun  läßt  sich  mit  Hilfe  der 
Theorie  der  algebraischen  Eeihen  leicht  zeigen,  daß  die  Summe 
der  dritten  Potenzen  der  ersten  n  ungeraden  Zahlen 
1«  4.  33  +58  +  . . .  =  2w*  -  n« 

ist.  [Z.  B,  bei  der  Edhe  1»  +  3«  +  5»  +  7»  +  9«  ist  n  =  5 ;  folg- 
lich ist  die  Summe  dieser  Beihe  gleich  2  •  5*  —  5^  =  1225.]  Setzen 
wir  nun  für  die  obige  Klammer  den  Wert  2n*  — w*  ein,  so  wird 


T(-i.)- 


Wenn  wir  nun  die  Streifeü  unendlich  schmal  nehmen,  so  daß  die 
Anzahl  n  der  Glieder  unendlich  groß  ist,  so  wird  der  Bruch 

n*       00 
und  es  ergibt  sich  das  Schlußresultat 

J.--g-.2 

Dieses  ist  also  das  Trägheitsmoment  für  die  Achse  x — w .  Für  die 
Sullinie  folgt  hieraus  das  (eigentliche)  Trägheitsmoment,  wi^  ein- 
gangs abgeleitet: 

Aus  dem  Trägheitsmomente  ergeben  sich  die  Widerstandsmomente 
^^  ^  dQ'ih  ^  "24"     ^^^  ^^  oberste  Paser), 

^2  =  "^TTJ — TT  ="  "nr     (^^  ^*®  unterste  Faser). 
ob'-J-A        1ä 

Man  sieht,  daß  auch  beim  Dreieck  der  Wert  J  leicht  zu  be- 
stimmen ist.  Die  einzige  Schwierigkeit  lie^  wohl  darin,  daß  die 
Formel  für  die  Summe  l*  +  3®  +  5»  +  7®+  .. .  ziemlich  unbekannt 
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sein  wird.  Man  mnfi  aber  beachten,  daß  dieses  eine  rein  mathe- 
matische Angelegenheit  ist,  die  mit  dem  Wesen  der  Theorie  der 
Trägheitsmomente  nichts  zu  tun  hat.  Das  Prinzip  der  Unter- 
suchung dürfte  aber  durch  den  oben  eingeschlagenen  Weg  am 
klarsten  zur  Geltung  kommen.  Man  kann  ja  die  Trägheitsmomente 
auf  verschiedene  andere  Weisen,  z.  B.  durch  räumliche  Darstellun- 
gen, ableiten.  Aber  gerade  diese  Methoden  haben  es  verschuldet, 
daß  für  viele  Ingenieure  das  „Trägheitsmoment' '  ein  in  der  vierten 
Dimension  umherirrender  Begriff  ist. 

V.  Der  Krelfl  (Durchmesser  d,  Halbmesser  r). 

Zunächst  zerlegen  wir  den  Querschnitt  in  eine  Anzahl  Streifen 
parallel  der  Achse  n — n.  In  Fig.  90  a  wurde  der  obere  Halbhreis  in 
n^  6  Flächenstreifen  geteilt,  und  zwar  so,  daß  die  Bögen  abj  h  c, 
cd,  dßf  77*1  fg  einander  gleich  .werden.  Wenn  wir  dann  von 
diesen  sechs  Streifen  die  Summe  der  quadratischen  Momente  bilden, 
bekommen  wir  also  die  Hälfte  des  Trägheitsmomentes  vom  ganzen 
Kreisquerschnitt: 

2-  ■"  A  •  y  ?  +  A  •  y  2  +  fs  •  y  3  +  •  •  • 

Um  die  Inhalte  der  Streifen  fi ,  f^  usw.  zu  berechnen,  wurde 
folgendermaßen  verfahren:  Da  die  Streifen  in  Wirklichkeit  unendlich 
dünn  sind,  kann  man  ihre  Flächeninhalte  wie  die  kleiner  Trapeze 
von  der  gleichen  Höhe  ermitteln.  Ziehen  wir  also  beispielsweise 
bei  dem  Fläehenstreifen  /*,  in  halber  Streifenhöhe  die  Lihie  Im 
Olittellinie),  so  ist  zunächst 

Um  nun  Im  zu  bestimmen,  verbinden  wir  den  Punkt  m  mit  dem 
Biittelpunkife  M  durch  den  Badius  r  (dessen  Winkel  gegen  die 
Horizontale  mit  oc^  bezeichnet  ist)  und  ziehen  durch  m  die  Yerti- 
k^e  mm\    Dann  ist  die  Strecke 

folglich  ist 

Im  «==  2r-cos^s  • 

Um  ferner  die  Höhe  h^  auszurechnen,  beachten  wir,  daß  der 

Kreisbogen  e  d  gleich  —  des  Viertelkreises  o^  ist,  also 
n 

'— =-      1     rn 
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Da  nun  die  Streifen  in  Wirklichkeit  unendlich  schmal  zu  nehmen 
sind,  können  wir  die  Strecke  d  m  als  eine  gerade  Linie  betrachten. 
Die  Figur  dd'm  ist  also  ein  rechtwinkliges  Dreieck  mit  der  Hypo- 
tenuse m  d  «=  —  •  —  •  -77- .  Der  Winkel  d  w  d'  ist  gleich  dem  Win- 
kel  ^3  y  folglich  ist  die  Kathete 

md'=^  md*  co3«g 
1     1     r  Ji 

Nun  ist  A3  =  2  •  m  d%  also  folgt  schließlich 

1     rn 

Setzen  wir  diese  Werte  für.  Im  und  Äg  ein,  so  wird 
Aj  =  2r .  cos«, 5-  •  cos«3 , 

f^=^^-*T^*n-  cos^Äg  . 

Hiermit  ist  der  Inhalt  des  Streifens  f^  ermittelt. 

Nun  wollen  wir  sogleich  den  Abstand  ^3  dieses  Flächenstreifens 
von  der  Nullinie  bestimmen.    Dieser  ist  (aus  dem  Dreieck  Mmm") 

^8  =r-sina3  . 
Somit  ergibt  sich  für  das  Produkt  f^-yl  der  Wert: 

/'s  •  ys^  =  —  •  **^  •  ^  •  cos^a,  ?  (r  •  sin^g)* 

,      BS  — .  r* .  jr .  cos^(X3  •  sin^ötg . 

.   IJm  diesen  Ausdruck  noch  weiter  zu  vereinfachen,  wollen  wir 
Zähler  und  Nenner  mit  4  multiplizieren: 

4     n 

e=  -— .  — .  r* .  ^(2  sinaj  cosä^)*  , 

fi-Vz^-j r^*n'  sin82  äj  . 

(denn  es  ist  bekanntlich  sin2a  =»  2  sin«  •  cosä). 
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Wir  haben  also  für  das  Produkt  f^  •  yl  eine  sehr  einfache 
Formel  abgeleitet.  Man  sieht  nnn  ohne  weiteres  ein,  daß  sich  die 
Produjkte  für  die  anderen  Streifen,  z.  B.  f^ ,  ans  der  obigen  Formel 
ergeben,  indem  man  statt  (x^  den  entsprechenden  Neigungswinkel,  a^ , 
einsetzt,  da  die  übrigen  in  dem  Ausdrucke  vorkommenden  Werte 
für  alle  Streifen  dieselben  sind.  Wir  können  also  für  alle  quadra- 
tischen Momente  die  betreffenden  Ausdrücke  einsetzen  und  er- 
halten für  das  halbe  Trägheitsmoment: 

4r  =  "1 r*ff-8in'2«.  +  -r-  —  r*jr»sin'2«,  + r*ji»sin*2«-  +... 


.e 


/ 


(b) 


Fig.  oa 

Im  vorliegenden  Falle  hatten  wir  n  »  6  Streifen  angenommen. 
Wir  wollen  zunächst  für  diese  Zahl  die  Eechnung  durchführen 
und  sie  dann  später  für  n  <=  oo  verallgemeinern.    Ziehen  wir  noch 

4     n 
vor  die  Klammer,  so  wird 

-.«--.  -L .  r* .  ff .  (8in*2  a^  -f  sin«2  «,  +  8in»2  «,  +  8iii*2  «4  +  sin«2  «,  +  8in*2  äJ . 
L         4       o 

Hierin  bedeuten  also  ^^  9  ^2 )  ^s  ^^*  <^^^  Neigungswinkel  der 
Badien,  die  nach  der  Mitte  der  Kreisbögen  a ^ ,  &  0 ,  cd  usw.  ge- 
zogen sind.    Die  in  der  Klammer  stehende  Summe  läßt  sich  nun 
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Diese  Werte  für  siii2a4,  sin  2^5  und  sin2aß   setzen  wir  nun  in 
den  Ausdruck  für  J/2  ein  und  erhalten: 

J"       1      1 

--=--—.  —  .  r*  •  31  •  (sin«2  «^  +  8in«2  «,  +  sin*2  «,  +  oos*2  «1  +  cos*2  «,  +  cos*2  a,) 

"=  -r  •  4-  •  »^  •  ^  •  [(siii"2  «,  +  cos*2  «J  +  (sin* 2  «,  +  cos«2  «J  +  (8in«2  «,  +  cos«2  äJ] 

Da  nun  aber  für  jeden  beliebigen  Winkel  q>  die    Beziehung    be- 
steht: 

sin*9?  +  008^9?  =  1 , 

so  ergibt  sich  als  Schlußresultat: 

J        1      1    4         o 
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Will  man  hierin  noch  den  Bapdius  durch  den  Durchmesser  aus- 
drücken,  so  ist 

ä 
'  =  -2-' 


also 


-4      <** 


J^=^.eJ*«. 


'  Aus  dem  Trägheitsmoment  ergibt  sich  das  Widerstandsmoment 

1   r^n 


F- 


4     r 


bzv. 


1      , 
4 


W^^.ä^n, 
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Somit  sind  für  den  Kreisquerschnitt  Trägheits-  und  Widerstands- 
moment wmittelt.  Für  einige  weitere  Flächen  sind  Trägheits-  und 
Widerstandsmomente  in  §  55  zusammengestellt. 

§64. 

Beispiele  zu  §  61 :  Trägheits-  und  Widerstandsmomente  yon  zu- 
sammengesetzten Querschnitten. 

Erste  Aufgabe* 

Für  den  in  Fig.  87  a  (in  §  öl)  gezeichneten  Querschnitt  aind 
TrägheitS'  und  Widerstandsmoment  zu  bestimmen! 

Die  Abmessungen  seien: 

h  =  20,0  cm ;  A  =  25,0  cm, 
6i  =  14,0cm;  ä^^  «  15,0  cm. 
Da  der  Querschnitt  aus  der  Differenz  zweier  Figuren  besteht,  deren 
Trägheitsmomente  bekannt  pind,  berechnen  wir  ihn  nach  den  in 
§  51  entwickelten  Methoden.  Die  beiden  Einzelflächen  (Bechtecke) 
haben  eine  gemeinsame  horizontale  Schwerlinie.  Folglich  können 
wir  den  I.  Satz  von  §  51  anwenden  und  erhalten  für  das  Träg- 
heitsmoment den  Ausdruck: 

U     =    «//    —    tJ  II    m 

Das  Trägheitsmoment  des  ersten  (größeren)  Eechteckes  ergibt  sich 
nach  der  für  Bechtecke  aufgestellten  Formel: 

Ji  =  ^hh^^ -^20,0 '25fiK 

Für  das  zweite  (inirere)  Bechteck  ergibt  sich  entsprechend: 

J//  =  -^&i-Ä?- -^14,0. 15,08. 

Somit  wird  für  den  Gesamt querschnitt  das  Trägheitsmoment 
J  =  J/  —  Jjj 

-.  ^  20,0. .  25,0»  -  ~  14,0 .  15,0» 
=  ^  (20,0  •  25,0»  -  14,0 .  15,0») 
==-:^(312500- 47250) 

Xu 

=  T^  265250, 
J  =  22104  cm*; 
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22104       ,_^       , 
1768  cm'. 


V     12,5 

Zasatz  1 :  In  vielen  Tabellenwerken  sind  die  Ti'ägheitsmomente 
für  Eechtecke  von  den  verschiedenartigsten  Abmessungen  bereits 
ausgerechnet.     So  findet  man  angegeben:  Für  ein  Eechteck 

von  20,0  cm  Breite  und  25,0  cm  Höhe  ist  J  =  26042  cm*, 
„     14,0  „        „         „     15,0  „        „       ,f    «^  "=    3938    „  • 

Mit  Benutzung  dieser  Werte  wird 

J  =^  Ji^  Jii 
=  26042  -  3938 
-  22104  cmS 

wie  sich  auch  oben  ergeben  hatte. 

Zasatz  2:    Aus  dem  Ausdrucke  für  das  Widerstandsmoment, 

folgt  nach  Einsetzung  dei*  Werte  f ür  J : 


e 

Ji 

e 

Jii 

e 

Ji 

Jn 

h/2        lij2  • 

Man  kann  also  das  Widerstandsmoment  W  bei  solchen  zusammen- 
gesetzten Querschnitten  auch  dadurch  bestimmen,  daß  man  sofort 
jedes  der  Trägheitsmomente  <//,  J//  usw.  durch  den  Abstand  e 
der  äußersten  Faser  des  Gesamtquerschnittes  dividiert  und  dann 
diese  Brüche  addiert  bzw.  subtrahiert.     Man  beachte  aber  wohl, 
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Für  den  in  Fig.  91  gezeichneten  Querschnitt  ist  das  Widerstands^ 
moment  zu  berechnen! 

Die  Bestandteile  dieses  genieteten  Querschnittes  sind 

1  Stehblech :     800-10 

2  obere  Gnrtwinkel    .    .     100  •  100  •  10 
2  untere  Gurtwinkcl .    .     100  •  100  •  10 

2  obere  Lamellen 250  •  10 

2  untere  Lamellen 250  •  10 

4  Niete  von  je  23  mm  0 

Die  Nullinie  kann  man  sofort  angeben:  Da  die  Fläche  eine 
horizontale  Symmetrieachse  hat,  liegt  die  Nullinie  in  halber 
Trägerhöhe. 

Für  diesen  Fall  können  wir  dann  zur  Berechnung  des  Träg- 
heits-  und  Widerstandsmomentes  verschiedene  Wege  einschlagen: 

Erste  Methode:  Wir  zerlegen  den  Querschnitt  in  lauter  Kecht- 
ecke  mit  gemeinsamer  Nullinie.  Die  Abrundungen  bei  den  Winkel- 
eisen (Fig.  91b)  lassen  wir  hierbei  unberücksichtigt.  Dann  ergeben 
sich  folgende  Einzelflächen  (Fig.  91a): 

I.  Ein  großes  Rechteck  von  der  Höhe  84,0  cm  und  der  Breite 
25,0  cm.  Von  dieser  Fläche  wollen  wir  aber  sogleich  die  beiden 
Streifen  84,0  •  2,3  cm,  in  denen  die  Nietlöcher  liegen,  abziehen.  Dann 
bleibt  also  von  dem  großen  Rechteck  eine  Fläche  84,0(25,0  — 2-2,3) 
=  84,0  •  20,4  übrig. 
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Diesen  Ausdruck  schreiben  wir  in  der  Form: 

J  =  ^  [20,4 .  84,0»  -  2(2,0  •  80,0»  +  6,7 .  78,0»  +  1,0  •  60,0»)]  , 
und  erhalten 

J  =  ^[12091160  -  2(1024000  +  3179500  +  216000)] 

=  4  [1^091 160  -  8839000] 

=  :j^.  3252160 

=  271013  cm*. 
Hieraus  folgt  das  Widerstandsmoment 

w.2noi3,^g^^3^^,^ 

42,0 

Zweite  Methode:  Wir  zerlegen  die  QuerschnittsQäche  in  die 
einzelnen  Profile  (Stehblech,  Winkeleisen,  Lamellen),  ans  denen  sie 
aufgebaut  ist  (Fig.  91b).  Da  die  horizontalen  Schwerachsen  dieser 
Einzelflächen  nicht  in  eine  gemeinsame  Linie  .fallen,  müssen  wir 
das  Gesamtträgheitsmoment  nach  Satz  II  in  §  51  berechnen: 

c7  -  J/  +  -P/-y/  +  Ju  +  :en^y]i  +  Jm  +  -Pni-y?//  +  . /. 

Bei  der  Ausrechnung  dieser  Summe  wird  man  diejenigen  Flächen, 
die  den  gleichen  Abstand  y  bis  zur  Nullinie  haben,  zusammenfassen. 
Auf  die  Lage  des  Abstandes  —  ob  oberhalb  oder  unterhalb  der 
Nullachse  —  kommt  es  hierbei  nicht  an,  da  das  Quadrat  einer 
Zahl  stets  positiv  ist. 

Die  Lamellen  im  Ober-  und  im  Untergurt  kann  man  zu  Eecht- 
ecken  25,0  •  2,0  vereinen,  da  man  deren  Schwerpunkte  auch  sofort 
angeben  kann.  Bei  den  Winkeleisen  müssen  Flächeninhalt,  Lage 
der  Schwerachse  und  Trägheitsmoment  für  diese  Achse  natürlich 
aus  den  Profiltabellen  entnommen  werden. 

Die  Ausrechnung  geschieht  am  übersichtlichsten  in  Form  einer 
Tabelle.  In  diese  wird  jeder  Querschnittsteil,  ferner  sein  Flächen- 
inhalt JP,  der  Abstand  y  seines  Schwerpunktes  bis  zur  Nullinie  des 
Gesamtquerschnittes  und  schließlich  sein  Beitrag  zum  Gesamtträg- 
heitsmoment J  eingetragen.  Dieser  Beitrag  setzt  sich  zusammen 
aus  dem  Trägheitsmoment  für  die  eigene  Schwerachse  des  betreffen- 
den Querschnittsteiles,  vermehrt  um  das  Produkt  JP-y*.  Deshalb 
sind  in  der  folgenden  Tabelle  unter  „Trägheitsmoment"  zwei  Vertikal- 
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reihen  eingerichtet:  Die  erste  enthält  die  Werte  J/,  Ju  nsw.,  die 
zweite  die  Produkte  Fi  •  y} ,  Fn  •  yJi  usw. 

Zum  Schlüsse   bilden   wir   die    Summe  ( J/  +  <///  +  • . .)   und 
{Fl  •  yj  +  Fn  •  y//  +  . . . )  und  erhalten 

J^{Ji  +  Jii+  ...)  +  {Fi>y}  +  Fii'yh+  ...)• 


Qaerschnitts* 
teil 

Flächen- 
inhalt JP* 

(cm«) 

Schwer- 
punkte- 
abstand  y 
(bis  zur 
KuUlnie) 
(cm) 

Trägheitemoment 
(für  die  Nullinie) 

(cm^) 

1  Stehblech 
800-10   . 

80,0*1,0-    80,0 

0,00 

^'^;f'^- 42670 

4<100-100  10 

4-10,2-    78,8 

8748 

4-177-      710 

4-19,2.87,18«-  106160 

2-2  Lamellen 
=^2-25,0-2,0 

2-60.0-  100,0 

41,00 

2^'«,=^.        80 

2. 50/). 41,00«=  168100 

4  Nietlöcher 
-4.2,8-8,0 

-4 -6,9=. -27,6 

40,50 

-4^-   -20 

-4-6,9-40,50«- -45270 

. 

Gesamt:'  48390 

2281)00 

Trfigheitsm 

oment  J  -  48890  +  228990  -  272380  cm«.                                     | 

Widersti 

mdsmoment  f 

-^=«»-.. 

Die  Ausrechnung  in  solchen  Tabellen  hat  den  Vorteil,  daß 
jede  Zahl,  die  zur  Bestimmung  de9  Trägheitsmomentes  gebraucht 
wird,  deutlich  vor  Augen  steht.  Auf  diese  Weise  wird  nament- 
lich die  lEontrolle  sehr  erleichtert.  Außerdem  sind  in  dieser  Be- 
rechnung auch  die  Abrundungen  der  Ecken  der' Winkeleisen  be- 
rücksichtigt, so  daß  man  die  genauen  Werte  für  Trägheits-  und 
Widerstandsmoment  erhält.  Die  geringen  Trägheitsmomente  der 
Lamellen  und  Nietlöcher  für  ihre  eigenen  Schwerachsen  (30  cm^ 
und  —20  cm*  in  der  obigen  Tabelle)  schreibt  man  meistens  gar 
nicht  hin,  da  sie  gegenüber  den  anderen  Beträgen  nichts  ausmachen. 

'  Dritte  Aufgäbe,     * 
Für  den  in  Fig.  84  f  (in  §.  46)  dargestellten  Querschnitt  sind  J 
und  W  zu  berechnen  l 

Die  Abmessungen  seien 

bi  =  6,0  cm,       hl  =  2,4  cm, 
h  =  4,0    „  ,       Ä2  ==  1>6    »  • 
[Hiemach  zeichne  man  die  Figur  auf!] 

Die  Lage  der  Nullinie  für  diesen  Querschnitt  ist  bereits  in  §  49 
ermittelt.    Sie  ergab  sich 

z  —  0,59  cm 

Fischer,  Stntik.  18 


4./ 


■  ^ 

:'1& 


3 
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oberhalb  der  Achse  a? — w.    Nun  berechnen   wir  das   Trägheits- 
moment für  die  Nullinie  nach  der  Formel 

nnd  zwar  der  Übersichtlichkeit  wegen  wiederum  in  Form  einer 
Tabelle: 


Quer- 

sohnitts- 

teü 


Oberes 
Rechteck 


Unteres 
Rechteck 


Flächen- 
inhalt JF* 

(cm*) 


6,0-2,4  =  14,4 


4,0.1,6=  6,4 


Schwerpunkts- 

abstand  y 

(bis  zur  Nullinie)! 

(cm) 


1,20-0,59  =  0,61 


0,80  +  0,59  =  1,39 


Trägheitsmoment 
(für  die  Nullinie) 

(cm*) 


6,0.2,4» 


12 


=  6,9 


4,0.1,6» 


12 


'1,4 


14,40,61»=  5,3 


6,4.1,89»= 12,4 


Gesamt:  8,3 


17,7 


Trägheitsmoment  J  =  8,3  +  17,7  =  26,0  cm*. 


Widerstandsmomente:    . 

^.  -  2Ä59  = ''''  »-•'       ^'  =  xÄö-  =  "'^  *''°' 


Zusatz:  Für  derartige  Querschnitte,  deren  Nnllinie  man  nicht 
ohne  weiteres  angeben  kann,  wird  man  zweckmäßig  die  Ermittlang 
der  ISTnllinie  nnd  die  Berechnung  des  Trägheitsmomentes  in  einer 
gemeinsamen  Tabelle  durchführen.  Zur  Bestimmung  der  Lage  der 
Nullinie  müssen  wir  die  statischen  Momente  für  eine  anzunehmende 
op- Achse  aufstellen.  Deshalb  empfiehlt  es  sich  —  um  dieselben  Ab- 
stände benutzen  zu  können  —  auch  das  Trägheitsmoment  zunächst 
für  diese  Achse  auszurechnen  und  erst  am  Schlüsse  der  Berechnung 
mittels  der  Formel  J»  =■  J»  —  -^  •  «*  a^  das  eigentliche  Trägheits- 
moment Jn  zurückzukommen.  (Will  man  direkt  J^  berechnen,  so 
muß  man  nach  Ermittlung  der  Lage  der  fTullinie  die  Abstände  der 
Einzelflächen  bis  zur  Nullinie  bestimmen  und  mit  diesen  Abständen 
weiterreohnen;  so,  wie  es  in  der  obigen  Tabelle  geschehen  ist.) 

In  der  folgenden  Tabelle  ist  deshalb  das  Trägheitsmoment  zu- 
nächst für  die  o?- Achse  ausgerechnet.  Dann  konnten  die  Ab- 
stände yi  und  yii  (Fig.  84),  die  bereits  zur  Bestimmung  der  NuU- 
linie  gebraucht  wurden,  wieder  verwandt  werden.  Hierbei  ergibt 
sich  noch  eine  kleine  Eechenvereinfachung:  Da  das  Produkt  F  ^y^ 
auch  in  der  Form  Fy^y  geschrieben  werden  kann,  braucht  man  nur 
die  Zahlen  der  vierten  Vertikalreihe  —  d.  s.  die  Produkte  J?  •  y  — 
noch  einmal  mit  y  zu  multiplizieren,  und  erhält  hierdurch  sofort 
die  Produkte  F  •  y^  der  letzten  Beihe.   Auch  beim  Ausrechnen  des 
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Produktes  F-z^  kann  man  eine  Multiplikation  ersparen,  da  das 
Produkt  jP*0  bereits  durch  die  Summe  der  statischen  Momente 
—  in  der  vierten  Eeihe  —  gegeben.  Diese  kleinen  Kunstgriffe, 
auf  die  man  beim  praktischen  Bechnen  ja  von  selber  kommt,  sind 
in  Klammern  []  angedeutet.  . 


Quer- 

scnnitto- 

teU 


FUchen- 
Inhalt  # 


(cm*) 


Schwer* 
pnnkts« 
abstaDd  y 
bis  zar 
«■Achse 
(cm) 


Statisches 

Moment  F-y 

fOr  die  s-Achse 

(cmf) 


Trfigheitsmoment 
fOr  die  s- Achse 


(cm*) 


Oberes 
Rechteck 


6,0*2y4»lM 


+1.8 


+lM'I.2-i-|-17;S 


6,0-2,4« 


12 


A9 


lM*l,2i»l 

[-+173-1,2] 


unteres 
Beehteek 


4^0.1,6-  M 


-03 


-M-03>   -M 


4.0-1,6». 


12 


M 


6,4(-0Ä««  44 
=  -6,l-(-0Ä] 


Gesamtwert: 


203 


+123 


8,8 


243 


+  12.2 
Schwerponktsabstand  f  «       T^  m  +0,68  cm  (oberhalb  der  s- Achse). 


Trägheitsmoment  fikr  die  »Achse: 


•/^B  =  83  +  243  «  883  cm«. 


Ttigheitamoment  fOr  die  I^uUinie: 


J^«  J^-JF. 21  a 88,2 -203. 039» »88,2 -73  =26,0  cm« 
[-J,-JFi.f-883-123-030  «883 -73  »26,0  cm*]. 


Widerstandsmomente : 


'^»-■Ä«»-^*'*''""'  '?^-lÄ9-"'»«°"- 


Vierte  Aufgabe« 

Der  Obergurt  eines  Kranträgers  bestehe  aus  zwei  C  N.  P.  22  v/nd 
einet  Kranschiene  Bote  Erde  Nr,  2,  Die  Widerstandsmomente  dieses 
Querschnittes  sind  zu  bestimmen! 

(Vgl.  vierte  Aufgabe  von  §  49.  Die  Figur  zeichne  man  selber  auf !) 

Wir  wollen  wiederum  Nullinie  und  Trägheitsmoment  durch 
eine  gemeinsame  Tabelle  ermitteln.  Die  ä? -Achse  ist  durch  den 
Schwerpunkt  der  Schiene  genommen.  Von  den  in  der  letzten 
Aufgabe  erwähnten  Itechenvereinfaohungen,  F^y^^^Fy^y  ufad 
F-z^  =^  Fz'Zj  ist  jetzt  bereits  Gebrauch  gemacht.  Außerdem  sind 
die  beiden  letzten  YertikäJreihen  von  vorhin  zu  einer  Beihe  zu- 
sammengezogen. 

Zusatz  1:  Will  man  bei  einer  solchen  Berechnung  eine  sichere 
Kontrolle  haben,  so  führt  man  die  Untersuchung  für  zwei  ver- 
schiedene ^-Achsen  durch  und  sieht  nach,  ob  man  bei  beiden 
Achsen  zu  depiselben  Wert  J«  gelangt. 

Zusatz  2:  Wenn  der  Querschnitt  —  wie  es  hier  der  Fall  ist  — 
sich  nur  aus  zwei  Teilfläehen  zusammensetzen  läßt,  kann  man  die 

18* 


Digitized  by 


Google 


Ferner  läßt  sich  bei  zwei  Teilflächen  das  Trägheitsmoment  J^  durch 
die  Formel  bestimmen: 

(s.  §  51,  II.  Satz,  Spezialfall).    Für  die  vorliegende  Aufgabe  ergibt 
sich  hiernach 

T       190  I  ^ggo  I    41>01' 74,80. 13,68« 
J,=  180 +  5380+       41^01  +  74,80 

-  5560  +  4957 
c=  10517  cm*. 

Fünfte  Anfgabe* 

Der  Querbalken  hei  einer  schweren  Werkzeugmaschine  toar  ein 
Eohlgußkörper  von  rechteckigem  Querschnitt  mitfolgenden  Abmessungen: 

Außen 50,0  cm  breit,  80,0  cm  hoch, 

Innenraum    •    .    •    •     44.0  „       „  ,  7^,5  y,       „   . 
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Festigkeitseigenschaft  gemäß  ausgenutzt  ist. 

Ffir  die  Ausrechnung  der  Trägheits-  und  Widerstandsmomente 
ist  der  Querschnitt  in  folgende  Teilflächen  zerlegt: 

zwei  seitliche  Eechtecke  je  3,0  •  80,0 , 

zwei  die  Eippen  enthaltende  Eechtecke  je  4,5  (20,0  +  4,5) , 

den  Eest  der  XJnterfläohe  4,5(44,0  —  2  •  4,5) , 

das  obere  Eechteck  3,0*44,0. 


Qaerschnittstell 

Flächen- 
inhalt F 

(cmt) 

Schwerpunkts- 

abstand  y 
bis  zur  «-Achse 

(cm) 

StaUsches 
.  Moment  V'y 
f flr  die  «-Achse 

(cm«) 

Trägheitsmoment 
für  die  «-Achse 

(cm*) 

Seitliche  Rechtecke 
2-80,0.3,0 

480,0 

40,00 

19200 

2.|-3,0-80,0»  =  1024000 

Bippen 
2-24,5.4,5 

220,5 

12,25 

2700     . 

2.i4,5.24,5»=     44100 

ünterfläche 
35,0-4,5    \ 

157,5 

2,25 

350 

-^35,0.4,V=       1100 

ö 

Deckfläche 
44,0-3,0 

132,0 

78,50 

10360 

-—-44,0-3,0'»=         100 
10360-78,5=    813300 

Gesamt: 

990,0 

32610 

Ja.=  1882600 

Schwerpunktsahstand  z  =     ^      =2  32,94  cm  (oberhalb  der  ac- Achse. 

Trägheitsmoment : 

Jn  -=  1882600  -  32610-32,94  =  1882600  —  1074200  =  808400  cili*. 

Widerstandsmomente : 

^  _       808400            . 

7900  rm*-                ^^    ^-   ^^^^^   —  Oicnn  ««.8 

"*""  80,0-32,94 

»         32 

,94       -  — —  • 
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Die  X  -Achse  wollen  wir  durch  die  Grandlinie  des  QuersohnitteB 
legen.  Das  Trägheitsmoment  eines  Bechteckes  von  der  Briute  b 
and  der  Höhe'A  in  besug  auf  seine  Omndlinie  ist: 


^  12 


Nach  dieser  Formel  kann  man  den  Beitrag  eines  Bechteckes, 
dessen  Omndlinie  mit  der  angenommenen  o; -Achse  zusammenfällt, 
direkt  hinschreiben. 

Sechste  Aufgabe« 

Fm/r  den  in  §  49 j  sechste  Aufgabe  angegebenen  Quersehnüt  sind 
die  Widerstandsmomente  zu  berechnen  I 

Wir  ermitteln  gemeinsam  Nullinie  und  Trägheitsmoment.  Die 
fl; -Achse  wollen  wir  wieder  in  die  untere  Kante  der  Lamelle  legen. 
(Die  Figur  zeichne  man  selber  auf!) 

Das  Trägheitsmoment  det  Winkeleisen  für  die  o; -Achse  kann 
direkt  aus  den  Profiltabellen  entnommen  werden,  da  in  diesen  die 
betreffenden  Trägheitsmomente  —  gewöhnlich  mit  Jj  bezeichnet  — 
bereits  enthalten  sind.  Das  Trägheitsmoment  eines  Bechteckes  für 
eine  durch  seine  Orundlinie  gehende  o? -Achse  ist  (vgl.  fünfte  Auf- 
gabe): 

Nach  dieser  Formel  sind  in  der  folgenden  Tabelle  die  Beiträge  der 
Beohtecke,  falls  deren  OrundliiUen  in  die  angenommene  d? -Achse 
fallen,  ermittelt. 

SehlnObemerkung* 

Auch  zur  Bestimmung  von  Trägheitsmomenten .  hat  man 
zeichnerische  Verfahren  ausgearbeitet,  ähnlich  denjenigen,  die  zur 
Ermittlung  dei  NuUinie  dienen.  Einen  praktischen  Wert  kann  ich 
auf  Grund  vielfacher  Erfahrungen  diesen  zeichnerischen  Methoden 
nicht  zubilligen.  Sie  sind  niemals  genauer  und  stets  langwieriger 
als  das  rechnerische  Verfahren.  Sie  haben  wohl  einen  historischen 
Wert.     Da  dieser  aber  nicht  maßgebend  sein  kann  —  denn  es 
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i^uerBoiminsfeu 


inhalt  F 
(cm«) 


bis  zur  «-Achse 
(cm) 


für  die  «-Achs^ 
(cm«) 


rar  die  «-Achse 
(cm«) 


1  Stehbleoh 
200-10 


20,0 


+  10,00 


+200,0 


jl,0-20,0«  =  2670 


2<80-80-10 


30,2 


+2,34 


+  70,7 


2.170=    340 


1  Lamelle 
190-12 


22,8 


-0,60 


-  13,7 


4-19,0.1,2«=      10 


2Nietlöoher2O0 


-  8,8 


-0,10 


+    0,9 


0,9-0,1  = 


Gesamt: 


64,2 


+257,9 


3020 


+257,9 


Schwerpunkisabstand  z  a«  ^    =»  +4,0  cm  (unterhalb  der  x- Achse). 

b4,Z 


Trägheitsmoment  Jn  «  3020  —  257,9  •  4,0  =  1989  cm*. 


Widerstandsmomente : 

1989 


^1 


1,2  +  4,0 


=  384  cm»; 


W. 


1989 


20,0  —  4,0 


=  124  cm». 


§55, 

Zusammenfassung  zum  9.  Vortrag  und  Formeln  für  Flächeninhalte, 

Schwerpunkte  und  Trägheitsmomente. 

I.  Zusammenfassong. 

In  diesem'  Vortrage  haben  wir  uns  mit  der  Bestimmung  von  Träg- 
heitsmomenten beschäftigt.  Das  Grundprinzip  zur  Berechnung  eines  Träg- 
heitsmomentes ist:  jeden >Flächenstreifen  mit  dem  Quadrate  seines  Abstandes 
von  der  NuUinie  multiplizieren  und  dann  alle  diese  Produkte  summieren. 
Für  die  Praxis  ergaben  sich  hiernach  folgende  Regeln: 

a)  Um  für  die  Grundformen  (Rechteck,  Kreis  usw.)  mathematische 
Ausdrücke  für  J  aufzustellen,  haben  wir  direkt  die  Ausgangsforin^l  benutzt. 
Mitunter  (z.  B.  beim  Dreieck)  ist  es  allerdings  bequemer,  zunächst  einen 
Hilfiswert  J^  zu  berechnen  und  dann  erst  zu  J„  zu  gelangen. 

b)  Für  zusammengesetzte  Querschnitte  ergibt  sich  die  Zerlegung  in 
einzelne  Grundformen.  Zum  Schlüsse  hatten  wir  noch  das  „Widerstands- 
moment W"  abgeleitet,  das  gebraucht  wird,  um  die  Maximalspannungen 
eines  Querschnittes  direkt  hinschreiben  zu  können. 


n.  Erläuterung  zu  den  folgenden  TabeUen. 
!•  Zunächst  mögen  einige  rein  mathematische  Angaben  über  die 
für  die  Statik  wichtigsten  Kuryen,  den  Kreis  und  die  Parabel, 
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In  Worten:  Die  Quadrate  zweier  rechtwinklig  zur  Symmetrieachse 
stehenden  Sehnen  l  und  m  verhalten  sich  wie  deren  Abstände  f 
und  g  vom  Scheitelpunkte  Ä.  Aus  dieser  Beziehung  folgt  dann 
die  weitere: 

die  namentlich  gebraucht  wird,  um  aus  den  Horizontalentfernungen  x 
der  einzelnen  Parabelpunkte  deren  Höhenordinaten  y  zu  berechnen. 
Diese  Gleichung  wird  später  so  häufig  benutzt  werden,  daß  man 
gut  tut,  sie  auswendig  zu  merken. 

2.  In  der  dritten  Vertikalreihe  befinden  sich  die  zur  Schwer- 
punktsbestimmung dienenden  Angaben.  Bei  der  Schwerpunkts- 
bestimmung zusammengesetzter  Figuren  wird  häufig  der  Satz  gute 
Dienste  leisten :  Haben  zwei  Flächen  Fj  und  Fn  die  Schwerpunkte  Sj 
und  Sil ,  80  liegt  der  SchwerpunM  S  der  Oesamtfigur  (Ff  +  Fji)  auf 
der  Verbindungslinie  von  Sj  und  Su,  und  die  Abstände  von  8  bis 
8j  und  Sil  verhalten  sich  umgelcehrt  wie  die  Flächeninhalte  von  Fi 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


"-^"^üff- 


Tabelle  A. 


Figur 


/. 


^; 


r 


Geometrische  Angaben 
(F=  Flächeninhalt) 


Dreieck: ; 

il\2\3'  Mittelpunkte 

der  Seiten; 
i-/'^«-«',3-3'Mittel. 

linien). 


Zur  Schwerpunkts- 
bestimmung: 


d  =  Schnittpunkt  der  Mit- 
tellinien (letztere  wer- 
den durch  S  gedrittelt). 

VerUkaUbst&nde    von 
Spitze  und  Grundlinie : 

Abstand  Ton  irgendeiner 
anderen  Achse  t-t  zu 
bestimmen  durch: 

f  =  |(u  +  t>-nr). 

[Also  z.B.  •  =  i(d-¥b).] 
Vorzeichen  t.  « , « ,  w  s.  Jj . 


TrAgheitA-  und 
Widerstandsmoment 


-(«• +  ¥»  +  »»)} 

Hierin,  felis  ^  Achse  das 
Dreieck  schneidet,  eot- 
gegengesetzt  liegende 
AbstAnde  mit  entgegen- 

?;esetzten  Yorzeichen  ein- 
Uhren. 

Wiss  ^&iks(f:obereFaserX 
Wt-  iV^^  (^  *^^ Faser). 


Parallelorramm: 

Beehteek« 

F  =  ».ft. 

Quadrat  (Seite  a): 
F  =  a«. 


8  =  Schnittpunkt  der  Dia- 
gonalen. 

S  -  Schnittpunkt  der  Mit- 
tellinien. 

Abstände  «=1-,  (•'-f). 
Fflr  Quadrat: 


Far  Quadrat  setze 
ft  =  6=zs. 


.hti* 


(i 


Trapez : 

F^^ia  +  b). 

(m  und  n  Mittelpunkte 
der  Seiten  a  und  6 ; 
Linie  mn  „Transver- 
8ale^) 

Fiff.  a  und  b  schief- 
winklige, Fig.  c  recht- 
winkliges Trapez. 


8  liegt  auf  der  Transver* 

salen  mn , 
außerdem  auf  Linie  «y 

bzw.  «'y' 
und  auf  Linie  StS^, 

[z  y  und  zY  nach  Fig.  fa), 
SiSt  nach  Fig.  (b)  zu  fin- 
den. Si  und  St  sind  die 
Schwerpunkte  der  Drei- 
ecke 1,2,3  und  2fSf4.] 

.   Hierdurch   8    zeichne- 
risch zu  finden. 

VertikalabsUnde 
h   2a-f6 


Durch  Zerlegrung  in  die 
beiden  Dreieeke  1,  t,  3 
und  2,8,4: 


12 


(a  +  8fr) 


a  +  b 


h   a  +  26 


Abstand  f '= 


aß  +  ab  +  b* 

9{a  +  b)     ' 


FOr  das  rechtwinklige 
Trapez  ist  das  Tra^^heite- 
moment  fOr  die  Achse 
z-zi 


Beliebiges  Vieleck : 

Nach  Zerlegung  in 
Dreieeke  ergibt  sich 

(F|...  Flächeninhalte 
dereinzelnenDreiecke.) 

Oder  nach  Fällen  von 
Loten  auf  beliebige  t- 
Achse  Fals Summe  bzw. 
Differenz  von  recht- 
winkligen Trapezen 
darstellen. 


Zunächst  die  Schwer- 
punkte SifStfSt  der  Drei- 
ecke bestimmen.  Dann 
Schwerpunkt  St,  a  von 
{Fl  +  Ft)  durch 

F,  Ft 

Schließlich  Gesamt- 
schwerpunkt 8: 

«.  ^• 


9tmV 


{Fi  +  F^  +  Ft  ' 


(Fi  +  FO-hF,  • 
Oder  Abstand  von  8  bis 
s- Achse  durch  Zerlegung 
in    Trapeze    bestimmen 
(wie  bei »/). 


Trägheitsmomente  für 
beliebige  e-Achse: 

Jg  =  Summe  der  Träg- 
heitsmomente Jl^st  J^t 
usw.  der  Dreiecke  Ft,F| 
usw.  für  die  s-Achse. 

Oder:  Von  den  Ecken 
auf  die  s-Achse  Lote  fäl- 
len. Dann  ist  J,  gleich 
Summe  bzw.  Differenz  der 
Trägheitsmomente  Jr,$, 
Jjj^M  ^M^-  der  entstande- 
nen rechtwinkligen  Tra- 
peze. 
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TabeUe  B. 


Rg« 


IGeometrisclie  Angabeo 
(F  =  Flächeninhalt) 


Sor  Schweipunkia- 
bestunmiiiig : 


Trigheita-  und 
Widerstandsmoment 
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Wenn  wir  nun  auf  Grund  dieser  Eesultate  die  inneren  Kräfte  der 
Querschnittsfläche  einzeichnen  wurden,  so  bekämen  wir  folgende 
Darstellung:  Aul  dem  linken  Teil  zeigen  die  Schubspannungen 
nach  unten,  und  die  Normalspannxmgen  zeigen  in  den  oberen 
Fasern  nach  links  und  in  den  unteren  nach  rechts  (d.  h.  oben  ist 
Druck,  unten  ist  Zug).  Am  rechten  Teile  zeigen  dementsprechend 
die  Schubspannungen  nach  oben,  und  die  Normalspannungen 
wirken  auf  die  oberen  Fasern  nach  rechts  und  auf  die  unteren 
nach  links  ein. 

n>  Graphische  Bestimmnng  yon  Q  und  If  • 

A*  Die  Erattsummen  Q.  Um  Querkräfte  und  Momente  zeichne- 
risch zu  bestimmen,  müssen  wir  zunächst  auf  diese  Weise  die 
Auflagerdrücke  Ä  und  B  ermitteln.  Hierbei  verfahren  wir  nach 
§  16:  Wir  reihen  in  Fig.  93b  die  Kräfte  P^=:ah^  P^^lOj  P^^cd^ 
P^=^de    zu    einem    Kräftepolygon    aneinander    (Kräftemaßstab: 

I I  =  0,2  cm),  ziehen  vom  beliebigen  Pole  0  die  Polstrählen  11^ 

III  y  IVy  7,  VI  und  parallel  hierzu  in  Fig.  93  d  die  Seilstrahlen  II 
nach  der  Kraft  P^ ,  III  zwischen  Pj  und  Pj ,  IV  usw.  [Man  be- 
achte unsere  alte  Eegel,  daß  drei  Linien  (z.  B.  II  ^  P^  und  III), 
die  in  Fig.  93b  ein  Dreieck  bilden,  sich  in  Fig.  93 d  in  einem 
Punkte  schneiden!]  Um  nxm  den  ersten  Seilstrahl,  I,.und  den 
letzten,  VII y  zu  finden,  verbinden  wir  den  Schnittpunkt  8  von 
Strahl  II  und  A  mit  dem  Schnittpunkte  8  von  Strahl  VI  und  B . 
Parallel  zu  dieser  „Schlußlinie"  ziehen  wir  dann  in  Fig.  93  b  durch 
0  die  beiden  (zusammenfallenden)  Polstrahlen  I  und  VII  und 
finden  Ä=fa  und   B=^ef. 

Wir  wollen  jetzt  die  Bo-aftsummen  für  eine  Reihe  von  Schnitten 
bestimmen.  Betrachten  wir  z.  B.  Schnitt  1  und  untersuchen  den 
links  von  diesem  Schnitte  liegenden  Teil,  so  haben  wir  als  einzige 
äußere  Kraft  den  Auflagerdruck  A.    Also  ist 

-  Qi  =  +Ä. 

Um  diese  Querkraft  zeichnerisch  darzustellen,  tragen  wir  sie 
von  einer  Ntdlachse  A'B'  auf.  Zu  diesem  Zwecke  ziehen  wir 
durch  Anfangspunkt  f  und  Endpunkt  a  von  A  in  Fig.  93  b  horizon- 
tale Linien  und  finden  A'A"^  fa^A  und  durch  Hinunt#loten 
von  Punkt  1  die  zu  diesem  Querschnitte  gehörige  Querkraft  Q|. 
Man  sieht  hierbei,  daß  es  gleichgültig  ist,  an  welcher  Stelle  zwischen 
A  und  Pj  der  Schnitt  1  gelegt  ist;  die  Kraftsumme  hat  für.  alle 
Schnitte  zwischen  A  und  P^  den  Wert  -{-A . 
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Gehen  wir  jetzt  zu  Qnersclmitt  2  von  Fig.  93  a,  so  ist  die  eu 
diesem  Schnitte  gehörige  Ejraftsumme 

Bei  Vergleich  mit  der  Eraftsomme  des  Schnittes  1  ergibt,  daß 
miA  Q^  auch  schreiben  kann: 

Um  also  Qi  zu  erhalten,  brauchen  wir  von  Q|  nur  die  Kraft  Pi 
abzuziehen«     Dieses  geschieht  am  einfachsten,  indem  wir  durch 


'n 


m 


-•»1 


(aj 

Fig.  93. 
(Lftngenmaßstab  1  cm  =  2,0  m^  Kräftemaßstab  1  om  =  5,0  i) 

Punkt  h  die  horizontale  Linie  ziehen.  Dadurch  wird  P|  horizon- 
tal übertragen,  und  die  unter  2  gemessene  Strecke  ist  gleich 
öl  —  Pi  —  +-4.  —  Pi  =  Ot .  Diese  Querkraft  Q^  ist  die  gleiche  für 
alle  Querschnitte  zwischen  P^  und  P^ ;  denn  die  Summe  der  links 
Ton  einem  solchen  Schnitte  liegenden  Kräfte  ist  stets  +  J.  ~  P|  • 
Beim  Querschnitte  3  haben  wir  entsprechend 

(?3  =  +^-Pi-P, 
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d.  h.  wir  haben  von  Q,  noch  die  Kraft  P,  abzuziehen.  Dieses 
geschieht,  indem  wir  aus  dem  Kräftepolygon  Fig.  93  b  durch  die 
Endpunkte  von  P^  die  horizontalen  Linien  ziehen,  hierdurch  P^ 
übertragen  und  durch  Hinunterloten  von  5  die  Strecke  ©8  =  62^-P» 
«=^+^  —  Pi  —  Pg  •  erhalten. 

Für  die  Querkraft  Ö4  ergi^  sich: 

(?,  =  +it~Pl~P,-P3 

Wir  sehen,  daß  P3  (das  wieder  durch  Hinuberprojizieren  aus 
dem  Bjräftepolygpn  gefunden  wird)  größer  ist  als  Q^ ,  so  daß  die 
Summe  Q^  negativ  wird.  Im  Querschnitte  4  treten  die  Schub- 
spannungen also  so  auf,  daß  sie  auf  den  linken  Teil  nach  oben 
und  auf  den  rechten  nach  unten  zeigen. 

Zum  Schlüsse  ist  daüin  noch 

in  Fig.  93  c  dargestellt.  Bei  Q^  wäre  es  natürlich  bequemer  ge- 
wesen, die  Summe  aller  am  rechten  Teile  wirkenden  Ejräfte  auf- 
zustellen; man  bekommt  dann  Q^  =  —Bj  wie  auch  Fig.  93  c  zeigt. 
Die  in  Fig.  93  c  schraffierte  Fläche  gibt  also  für  jeden  beliebigen 
Schnitt  die  dazugehörige  Kraftsumme  (Querkraft)  Q  an.  Wir 
nennen  sie  deshalb  die  ,fKraß8ummenfläche^^  oder  y^QuerkrafifläcW^ 
Sie  besteht  aus  einem  positiven  und  aus  einem  negativen  Teile. 

Aufgabe:  Man  bestimme  für  die  Schnitte  i ...  5  die  Kraft 
summen  analytisch,  totwerfe  dann  Figt  93  selbständig  und  ver 
gleiche  die  aus  der  Zeichnung  entnommenen  Werte  mit  den  ge 
rechneten! 

B.  Die  Momentensummen  M.  Um  die  Biegungsmomente  gra- 
phisch darzustellen,  greifen  wir  auf  §  21,1  zurück.  Hier  wurde 
gezeigt,  daß  die- Summe  der  statischen  Momente  einer  beliebigen 
Anzahl  von  Kräften  in  bezug  auf  einen  beliebigen  Punkt  E  ge- 
funden werden  ka^n,  indem  man  die  Kräfte  zu  einem  Kräfte- 
polygon aneinanderreiht,  das  zugehörige  Seilpolygon  zieht  und 
dann  das  Produkt  H  •  y  bildet.  Hierin  ist  H  die  Polweite  und  y 
die  Strecke,  die  die  beiden  äußersten  Seilstrahlen  auf  der  durch 
E  zu  der  Ersatzkraft  JB  parallel  gezogenen  Geraden  abschneiden 
(vgl.  Fig.  48  und  49). 

Soll  nun  das  Moment  Mi  in  bezug  auf  den  Schnitt  1  auf- 
gestellt werden,  so  haben  wir  (bei  Betrachtung  'des  linken  Teiles) 
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als  äußere  Kraft  den  Auflagerdrnck  Ä.  Statt  nun  aber  A  be* 
sonders  aufzuzeichnen  und  hierzu  das  Seilpolygon  zu  konstruieren, 
benutzen  wir  Fig.  93  b  und  d.  ^ie^  ist  berfeits  A=fa  dar- 
gestellt; die  zu  Ä  gehörigen  Polstrahlen  sind  I  (nach  dem  An- 
iangspunkt)  und  II  (nach  dem  Endpunkt).  Die  hierzu  parallelen 
Seilstrahlen  I  und  II  haben  wir  vorher  schon  in  Fig.  93  d  ge- 
zeichnet. Wir*  haben  also  nur  noch  durch  Punkt  1  die  Parallele 
zu  JS  (in  diesem  Falle  also  zu  A,  da  das  Kräftesystem  nur  aus 
dieser  einen  Kraft  besteht)  z]i  ziehen,  die  Strecke  y^  abzumessen, 
die  auf  dieser  Parallelen  zwischen  dem  ersten  (I)  und  dem  letzten 
{II)  SeUstrahle  Uegt,  und  finden 

B'ei  der  Momentensumme  ^2  ^  bezug  auf  Schnitt  2  haben 
wir  die  äußeren  Kräfte  A  und  P^ .  In  Fig.  93  b  sind  diese  schon 
zu  einem  Kräftepolygon,  /*— a  — 6,  aneinandergereiht.  Die  Pol- 
strahlen sind  ly  II,  III;  und  die  Seilstrahlen  in  Fig.  93  d  ent- 
sprechend I,  IIj  III .  Jetzt  ist  also  I  der  erste  Seilstrahl  und 
III  der  letzte.  Ziehen  wir  dann  durch  2  die  Parallele  zu  der 
Ersatzkraft  von  A  und  P^  (also  eine  vertikale  Linie)  und  messen 
den  zwischen  I  und  III  liegenden  Abschnitt  y^  dieser  Parallelen, 
so  ist 

.  jMf  «  H  •  yj  . 

In  derselben  Weise  finden  wir  M^.  Das  Kräftepolygon  ist 
jetzt  /■—  a  —  h  —  o.  Der  erste  Seilstrahl  ist  wieder  I  (da  A  stets 
die  erste  äußere  Kraft  ist),  der  letzte  ist  IV ,  und  wir  erhalten 


Entsprechend 


Jf  ,  =  JBT  •  y,  . 


Da  das  Seilpolygon  in  Fig.  93  d  bereits  früher  zur  Bestimmung 
von  A  und  B  gezeichnet  war,  brauchetn  wir  zur  Ermittlung  der 
Momente  nur  noch  die  Strecken  y^  y%j  •  <  •  unter  den  Schnitten 
i,  2,  ...  abzumessen.  Wir  bekommen  also  das  zu  einem  beliebigen 
Querschnitte  gehörige  Biegungsmoment,  indem  wir  die  unter  diesem 
Schnitte  liegende  Ordinate  y  der  in  Fig.  93d  schraffierten  Fläche 
multiplizieren  mit  der  Pölweite  H .  Diese  Fläche  (die  also  zwischen 
der  Schlußlinie  s — s  und  den  zu  den  Lasten  P^j  P^,  ...  gehörigen 
Seilstrahlen  11^  III ,  ..  •  liegt)  nennen  wir  die  Culmonn  sehe  Mo- 
mentenfläche.    {Culmann,  ehemaliger  Professor  in  Zürich,  ist  der 

Fischer,  Statik.  19 
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Für  den  nächsten  Querschnitt,  v,  der  wieder  um  zla?  =»  1,0  m 
weiterliege,  ist  entsprechend: 

Jf^=  Jtf„  +  0.  Ja? 

«28  +  3,0-1,0  =  31  mt. 

Wollen  wir  weiter  daa  Moment  für  den  Querschnitt  to  be- 
stimmen, so  müssen  wir  beachten,  daß  nun  die  Kraftsumme  eine 


^^^^^^i-^ö^^^^^^J^CC^f >i  ^^^11^.  6^:;  /  >>^55^^5555(!5^ 


r 


Fig.  94. 

andere  ist,  da  für  dieses  Feld  die  Kraft  P^  liinzukommt.     Wir 
wollen  diese  Querkraft  Q'  nennen,  so  daß. 

=  0~Pö  =  -4,0t 
ist.     Dann  finden  wir 

=  31  +  (-4,0 . 1,0)  =  27  mt,  . 

(Der  Abstand  zwischen  «?  und  v  sei  ebenfalls  1,0  m.) 

Auf  diese  Weise  kann  man  also  aus  der  Momentensumme 
eine«  Querschnittes  sämtliche  anderen  Momentensummen  entwickeln. 
Augenscheinlich  ist  dieses  eine  viel  bequemere  Methode,  als  wenn 
man  die  Momente  einzeln  aufstellen  wollte. 

IIL  Daa  Maxtmalmoment  Jfmax* 

Aus  dieser  Methode,  die  Momentensummen  mit  Hilfe  der 
Ej*aftsummen  nacheinander  abzuleiten,  folgt  ein  sehr  wichtiges 
Eesultat:  Wir  wissen  aus  der  Bestimmung  der  Kraftsummen  — 
namentlich  aus  der  graphischen  Darstellung  in  Fig.  93  o  — ,  daß 
die  Querkraft  von  A  aus  zunächst  positiv  ist  und  dann  negativ 
wird.     Nun  haben  wir  vorhin  gesehen,  daß  das  Produkt 

stets  den  Unterschied  zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  Momenten- 
summen angibt.   Daraus  folgt:  Ist  an  einer  Stelle  die  Kraftsumme  Q 
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positiv,  so  ist  auch  die  Differenz  Q^Ax  zweier  anfeinanderfolgenden 
Momentensnmmen  positiv;  d.  h.,  dann  ist  das  folgende  Moment 
(von  A  ans  gerechnet)  gröfier  als  das  vorhergehende  (vgl.  Jf«  nnd  Jf^i 
Jfy  nnd  M^.  Ist  aber  an  der  betreffenden  Stelle  Q  negativ,  so 
ist  der  Unterschied  der  beiden  Momente  negativ;  dann  ist  das 
folgende  Moment  kleiner  als  das  vorhergehende  (vgl.  M^  nnd  Jtf«). 
Solange  also  die  Exaftsnmmen  positiv  sind,  wachsen  die  Momente; 
von  dem  Punkte  ab,  da  die  Kraftsamme  negativ  wird,  verringern 
sich  die  Momente.  Der  gesamte  Verlanf  der  Momentensnmmen 
ist  demnach  folgender:  Von  dem  Werte  Null  am  Auflager  A 
wachsen  sie  standig  bis  zu  der  Stelle,  wo  die  Kraftsumme  auf- 
hört,' positiv  zu  sein.  An  diesem  Punkte  hai  die  Momentensumme 
ihren  größten  Wert  erreieM.  Dann  nehmen  die  Momente  ab,  bis  sie 
am  Auflager  B  wieder  zu  Null  werden  (vgl.  auch  Fig.  93  c  u.  d !).  Diese 
größte  Momentensumme  nennen  wir  das  „Maximalmoment  Jlfmaz*^ 
Zur  Bestimmung  seiner  Lage  baben  wir  also  die  Bedingung: 

Das  Maximalmoment  entsteht  an  der  Stelle,  wo  die  Kraftsumme 
ihr  Yorzeiehen  wechselt 

Denjenigen  Querschnitt,  zu  dem  das  Mazimalmoment  gehört, 
nennt  man  den  „gefährlichen  Qaerschnitt^'  des  Balkens.  Von  allen 
Schnitten  des  Balkens  hat  der  „gefährliche  Querschnitt'^  die  größten 
Normalspannungen  a ,  0a  diese  (bei  gleichen  Widerstandsmomenten 
der  Querschnitte)  der  Oröße  der  Momentensumme  proportional 
sind.  Deshalb  ist  es  bei  einem  Balken  besonders  wichtig,  den 
gefährlichen  Querschnitt  aufzusuchen  und  in  diesem  die  größt^i 
Normalspannungen  o  zu  bestimmen.  Halten  sich  letztere  inner- 
halb der  zulässigen  Orenze,  so  ist  man  sicher,  daß  die  Normal- 
spannungen der  anderen  Querschnitte  unter  der  zulässigen  Grenze  sind. 

Da  ein  Wechsel  der  Kraftsumme  immer  nur  unter  einer  Last 

stattfindet  (s.  Fig.  93  c),  kann  auch  das  Maximalmoment  stets  nur 

in  einem  Querschnitte  unterhalb  einer  Kraß  (d.  h.  niemals  zunschen 

^zwei  Kräften)  auftreten.     Diese  Aussage  hatten  wir  ja  übrigens 

auch  söhon  aus  Fig.  93  d  in  §  56  gefolgert 

§  58. 

Beispiele  für  direkt  wirkende  Einzellasten. 

Erste  Aufgabe. 

Bei  dem  in  Fig.  95a  gezeichneten  Balken  sind  die  Momenten- 
summen  für  die  Stellen  1,  2j  3  und  4  (unter  den  Lasten)  zu  etil- 
wickeln! 
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uie  viuerEratt  rar  aue  scnnitte  aes  i<°eiaes  i — 2;  ist: 

Qi.,  =  +^  -  Pj  =  Qo-i  -  Pi  =  +2020 kg. 
Für  das  Feld  2 — 3  ist  die  Eraftsumme: 

Qi-i  =  +^  -  Pi  -  P,  =  $1.»  -  P»  -  +  220  kg;     usw. 

t 

Auf  diese  Weise  sind  in  der  folgenden  Tabelle  für  alle  Felder  die 
Kraftsummen  durch  fortlaufende  Subtraktion  ermittelt.  Für  das 
letzte  Feld  muß  dann 

herauskommen. 

Nun  gehen  wir  zu  den  Momenten.  Das  erste  Moment,  am 
Punkte  0 ,  ist  bereits  bekannt.  Es  ist  nämlich  gleich  Null.  Hieraus 
finden  wir  nun  «das  Moment  des  Querschnittes  1  mittels  der  Gleichung 
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(H)  Jtf^  =  Jfa  + 


\ias  —  jjaL2)  » 


der  sich  übrigens  aus  Fig.  95  b  auch  direkt  ablesen  läßt.  Somit 
können  wir  nach  Berechnung  der  Momente  an  den  Lastangriffs- 
punkten auch  für  die  dazwischenliegenden  Querschnitte  die 
Momentensummen  schnell  ermitteln. 

Zweite  Aufgabe* 

Bei  dem  in  Fig.  92  a  gezeichneten  Balken  sind  die  Momente  für 
die  La^tangriffspunJcte  zu  ermitteln! 

Die  Berechnung  führe  man  in  Form  einer  Tabelle  selber  durch ! 
Da  die  Belastungen  in  Tonnen  und  die  Abstände  in  Metern  ge- 
geben sind,  wird  es  sich  empfehlen,  die  Momentensummen  in 
Metertonnen  auszudrücken. 

Dritte  Autgabe, 

Für  den  in  Fig.  95  gezeichneten  Balken  *  ist  das  Maximal- 
moment zu  bestimmen! 
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Der  Vergleich  mit  der  in*  der  ersten  Aufgabe  aufgestellten  Tabelle 
zeigt,  daß  If,  tatsächlich  das  größte  von  allen  Momenten  ist. 

§58a, 
ZusammenlasBung  «um  L  BelastungsfalL 

I.  Qa^rkräfte.  Grundprinzip:  0=*+ii  — P^-P,. .  .(5=--B+Pn+P«_i. .  .)• 
Praktische  Methoden:  Rechnerisch  direkt  nach  dieser  Grundformel;  zeich- 
nerisch mittels  Seilpolygon  (Fig.  93  c).  Die  rechnerische  Bestimmung  auf 
jeden  Fall  vorzuziehen. 

Regeln  zur  Bestimmung  von  Q  'für  alle  Querschnitte  eines  Balkens: 

1.  Innerhalb  eines  Feldes  (d.  h.  von  Last  zu  Last)  ist  die  Querkraft  konstant. 

2.  Die  Querkr&fte  zweier  aufeinanderfolgenden  Felder  unterscheiden  sich 
um  die  dazwischen  befindliche  Last.  Hiernach  die  Querkräfte  aus- 
einander entwickeln: 

«0-1=..-;   Qi-2  =  Qo-i-Pi;   0«-8  =  d-«-^«;   usw. 

Verlauf  der  Querkräfte  beim  einfachen  Balken  (ohne  überkragende 
Enden):  Bei  A  die  größte  positive  Querkraft,  dann  nimmt  Q  ab,  wechselt 
das  Vorzeichen  und  erreicht  bei  B  den  größten  negativen  Wert. 

n.  Momente.  Grundprinzip:  M  =  -^A  •  a  —  Pj  •  Pi  —  Pj  •  p,  • . .  (=  4--B  •  h 
—.Bn'Pn  —  ^n-i  •  Pn-i  •  •  •)•  Praktische  Methoden:  Rechnerisch  direkt  nach 
dieser  Grundformel;  zeichnerisch  mittels  Seilpolygon  (Fig.  93 d).  Die 
rechnerische  Bestimmung  auf  jeden  Fall  vorzuziehen. 
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In  zur  Bestimmung  von  M  für  alle  Querschnitte  eines  Balkens: 
Wert  M  ändert  sich  von  Punkt  zu  Punkt  (auch  innerhalb  eines 
ies). 

Momente  zweier  Querschnitte,  zwischen  denen  die  Querkraft  Q 
stant  ist,  unterscheiden  sich  um  das  Produkt  aus  Q  X  Abstand  der 
ien  Querschnitt^.  Hiemach  die  Momente  auseinander  entwickeln, 
[  zwar  greift  man  zweckmäßig  die  Momente  unter  den  Lastangriffs- 
ikten  heraus:  ^ 

^0  =  0;  Jfi  =  Jifo  +  Oo-i--^o-i;  -»^9  =  J^i  +  Oi-f -^i-t;  usw. 
luf  der  Momente  beim  einfachen  Balken:  Bei  -4  ist  if  =  0.  Dann 
,  und  zwar  so  lange,  wie  Q  positiv  ist.  M  erreicht  seinen  Gröfit- 
die  Qaerkraft  Ihr  Yorzelehen  wechselt  (also  stets  unter  einem 
fspunkt).  Hierauf  nimmt  M  ab  bis  auf  Null.  Beim  einfachen 
90  überall  positive  Momente. 

§  59. 
tongsfall:  Direkt  wirkende  gleiclimäßig  verteilte  Belastung. 
L  Analytische  Bestimmniig  von  Q  und  M* 

^  verteilte  Belastung  (Eigengewicht,  Manerlast,  Mensohen- 
usw.)  können  wir  uns  bestehend  denken  aus  einer  Anzahl 
»nanderfolgenden  Einzellasten.  In  dieser  Weise  ist  auch 
Ute  Belastung  in  Fig.  96  a  dargestellt.  Hier  ist  außerdem 
men,  daß  sich  die  Belastung  gleichmäßig  über  die  Balken- 
rteilt.  Der  andere  Fall,  daß  es  sich  um  eine  ungleich- 
urteilte  Belastung  handelt,  wird  später  behandelt. 
)ie  Eraftsummen  Q.  Um  nun  die  Kraftsummen  für  den 
Q  Schnitt  m  zu  bilden,  betrachte  ich  einen  der  beiden 
die  der  Balken  durch  den  Schnitt  zerlegt  ist.  Nehmen 
.  den  linken  Teil,  so  haben  wir  als  äußere  Kräfte  a)  den 
iruck  A ,  b)  die  verteilte  Kraft  auf  der  Strecke  A  his  m. 
istung  pro  Längeneinheit  sei  g.  Dann  entfällt  auf  die 
n  eine  Last  im  Betrage  von  q^x^.  Die  Summe  aller 
lie  auf  der  Strecke  iim  an  dem  Balken  angreifen,  ist  also 

A.B  =  Sl-. 

iflagerdrack  ist  gleich  der  Hälfte  der  gesamten  Belastung 
ers.)    Hiermit  erhalten  wir 

Öm  -  «  •  -2   -  fl  •  afm  =  g  •  (g-  -  «mj  , 
(I)  Q«.  =  «?«m, 
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l 


worin  die  Entfernung  —  —  a?^  (vom  Schnitt  m  bis  TPrägermitte) 

mit  ^^  bezeichnet  ist.     Wir  haben  also  den  Satz: 

Bei  gleichmäßig  verteilter  Belastung  ist  die  Summe  aller  am 

Teile  links  (rechts)  wirkenden  äußeren  Kräfte  gleich  dem  Produkt: 

Belastung  pro  Längeneinheit  mal  Entfernung  des  Quterschnittes  von 

IrägermiUe. 

Für  einen  Querschnitt  direkt  am  Auflager  A  ist  o?''  =  —  also 


die  Kraftsumme  Q 


l 
'  g  •  -^ .    In  der  Tat  ist  für  einen  Querschnitt 


o 


R^l^SOr*^ 


^^(CL) 


.4^ 


X  tri. 


X  -m.  • 


-^\ 


-ÄT^-^ 


Ä 


/dj 


•-^uu™|| 


Fig.  96. 

in   unmittelbarer  Nähe   von  A   der   Auflagerdruck  A 


qj  die 


einzige  äußere  Kraft.  Für  einen  Schnitt  durch  Trägermitte  ist 
0?''=  0,  also  Q  =  }•  0  =  0^  wie  man  sich  auch  durch  direkte  Be- 
rechnung der  Querkraft  überzeugen  kann,  und  für  einen  Quer- 
schnitt direkt  bei  JB  ist  o?''  —  —  75-  (denn  für  diesen  Schnitt  ist 

II  l  ^  l 

a.''«-_a?„--.Z»--),  also  Q- -g.-- -JB. 

B.  Die  Homentensnmmen  M.  Das  Moment  für  den  Schnitt  m 
erhalten  wir,  indem  wir  von  jeder  Kraft  am  abgetrennten  Teile 
das  statische  Moment  in  bezug  auf  den  Schnitt  bilden.  Bezeichnen 
wir  die  kleinen  Kräfte,  aus  denen  sich  die  verteilte  Belastung'  zu- 
sammensetzt, der  Beihe  nach  mit  1,  2,  3,  . . . ,  so  ist  (Fig.  96a) 


Jtf. 


+ JL .  j?«  -  1 .  pi  —  2  .  P2  —  3  .  pg  -  •  •  •  -9  . 0  . 
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Statt  nun  die  statischen  Momente  1  •  Pi ,  2  •  p^  usw.  einzeln 
zu  bilden  und  dann  zu  summieren,  bestimmen  wir  von  den 
Kräften  1 ...  9  die  Ersatzkraft  B  und  ersetzen  dann  die  Summe 
aus  den  statischen  Momenten  der  Einzelkräfte  durch  das  statische 
Moment  der  Ersatzkraft  (§  9).  B  ist  in  diesem  Falle  sofort  be- 
stimmt: Die  Qröße ist  gleich  1 +  2+  . . .  +9  =  q-x^]  die Bichtung 
ist  vertikal  abwärts,  und  die  Lage  ist  in  der  Mitte  zwischen  A 
und  m.  Durch  die  Einführung  von  B  geht  dann  die  obige 
Oleichung  über  in 


M. 


l 


=  +ff 


•a?« 


3«« 


a>„ 


(H) 
(Ha) 


(In  Fig.  96  a  ist  die  Entfernung  l  —  x^  mit  x!^  bezeichnet.) 

Nach  diesen  Formeln  kann  man  für  jede  Stelle  des  Balkens 

das  infolge  einer  gleichmäßig  verteilten  Belastung  q  entstehende 

Moment  berechnen. 

Um  nun  den  Querschnitt  zu  finden,  wo  das  größte  Moment 

auftritt,  müssen  wir  die  Stelle  aufsuchen,  an  der  die  Querkraft 

aus  dem  Positiven  in  das  Negative  übergeht.     Dieses  ist  in  der 


Mitte  der  Fall.     Für  diesen  Punkt  ist  x^  •• 
das  Moment  an  dieser  Stelle 

L   L 
2  *  2 


l 


v^^-^.    Mithin  ist 


(in) 


jf=ff 


8 


Häufig  schreibt  man  diese  Formel  in  etwas  anderer  Form. 
Es  ist  nämlich  9  •  I  die  gesamte  Belastung  des  Balkens.  Sie  werde 
mit  Q  bezeichnet  (nicht  zu  verwechseln  mit  der  Querkraft!).  Dann 
ist  das  Moment  in  der  Mitte 


if^gZ.l, 


(ina) 


M^Q.j. 
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Das  größte  Moment  iei  gleichmäßig  verteiüer  Belastung  ist  gleich 
der  Belastung  des  Balkens  multipliziert  mit  Vs  ^  Spannweite. 

Die  Formelii  (U),  (IIa),  (III)  und  (III a)  muß  man  unbedingt 
auswendig  wissen! 


IL  Graphische  BawtelluBg  Ton  Q  und  Mm 

A.  Die  Krattsommen  Q  •  um  die  Kraftsummen  fär  die  ver- 
schiedenen Schnitte  des  Balkens  graphisch  darzustellen,  zeichnen  wir 

I  l 

(Fig.  96b)  J.'0'=  g-^  nach  oben  und  B'D' ^  g-^  nach  unten  und 

verbinden  C  mit  D\  Dann  ergibt  sich  in  der  Mitte  die  Ordi- 
nate Null,  und  für  einen  beliebigen  Schnitt  m  hat  die  darunter- 
liegende Ordinate  Q^  den  Wert 

l      x'' 

d.  h.,  sie  stellt  in  dem  betreffenden  Maßstabe  die  zu  Schnitt  m 
gehörige  Querkraft  dar.  Die  in  Fig.  96  b  schraffierte  Fläche  ist 
also  die  „Querkraftfläche''  für  gleichmäßig  verteilte  Belastung. 
Auf  der  linken  Hälfte  ist  sie  positiv,  auf  der  rechten  negativ. 
Natürlich  hätte  man  die  E^raftsummenfläche  auch  entsprechend 
Fig.  Ö3b  finden  können ,  indem  man  die  verteilte  Belastung  in 
lauter  kleine  Einzellasten  auflöste.  Die  obige  direkte  Darstellung 
ist  aber  einfacher. 

B.  Die  Momentensummen  M.  Entsprechend  Fig.  93  d  kann 
man  die  Momentenfläche  für  verteilte  Belastung  finden,  indem 
man  letztere  in  Einzellasten  auflöst  und  zu  diesen  Einzellasten 
ein  Seilpolygon  zeichnet.  Einfacher  ist  es  jedoch,  direkt  von  dem 
für  das  Moment  aufgestellten  analytischen  Ausdrucke 

auszugehen. 

Vergleicht  man  nämlich  dieses  Moment  Jf^  an  irgendeiner 
Stelle  m  mit  dem  Moment  Ifmaz  in  der  Mitte,  so  ergibt  sich 
folgendes  Verhältnis: 

Mn, :  ilfmax  =  ^  X^(J,  -  X^l^  . 
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Hieraos  folgt 


If- 


(HO 


4Jf„ 


iE 

8 
4a?,(Z  —  a?^ 


.t  - 


Um  nan  hiernach  den  Wert  Jf „  darznstdlen,  kann  man  folgender- 
maßen  verfahren:  Zunächst  tragen  wir  in  der  Mitte  die  Ordinate 

anf  and  verbinden  deren  Endpunkt  mit  Ä" .    Dann  verhält  sidi 
in  Fig.  96c: 


l 


2* 


Also  ist  die  Strecke  ah: 


Nun  ziehen  wir  dureh  h  eine  horizontale  Linie,  so  daB  die 
Strecke  A^'c^ab  wird,  verbinden  o  mit  dem  Endpunkt  der  mitt- 

leren  Ordinate,  9  •  -^,  nnd  erhalten  ans  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke 

o 


td:ql^~{l-x^):^, 


f/2-ig,         fg,  Z/2 
V2       ~*    4 


Z/2-«    4 


IXm    3W 


i/2' 


Die  beiden  Strecken  ab  und  Sä  zusammen  ergeben  also 


a  +  M-8^  +  «^ 


*  2 


7«^ 


«4 


«-2--«T 


r5       „<»mK 
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Das  heißt:  Die  Strecke  ad  ist  die  zeichnerische  Darstellnng  der 
Momentensumme  M^  des  Schnittes  m  •  Auf  diese  Weise  kann  man 
also  für  jeden  Schnitt  das  Moment  durch  eine  Strecke  darstellen 
und  bekommt  schließlich,  wenn  man  genügend  Punkte  bestimmt 
hat,  die  gesamte  Momentenflä<^he  Fig.  96  c. 

Bemerkung:  Bio  auf  diese  Weise  gefundene  Kurve  ist  eine  ParabeL 
Denn  bei  einer  Parabel  besteht  die  Beziehung  (§55,  Fig.  IX):  Irgendeine 
Ordinate  y  ist  gleich   der  mittleren   Ordinate  f,   multipliziert  'mit  dem 

4 
Faktor  jfX{l  —  x).  Genau  dieselbe  Beziehung  besteht  aber  nach  Formel  (IV) 

zwischen  irgendeinem  Moment  M^^  und  dem  mittleren  Moment  ifmu .  Daraus 
folgte  daß  die  Endpunkte  aller  M^  eine  Parabel  bilden  müssen.  (In  der 
Tat  ist  die  Fig.  96  c  in  mathematischer  Hinsicht  nichts  anderes  als  eine 
bekannte  Parabelkonstruktion.) 

Außer  Fig.  96  c  gibt  es  noch  yerschiedene  andere  Methoden,  um  zu 
einer  Länge  l  und  Pfeilhöhe  f  eine  Parabel  zu  konstruieren.  Alle  diese 
Verfahren  (die  man  in  mathematischen  Formelsammlungen  zusammen- 
gestellt ündet)  liefern  also  gleichzeitig  die  Momentenfläche  für  gleichmäßig 
verteilte  Belastimg. 

§60. 

Beispiele  für  verteilte  Belastung. 

Erste  Aufgabe. 

Der  in  Fig.  98  a  gezeichnete  Träger  ist  durch  eine  Mauer  von 

0,25  m  Stärke   und  3,00  m  Höhe   heiastet.     Die   Momentensummen 

für  die  Stellen  1,2,3  und  4  sind  zu  berechnen! 

Das  spezifische  Gewicht  (d.  h.  das  Gewicht  von  1  cbm)  Ma'uer- 

"^^'^  '^*  Ä=»1600kg/cbm. 

Somit  ist  die  Belastung  pro  Längeneinheit 

^  =  1,00  •  0,25 .  3,00  •  1600  =  1200  kg  pro  m. 
Wir  wollen  die  Momente  in  emkg  ausrechnen.    Dann  müssen  wir 
auch  die  Belastung  in  kg  pro  cm  ausdrucken.    Es  ist  also  in  die 
Rechnung  einzuführen: 

g  =  12,00  kg  pro  cm. 
Nunmehr  wird  nach  den  Formeln  (II): 

M^  =  ^^ .    75  •  525  «  236  250  cmkg,  . 
Jtf^=^i^.i50.450  =  405000     „   , 
jf3  =  -lMi:225.  375  =  506250     „    , 
Jf^  =  IM.  300-300  =  540000     „    . 

Fischer,  SUtik.  ,  20 
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Zweite  Aut^abe« 

Für  den  in  der  vorigen  Aufgabe  behandelten  Balken  sind  das 
Maximalmoment  und  das  erforderliche  Widerstandsmoment  zu  be- 
stimmen! (Zulässige  Spannung  Ic  =  1200  kg/qcm.)  Zunächst  be- 
rechnen wir  die  Gesamtbelastung 

(?  =  6,00 .  3,00 . 0,25 .  1600  =  7200  kg. 


3/)Otltf 


\>- 7SMt-7S-f-7S-J^9it 


1  r    ' 


(h 


,  .  jiiiii;iiiiij^iii)iiii>Miiiiiiiiiiiiiiiliij{-'-  fZ^Kff/em, 


V73^ 1- 

(• Z2S 


-I- 


I-  4^5^?- 


S7S 


(^ 


ZCO 


300 


I 


Fig.  98. 
Dann  ist  [nach  Formel  »(IHa)] : 


ifn 


7200  >  600 

8 


=  540000  cmkg. 


Aus      if  n 


folgt  das  erforderliche  Widerstandsmoment 
540000     cmkg 


W 


450  cm». 


1200      kg/qcm 

^Wie  die  Profiltabellen  zeigen,  würde  einlN".  P.  27  genügen,  da 
dieses  ein  Widerstandsmoment  von  TT  =491  cm*  hat.  Praktischer 
sind  aber  2  I  N.  P.  21  mit  PF  =  2  •  244  =  488  cm«,  da  diese  eine 
bessere  (breitere)  Unterstützung  der  Mauer  abgeben. 

§  61. 
IIL  Bela^tongsfall:  Belastung  durch  Krättepaare. 

Die     in     Fig.  99     dargestellte     Belastungsart     ist     augen- 
scheinlich  bereits   im   L  Belastungsfall  enthalten.     Wegen  seiner 
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Besonderheiten   wollen  *wir  aber   diesen  Spezialfall   getrennt  be- 
handeln. 

1.  Die  AuHagerdrüeke  Ä  und  B  sind  wegen  der  symmetrischen 
Belastung  einander  gleich,  und  zwar  ist  jeder  derselben  gleich, 
einer  Last  P.     Also  __      __ 

2.  Für  die  Kraftsummen  Q  ergeben  sich  folgende  Wertet 
Zwischen  A  und  der  ersten  (linken)  Last  P  ist 

(?  =  +^        ^ 
=  +P. 


/J|  'fSOO^. 


\  (CC)  \ 


fli^sao]^ 


t 


Fig.  99. 
Für  alle  Querschnitte  im  mittleren  Teile  des  Balkens  ist 

und  für  alle  Querschnitte  zwischen  der  rechten  Last  P  und  dem 
Auflager  B  ist 


Q 


+P-2P 
-P      - 


(oder  auch:  Q  «  —  B  =  —  P).    Trägt  man  diese  Werte  zeichnerisch 

auf^  so  ergibt  sich  die  in   Fig.  99  b   dargestellte  Querkraftfläche. 

Aus  ihr  folgt,   daß   die  Querschnitte   der  mittleren  Strecke  die 

Schubkraft  T  gleich  Null  haben.     Für  die  seitlichen  Teile  ist  die 

Schubkraft  „.  ^ 

T^±B. 

.       '  20* 
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3.  Hinsichtlich  der  Momentensiiiiuneii  M  ergeben  sich  ans  der 
Qnerkraftfläche  mehrere  wichtige  Folgernngen:  Im  linken  Felde 
ist  die  Kraftsumme  positiv.  Daraus  folgt  nach  §  57  ^  III  für  die 
Momentensummen,  daß  innerhalb  dieser  Strecke  die  Momente  zu- 
nehmen. Sie  wachsen  also  von  dem  Werte  Null,  den  sie  am  Auf- 
lager A  haben,  bis  zu  einem  gewissen  Werte  unter  der  Unken 
Last  P  an.  Im  mittleren  Felde  ist  die  Kraftsumme  gleich  Null 
(also  weder  positiv  noch  negativ).  Daraus  folgt  für  die  Momente, 
daß  diese  innerhalb  der  mittleren  Strecke  weder  zu-  noch  abnehmen. 
Das  Moment  behält  also  den  Wert,  den  es  unter  der  Last  P  hat, 
im  ganzen  mittlren  Felde  bei.  Im  rechten  Felde  ist  die  Quer- 
kraft negativ.  Daraus  folgt,  daß  in  diesem  Teüe  die  Momente 
von  links  nach  rechts  abnehmen.  Somit-  haben  wir  nur  aus  der 
Betrachtung  der  Querkräfte,  ohne  weitere  Berechnung,  ein  voll- 
ständiges Bild  über  das  Anwachsen  und  Abnehmen  der  Momente 
gewonnen.  Tragt  man  letztere  graphisch  auf,  so  ergibt  sich  die 
in  Fig.  99  c  dargestellte  Momentenfläche. 

Die  Größe  des  Momentes  für  einen  beliebigen  Querschnitt  des 
mittleren  Feldes  ergibt  sich  entweder  durch  gewöhnliche  Ausrech- 
nung nach  §  56  (Belastung  durch  Einzellasten)  oder  —  einfacher  — 
durch  folgende  Überlegung:  Seitlich  vom  Schnitte  wirken  zwei 
gleichgroße,  parallele  und  entgegengesetzte  Kräfte  ( A ,  P);  also 
ein  „JBTra/tepaar".  •  Wie  in  §  11,  n  bewiesen  wurde,  ist  in  diesem 
Falle  die  Summe  der  statischen  Momente  der  beiden  Kräfte  in 
bezyg  auf  einen  beliebigen  Punkt  gleich  dem  sogenannten  „Moment 
des  Kräftepaares'S  d.  h.  gleich  dem  Produkt  aus  einer  der  beiden 
Kräfte  mal  dem  Abstände  der  beiden  Kräfte  voneinander.  Folglich 
ist  auch  für  jeden  beliebigen  Querschnitt  im  mittleren  Felde  des 
Balkens  Fig.  99  a  die  Momentensumme 

(-j_^  -^eil  am  linken  Teile  die  Momentensumme  rechtsherum  zeigt). 
(Man  leite  dieses  Eesultat  auch  in  der  Weise  ab,  daß  man  die 
Abstände  des  untersuchten  Querschnittes  in  die  Figur  einzeichnet 
und  die  Momentensumme  durch  Aufstellung  der  einzelnen  stati- 
schen Momente  bestimmt!)  Hiermit  ist  M  bestimmt. 

*  Zusatz:  Wir  werden  bei  den  folgenden  Auf  gaben  noch  häufig  mit 
solchen  Fällen  zu  tun  haben,  bei  denen  sich  die  seitlich  von  einem 
Querschnitte  stehenden  Ejpäfte  auf  ein  Kräftepaar  zurückführen 
lassen.  Um  dann  die  Momentensummen  auf  die  bequemste  Weise  zu 
berechnen,  können  wir  also  immer  von  dem  Satze  Gebrauch  machen: 
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Ergeben  die  seiüich  von  einem  Querschnitte  befindlichen  Kräfte 
,ein  Kräftepaar y  so  ist  die  Momentensumme  dieses  Querschnittes  gleich 
dem  ,jMoment  des  Kräftepaar es^^y  d.  h.  gleich  dem  Produkt  aus  einer 
der  beiden  Kräfte  des  Kräftepaares  mal  dem  Abstände  der  beiden 
Kräfte  voneina/nder. 


Beispiel. 

Fig.  99a  stelle  eine' Welle  von  kreisförmigem  QuerschniUe  dar^ 
die  durch  die  beiden  Kräfte  P  »  1600  kg  belastet  ist.  Die  zulässige 
Biegun^fsbeanspruchung  sei  k  =^  750  kg j gem.  Der  erforderliche  Durch- 
messer der  Welle  ist  zu  berechnsnl 

Losung:  Das  Maximalmoment  ist 

Jf  =  1500.40 
=  €00(X)cmkg. 

4 

Also  ist  das  erforderliche  Widerstandsmoment 

60000 


W^  = 


750 
80  cm». 


Bezeichnen  wir  den  Durchmesser  der  Welle  mit  d ,  so  muß  also 
sein  (s.  Tabelle  B  in  §  55) 

Hieraus  folgt 

"        ^"32 

9,3  cm. 


Statt  die  Kubikwurzel  auszurechnen,  ist  es  meistens  bequemer, 
zunächst  einen  Durchmesser  d  anzunehmen  und  dann  nachzusehen, 
ob  bei  diesem  Durchmesser  die  Welle  das  erforderliche  Widerstands- 
moment hat.  Außerdem  findet  man  in  den  meisten  Tabellen  zu 
den  verschiedenen  Durchmessern  die  Widerstandsmomente  ange- 
geben. 

§62. 

lY.  Belastungstall:  Schichten(Strecken-)beIastungen. 

Unter  dieser  Bezeichnung  wollen  wir  eine  solche  Belastungs- 
art verstehen,  bei  der  mehrere  gleichmäßig  verteilte  Belastungen 
übereinander  sind  (z.  B.  Fig.  102).  Es  handelt  sich  also  um  eine 
Verallgemeinerung  des  II.  Belastungsfalles. 
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Als  EiDleitung  wollen  wir  eine  vollständig  ungleichmäßig  ver- 
teilte Belastung  betrachten.  Fig.  100  ist  eine  solche  Belastung, 
die  zwar  verteilt  ist,  aber  —  im  Gegensatz  zum  n.  Belastungs- 
fall —  an  den  einzelnen  Balkenstellen  verschieden  hoch  liegt. 
Es  mögen  aufgestellt  werden:  Querkraft  an  einer  Stelle  m,  Moment 
an  einer  Stelle  m  und  die  Stelle,  wo  das  größte  Moment  auftritt. 
Natürlich  geschieht  die  ga9ze  Untersuchung  nach  denselben  Grund- 
zügen wie  bei  den  anderen  Belafitungsfällen. 

Die  Querhrap,  für  den  Schnitt  m 
ist  (Fig.  100): 

Jj  worin  R  die  Belastung  ist,  die  auf 
die  Strecke  Am  entfällt.  Das  Mo- 
ment finden  wir: 

M^  =  +*ä  .  a?„,  -  E  -  p  . 

Hierin  ist  p  der  Abstand  der  Eesultierenden  R  bis  zu  dem  Schnitte  m . 
Ist  der  Schwerpunkt  8  der  zwischen  J.  undm  liegenden  Belastungs- 
fläche bekannt,  so  kann  man  U  sofort  einzeichnen,  da  die  Eesul- 
tierende  durch  den  Schwerpunkt  geht.  Ist  aber  der  Schwerpunkt 
nicht  oder  nur  schwer  zu  bestimmen,  so  ermittelt  man  direkt 
Größe  und  Lage  von  JS  mittels  der  in  §  9  gezeigten  Methoden. 
Die  verteilte  Belastung  wird  hierbei  durch  Einteilung  in  kleine 
Abschnitte  in  Einzellasten  zerlegt. 

Die  Stelle  des  Maximalmomentes  findet  man  aus  der  Bedingung, 
daß  an  diesem  Punkte  die  EJraftsumme  aus  dem  Positiven  ins  i^Te- 
gative  übergeht.  Da  die  Belastung  verteilt  ist,  findet  dieser  Über- 
gang nicht  sprungweise  (wie  bei  den  Einzellasten  Fig.  93  c),  sondern 
allmählich  statt  (Fig.  96b).  An  der  Steile  des  Maximalmomentes 
selbst  ist  wegen  dieses .  allmählichen  Überganges  die  Elraftsumme 
direkt  gleich  Kuli,  wie  auch  Fig.  96  b  zeigt.  Zur  Bestimmung  des 
Maximalmomentes  dient  also  bei  verteilter  Belastung  die  Bedingung: 

FaUi  das  Maximalmoment  innerhalb  einer  verteilten  Belastung j 
so  ist  seine  Stelle  dadurch  geJcennzeiehnetf  daß  hier  die  Kraftsumme 
gleich  Null  ist. 

Nach  dieser  Vorbereitung  gehen  wir  zur  eigentlichen  „8chicht«n- 
belastung'^  über.  Man  kann  letztere  nach  zwei  Methoden  be- 
handeln. 

1,  Elementare  Methode« 

Diese  werde  an  zwei  Beispielen  erläutert. 
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Erste  Aufgabe. 

Für  den  in  Fig.  102  gezeichneten  Balken  mit  zwei  verschiedenen 
Belastungen  ist  das  Maximalmoment  zu  bestimment 
Die  Belastungen  pro  Längeneinheit  sind 

ffi  «  250  kg/m  «  2,50  kg/cm, 
&=«  400  kg/iü  =  4,00  kg/cm. 

Also  betragen  die  entsprechenden  Gesamtbelastüngen 
öl  =  8,00.250  «2000  kg, 
Qä  =  5,20.400  =  2080  kg. 


S,^H? 


'S.SO 


I 


<y^.¥oo^ 


HC 


7t-2S0K^/„t 


i\ 


z,so 


21  ('  f ^^^y  ^ 


'^/z 


Vn^ 


I 


S,zonv ' 


Fig.  102. 


Z.Sarru »I 


jB('r676K^) 


Bei  Berechnung  der  Auflagerdrücke  ersetzen  wir  die  verteilte  Be- 
lastung ^2  durch  ihre,  im  Schwerpunkte  angreifende,  Eesultierende. 
Somit  ergeben  sich  die  Auflagcrkräfte 


iL  =  -1 2000  + 
i»  2404  kg, 

B  =  -^2000  + 
«1676  kg. 


2080.5,40 
8,00 

2080.2,60 
8,00 


Das  Maximalmoment  finden  wir  aus  der  Bedingung,  daß  bei  ver- 
teilter Belastung  an  dieser  Stelle  die  Eraftsumme  gleich  Null  ist. 
Bezeichnen  wir  den  Abstand  des  „gefährlichen  Querschnittes^'  m 
vom  Auflager  A  mit  m  (in  cm  gemessen),  so  muß  also  für  die 
Stelle  des.  Maximalmomentes  ^ein: 


Also 


2404  -  (2>50  +  4,00)  a?  -  0  . 
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Hieraus  ergibt  sich 

2404 


(2,50  +  4,00) 
=  369,9  cm. 

Somit  ist  die  Stelle  des  Maximalmomentes  gefunden.  Zum  Schlüsse 
berechnen  wir  Jfmax  selbst: 

X 

{q^x  ist  die  untere  verteilte  Last  zwischen  A  und  m;  -^  also  der 

Abstand  ihrer   Besultierenden  vom  Schnitte  m.     Entsprechend 
bei  gs) 

-M'maiE  «  +A  •  fl?  —  («1  +  fe)  -2 

=  +2404 .  369,9  -  (2,50  +  4,00)  ^^^^ 
»  444555  cmkg. 

Sfomit  ist   das  größte  Moment,   da«  an  dem  Balken  vorkommt, 
bestimmt. 

Zweite  Aufgabe, 

Für  den  in  Fig.  103  a  gezeichneten  Balken  ist  das  Maximal' 
moment  zu  bestimmen. 

Die  Belastungen  pro  laufenden  Meter  sind: 

«1«  300  kg/m, 

*     ff«  =  «8  =*  500  kg/m. 
Hieraus  ergeben  sich  die  Gesamtbelastungen 

Qj«  6,00-300  =  1800  kg, 

Q,  =  2,00 -500  =1000  kg, 

08  =  1,60-500=    800  kg. 
Die  Strecken  1,20  m,  2,00  m,  0,90  m  usw.  in  Fig.  103  a  nennen  wir 
die  jjBelastungsstrecJcen^^. 

Um  die  Auilagerdrücke  zu  berechnen,  ersetzen  wir  diese  ver- 
teilten Belastungen  durch  ihre  Besultierenden.  Von  der  über 
die  ganze  Balkenlänge  verteilten  Belastung  Q^  erhält  jedes  Auf- 
lager die  Hälfte.     Also  wird 

1800  ,    800.1,10  +  1000-3,80 


A:= 


2      '  6,00 

=  900 +  780  =  1680  kg, 
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summe  Q  und  setzen  schließlich  Q  gleich  Null.  Hierdurch  er- 
halten wir  dann  eine  Gleichung  zur  Berechnung  des  Abstandes  x. 
Die  Kräfte  links  vom  Schnitte  sind:  der  Auflagerdruck  A, 
die  Belastung  g^  auf  der  Strecke  x  und  die  Belastung  q^ 
auf  der  Strecke  a?  —  1,20 .  Die  Kraftsumme  für  den  Schnitt  m 
ist  also: 

Q^^+A^q,'X^  q^{x  -  1,20) . 
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Aus    chsr  Bedingung,    daß    diese    Eraftsumme    gleich    Null  sein 
muß, 

«m  =  0,  *       ^ 

entsteht  somit  die  Gleichung 

(I)  +A-gi-a:-g2(^~l>20)  =  0/ 

Trennen  wir  hierin  die  bekannten  und  die  unbekannten  Glieder, 
so'  ergibt  sich 

(la)  05  = ; , 

^    '        ^  Q1  +  Q2 

Jetzt  die  Zahlenwerte  eingesetzt,  wird 

1680  +  500-1,20 


a^ 


300  +  500 
2280 


800 
«=  2,85  m. 

Hiermit  ist  die  Lage  des  Maximalmomentes  gefunden. 

b)  Berechnung  des  Haximalmomentes« 

Die  eigentliche  Berechnung  des  Maximalmomentes  geschieht 
nun  in  gewohnter  Weise,  indem  wir  jede  Kraft  seitlich  vom  Schnitte 
mit  ihrem  Abstände  von  m  multiplizieren.  Die  verteilten  Kräfte 
werden  hierbei  natürlich  durch  ihre  Eesultierenden  ersetzt.  [Die 
Eesultierende  der  Kraft  qix  liegt  in  der  Mitte  der  Länge  o?,  und 
die  Eesultierende  von  gg  {x  —  1,20)  liegt  in  der  Mitte  der  Strecke 
w  —  1,20.]     Somit  ergibt  sich 

-afmax  =  +^  •  a?  -  ö^i  a?  •  2"  -  fe  (a?  —  1,20) 2"^— 

»  +1680 . 2,85  -  300 .  ^  -  500  (2>85  -  1.20)» 

=  4788-1218-681 
=  2889  mkg. 

(Die  Abstände  sind  in  y,M6ter^^  und  die  Lasten  in  „Kilogramm'^ 
gemessen;  also  erscheinen  die  Momente  in  Meter-Kilogramm.) 

Wiederholung  der  1.  Methode. 
In   den  vorhin   behandelten  Beispielen   haben  wir,   um  das 
Maximalmoment  zu  finden,  folgenden  Weg  beschritten:  Wir  unter- 
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suchen  zunächst  überschläglich,  innerhalb  welcher  BelastuDgs- 
strecke  die  Stelle  des  MaxilQalmoments  sein  wird  (Stelle  „m'^). 
Dann  bezeichnen  wir  den  Abstand  dieser  Stelle  mit  x  und  stellen 
nun  für  diese  Stelle  die  Querkraft  Qm  auf.  Diese  Qüerkraft  Q„^ 
muß  aber  gleich  Null  sein;  denn  die  Stelle  des  Maximal- 
momentes bei  verteilter  Belastung  ist  ja  gerade  dadurch  gekenn- 
zeichnet, daß  für  diesen  Punkt  die  Qaerkraft  den  besonderen 
Wert  „Null**  hat.  Wir  setzen  also  den  vorhin  für  Q^  auf- 
gestellten Ausdruck  gleich  Null  und  erhalten  hierdurch  eine 
mathematische  Gleichung,  aus  der  sich  der  Abstand  x  berechnen 
läßt.  Hiermit  ist  o? ,  d.  h.  die  Stelle  des  Maximalmomentes, 
gefunden. 

Die  eigentliche  Ausrechnung  des  Maximalmomentes  erfolgt 
dann  wie  bei  jedem  anderen  Moment« 

Zusatz:  Die  soeben  gezeigte  Methode  ist  die  elementarste, 
wie  sie  sich  äbs  den  bisherigen  Untersuchungen  eigentlich  als 
selbsverständlich  ergibt.  Sie  hat  aber  den  Nachteil,  daß  man 
zunächst  die  Unbekannte  x  ausrechnen  muß  und  dann  erst  zu 
dem  eigentlich  gesuchten  Werte  ifmax  gelangt.  Hierdurch  ent- 
steht unerwünschte  Eechenarbeit. 


2,  Methode:  Durch  Znrücktührang  ant  Krättepaare. 

.  Eine  bedeutende  Ersparnis  an  Bechenarbeit  bei  der  Ermitt- 
lung von  Jfmaz  läßt  sich  jedoch  auf  folgende  Weise  erzielen.  Aus 
der  vorhin  aufgestellten  Gleichung  (I)  ergibt  sich  zunächst: 

(Ib)  ^  =  ffia:  + 92(05-1,20). 

D,  h.:  Für  die  Stelle  „m"  ist  der  Auflagerdruck  A  {bzw.  B) 
gleich  der  Summe  aUer  seitlich  von  dieser  Stelle  befindlichen  Lasten. 
(Dieser  Satz  ist  ja  nichts  anderes  als  die  ursprüngliche  Bedingung 
Qtn^O  in  anderer  Form,  nämlich  links  den  Auflagerdruck  und 
rechts  die  Lasten,  geschrieben.)  —  !N^ach  dieser  Aussage  können 
wir  nun  in  Fig.  103  a  die  Auflagerkraft  A  für  die  Berechnung  so 
in  zwei  Teile  A'  und  A^^  spalten,  daß 

A'^qi'X    und    J.'' ^  g^C^  — li20) 

ist  (Fig.  103  b).  Hierdurch  wird  an  den  Kräften  nichts  geändert^ 
denn  für  den  gefährlichen  Querschnitt  ist  ja 

A  ='A'  +  A''  «  gi  -a?  +  q^ix  -  1,20). 
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rteil  dieser^  Zerlegung  ist  aber  der,  daß  jetzt  sämtliehe 
seitlich  vom  Schnitte  m  in  zwei  Kräftepaaren  dargestellt 
)enn  die  Anflagerkraft  Ä^  und  die  Elraft  q^x  bilden  ein 
aar,  und  ebenso  die  Kraft  J."  und  die  Last  g,(a?  — 1,20). 
mentensumme  für  den  Schnitt  m  ergibt  sich  also  gleich 
ime  der  Momente  dieser  beiden  Kräftepaare  (vgl.  Schluß 
1);  d.  h.,  es  ist 

Jfmax  ^qix^  +  q,{x  -  1,20)  (l,20  +  ^^=^) . 


I 

I 

I 


'2.00 


^<?.90  ' 


"^,Sp 


'  3,Sä  ' 


»    I 


7Ft   I 


stoö^jir 


\t-f,fol-4 


iiiiiiiiiriiiiiiiiiiiiiiiiiPiiiiiiiiiiiiiiii 


'X    — J 


»77^ 


(a) 


l «  6,aoi7v 


-i/if920^J 


iiiiiiiiliJliti 


ITTTTTTTT*^" 

iiiNiiinJIitiiliiS 

Ar   ! 


'ju) 


Kg.  103. 


(b) 


X 


istand  zwischen  den  Kräften  A'  und  ^lO?  ist  -h^,  und  der 


zwischen  A"  und  &(«  —  1>20)  ist  1,20 


a?  — 1,20 


.]   Um 


gen  Ausdruck  bequem  auszurechnen,  empfiehlt  es  sich, 
gleich  die  Zahlenwerte  einzusetzen,  sondern  ihn  noch  etwaa 
men: 


Mn 


?ia''-2 +3«(^"~^'20) 


X  + 1,20 


a?* 


l,202^ 


,    ^     .x^  1,20« 
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Setzen  wir  nun  den  für  den  Abstand  x  gefundenen  Wert  ein 
[Gleichung  (la)],  so  wird 

(H)  ^■^-      2(gi  +  g8) ««l'^O-^. 

Nach  dieser  Formel  arbeitet  es  sich  sehr  bequem,  da  man,  ohne 
erst  den  Abstand  x  ausrechnen  zu  müssen,  sofort  das  Maximal- 
moment hinschreiben  kann. 

Erstes  BeispleL 

Für  Fig.  103  würde  die  Ausrechnung  nach  dieser  Methode  er- 
geben: 

.,           (1680  +  6Q0)>  1,20 

^"^^ 2T8ÖÖ^ 600.-2" 

^5198400^,,,.     ,, 
1600  ' 

-=  3249  -  360  «  2889  mkg. 

Zweites  Beispiel. 

Der  in  Fig.  104  gezeichnete  Balken  trägt  die  drei  aufeinander- 
liegenden  verteilten  Belastungen  q^,  q^  und  q^.  Das  Maximalmonient 
üt  zu  bestimment 

Die  Belastungen  seien: 

31  =  400  kg/m;  Q^  =  7,00- 400  «2800  kg, 
fe  =  300  kg/m ;  Q^  =  4,80  •  300  =  1440  kg, 
gj  =  200  kg/m ;      Q^  =  2,30  •  200  =    460  kg. 

Hieraus  ergeben  sich  die  Auflagerdrücke 

Ä  =  —2800  +  (1440  .  3,70  +  460  •  3,65)  ■=^ 

=  2401  kg, 
B  =  (2800  +  1440  +  460)  -  2401 
-=  2299  kg. 

Durch  eine  überschlägliche  —  im  Kopfe  ausgeführte  —  Berech- 
nung erkennt  man,  daß  die  Kraftsumme  für  den  Schnitt  a  positiv 
und  für  den  Schnitt  ß  negativ  ist.  Der  gefährliche  Querschnitt 
liegt  also,  wie  auch  aus  der  Figur  zu  erwarten  ist,  innerhalb  der 
Belastung  Q3.     Das  Maximalmoment  Ifmax  bestimmen  wir  nun. 
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indem  wir  die  vorhin  aufgestellte  Gleichung  (II)  sinngemäß  auf 
Fig.  104  anwenden.    Dann  wird 


Mn 


(4  + ft.  0,90  +  ^3- 2,20)« 


2(^1+^2+^3) 

(2401  +  270  +  440)2 


ft  •  0,90 


0,90 


gs  •  2,20 


2,20 


2-900 
9678321 


270.0,45-440.1,10 


1800 
5376,8  -  605,5 
4771,3  mkg 
477130  cmkg. 


121,5  -  484,0 


Bf2za9Xff) 


/-  ZOOttl' 

Fig.  104. 


Wiederholung  der  2.  Methode. 

Diese  Methode  zur  Bestimmung  des  Maximalmomentes  be- 
steht darin,  daß  man  die  Belastung  seitlich  vom  gefährlichen 
Querschnitt  in  lauter  Kräftepaare  auflöst.  Der  Abstand  x  des 
gefährlichen  Querschnittes  wird  durch  die  Auflagerkraft  und  die 
Belastungen  ausgedrückt.  Hierdurch  entstehen  bequeme  Formeln 
zur  Berechnung  von  ifmax. 

Im  folgenden  Paragraphen  ist  noch  ein  weiteres  Beispiel  behandelt 
und  auch  die  allgemeine  Regel  fCLr  den  Aufbau  der  Formel  yon  ifmax  ge< 
geben  (S.  322).    Formeln  für  verschiedene  Fälle  s.  §  64  b. 

§  62a. 
Y.  Belastangstall:  Kombinierte  Schichten-  und  Einzellasten. 
Eine  Verallgemeinerung    der  soeben   durchgenommenen  Be 
lastungsart  bildet  die  folgende  Aufgabe: 
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Für  den  in  Fig.  105a  gezeichneten  allgemeinen  Fall  eines  Balkens 
mit  verteilter  Belastung  und  EinzeUa^ten  ist  das  MaximalTnoment  zu 
bestimmen! 

Dieser  Fall  möge  als  Beispiel  dienen,  wie  man  derartige  Auf- 
gaben mit  zusammengesetzter  Belastung  zn  untersuchen  hat.  Die 
Lasten  seien  P^. . .  P^.  Hiervon  sind  P^ ,  P, ,  Pg  und  Pj  ver- 
teilte Belastungen^  Von  letzteren  b^den  werden  die  auf  die 
Längeneinheit  entfallenden  Beträge  entsprechend  p,  ^^^  Pi  S^' 
nannt.    Die  Durchrechnung  gestaltet  sich  folgendermaßen: 

L  Berechnung  der  Auflagerkräfte. 

Es  ist  (Fig.  105  a) 

^-^  +  (P/.«,  +  P,.«3+P,.e,  +  P5.e5  +  Pe.cJy, 

B'^{P,  +  P^  +  P^+  P^  +  Pj  +  Pe)  -  ^  . 

Diese  Auflagerkräfte  werden  zunächst  berechnet  und  sind  also  für 
die  folgende  Untersuchung  als  bekannte  Größen  zu  betrachten. 

II.  Die  Lage  des  gefährlichen  Querschnittes. 

In  Fig.  105  a  kann  der  gefährliche  Querschnitt  entweder  unter- 
halb einer  Einzellast  oder  innerhalb  einer  verteilten  Belastung 
liegen.  Beide  Möglichkeiten  müssen  untersucht  werden.  Augen- 
scheinlich kommt  in  Fig.  105  a  hauptsächlich  der  mittlere  Balken- 
teil für  das  Mazimalmoment  ii^  Frage.  Wir  beginnen  also  mit 
der  Stelle  a  (unmittelbar  linhs  von  der  Einzellast  PJ  und  stellen 
hierfür  die  Kraftsumme  auf: 

(I)  Q«  -  -4  -  pi-  &  -  p, . c  -  P, . 

Dieser  Wert  möge  sich  bei  der  Ausrechnung  als  positiv  ergeben. 
Das  bedeutet  dann  nach  §  57,  U,  daß  der  gefährliche  Querschnitt 
weiter  nach  rechts  liegt. 

Wir  untersuchen  deshalb  die  Stelle  ß  (unmittelbar  rechts  von 
der  Einzeilast  PJ  und  erhalten  hierfür  die  Kraftsumme 

Qß-^Qa-  P4  . 

Ergibt  sich  dieser  Wert  bereits  als  negativ,  so  ist  dadurch  ange- 
zeigt, daß  der  gefährliche  Querschnitt  unter  der  Last  P4  lic-^t. 
Dann  ist  also  die  Stelle  des  Maximalmomentes  gefunden.  »Ergibt 
sich  aber  für  Qß  ein  positiver  Wert,  so  müssen  wir  noch  weiter 
suchen.    Wir  fassen  dann  die  Stelle  y  ins  Auge  und  finden: 
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noch  po£lftiv  oder  scbon  negativ  ist,  so  braucht  man  die  Ans- 
rechnnng  natürlich  nicht  genan  durchzuführen^  sondern  es  genügt 
dne  schnelle  Überschlagsrechnung. 

nL  Berechnung  des  Maximalmomentes. 

Bei  der  Berechnung  des  Maximalmomentes  müssen  nun  die 
beiden  Fälle  auseinandergehalten  werden: 

1)  Der  gefährliche  Querschnitt  liegt  innerhalb  einer  verteilten 
Belastung; 

2)  der  gefährliche  Querschnitt  liegt  unterhalb  einer  Einzellast. 


1.  Der  gefährliche  Querschnitt  liegt  in  einer  verteilten  Belastung. 

Der  Eechnungsgang  ist  dann  genau  derselbe  wie  in  §  62 
(Schichtenbelastung):  Zunächst  wird  die  genaue  Lage  des  gefähr- 
lichen Querschnittes  bestimmt  aus  der  Bedingung,  daß  für  diese  Stelle 
die  Querkraft  Q  gleich  Null  ist;  bzw.,  daß  für  diese  Stelle  die  nach 
oben  zeigende  Kraft  A  gleich  der  Summe  der  nach  unten  zeigenden 
Lasten  ist  (^«  =  0).^  Hierdurch  ergibt  sich  eine  Formel  für  den 
Abstand  x .  Dann  wird  die  eigentli  che  Berechnung  von  Jf  max  vor- 
genommen. Und  zwar  in  elementarer  Weise,  oder  —  besser  — 
durch  Einteilung  der  Kräfte  in  lauter  Kräftepaare. 

Für  Fig.  105b  würde  sich  hiernach  ergeben:  Für  die  Stelle m  ist 

d.  h. 

A  ==  PiX  +  P2{x  —  a)  +  P^  +  P^. 
f 
Hieraus  folgt  zunächst  für  x  der  Ausdruck: 

A+p,a-^P,-^P^ 

X  =  ; • 

Das  Maximalmoment  Mm&x  ergibt  sich  nun  am  einfachsten,  indem 
wir  den  Auflagerdruck  Ä  in  die  Teilkräfte  p^x  usw.  zerlegt  denken 
und  hierauf  die  Momente  der  so  entstandenen  Kräftepaare  addieren. 
Dann  wird  (Fig.  105  b) 

(HI)     -Jfmax  =  Pia?-|-  +  p«(a?  -  a)  {a  +  ^^j  +  P^d  +  P^h  • 

Fischer.  Staük.  21 
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Jtf mal  =•  Pi « •  l"  +  Pj  (a;  -  a)  ("l  + 1")  +  Ps  •  <*  +  -P*  •  & 

-Pia'-2+P2(2--2J+^»"*  +  ^*** 

=  (Pi  +  P2)f-p«Y  +  ^»*^+^***-         • 
setzen  wir  dea  oben  für  w  gefundenen  Wert  ein  und  erhalten 

"^ 2(p.  +  p,) p,a.-2+P,.d  +  P4-6. 

lit  ist  das  Maximalmoment  bestimmt.  Der  Ausdruck  ist  für 
Taktische  Bechnen  sehr  bequem,  weil  man  nur  mit  den  ge- 
en  Abständen  a ,  6 ,  d  zu  arbeiten  braucht. 
'usatz:  Es  wird  dem  Leser  ein  leichtes  sein,  die  Formel  für 
beliebige  andere  Belastung  anzuwenden.  Im  N^enner  des 
es  stehen  stets  die  Belastungen  pro  Längeneinheit,  durch 
Br  Schnitt  geht.  Im  Zähler  steht  zunächst  der  Auflager- 
Ä.  .Hierzu  werden  —  kurz  ausgedrückt  —  addiert  die 
jungen  der  Lücken  und  subtrahiert  die  bereits  vor  dem 
:te  aufhörenden  Belastungen.  Dann  folgen  die  Momente  der 
in  (mit  negativen  Vorzeichen)  und  die  Momente  der  bereits 
em  Schnitte  beendeten  Lasten. 

Heses    ist    also    die    allgemeine   Begel,    nach   der  man   bei 
itenbelastungen    das    Maximalmoment    direkt    hinschreiben 


.  Der  gefährliche  Qtterschnitt  liegt  unterhalb  einer  Einzellast. 
>ann  ist  die  Ermittlung  des  Maximalmomentes  insofern  ein- 
V  als  der  Abstand  des  gefährlichen  Querschnittes  nicht  erst 
inet  zu  werden  braucht.  Man  kann  somit  Jfmax  direkt 
der  ursprünglichen  Formel  hinschreiben  (Fig.  105  c): 

ifmax  =  J.  •  &  —    Pi  &  -g  —  P2  öy  —  J^8  •  fl^- 

*  ist  es  jedoch,  auch  hier  das  Moment  Jf  max  durch  die  Momente 
[räftepaaren  darzustellen.     Allerdings  ist  jetzt  der  Auflager- 

A  nicht  gleich  der  Summe  sämtlicher  Lasten  seitlich  vom 
te  (denn  die  Kraftsumme  für  den  Schnitt  m  in  Fig.  105c 

nicht  gleich  Null),  sondern  der  Auflagerdruck  überwiegt  die 
anten  zeigenden  Kräfte  um  den  Betrag 
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anch  für  jede  andere  Stelle  des  Balkens  benutzen,  um  die  zu- 
gehörige Momentensumme  zu  berechnen:  Von  dem  Auflagerdruck  Ä 
(bzw.  B)  teilt  man  zunächst  die  Haftsumme  Q  des  betreffenden 
Schnittes  ab  und  multipliziert  sie  mit  dem  Abstände  des  Schnittes 
vom  Auflager.  Die  übrigen  Kräfte  lassen  sich  dann  zu  Kräfte- 
paaren zusammenfassen.  Deren  Momente,  zusammen  mit  dem 
Moment  der  Kxaftsumme  Q ,  ergeben  die  gesuchte  Momentensumme 
des  betreffenden  Querschnittes.  Ist  die  Kraftsumme  des  betreffen- 
den Schnittes  gleich  N^ull  (Fig.  105  b),  so  kommt  man  auf  diese 
Weise  natürlich  zu  den  früheren  Formeln  (III)  bzw.  (III a).  Ist 
sie  negativ,  so  erhält  das  statische  Moment  von  Q  das  negative 
Vorzeichen. 

§63. 

VL  und  Vn.  Belastungsfall:  Dreiecks- nnd  Trapezlast. 

Die  sog,  Belastungshöhe. 

L  DreieckslasU 

Der  in  Fig.  106  gezeichnete  Balken  ist  durch  eine  dreieckförmig 
verteilte  Last  P  heiastet.     Das  Maximalmoment  ist  zu  bestimmen! 

Die  Kesultierende  dieser  dreieckförmig  verteilten  Belastung 
greift  im  Schwerpunkte  der  Dreieckfläche,  also  in  der  Entfer- 
nung i  l  vom  Punkte  ^ ,  an.     Somit  iwerden  ^e  Auflagerdrücke 

Der  Abstand  des  gefährlichen  Querschnittes  vom  Auflager  A  wird 
wieder  mit  x  bezeichnet.  Zu  seiner  Bestimmung  dient  die  Gleichung 

worin  P'  die  links  vom  gefährlichen  Querschnitte  befindliche  Last 
bedeutet.  Um  aber  in  diese  Gleichung  den  gesuchten  Abstand  » 
hineinzubringen,  müssen  wir  noch  P'  durch  x  und  den  gegebenen 
Wert  P  ausdrücken.     Dieses  geschieht  nach  dem  geometrischen 

21* 
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ZiiBütz:  Bei  dreieckförmiger  Belastang  liegt  der  gefährliche 
Querschnitt  nicht  etwa  unter  dem  Schwerpunkte  der  Belastung 
—  wie  oft  fälschlich  angenommen  wird  — ,  sondern  ziemlich  nahe 
der  Mitte  des  Balkens.  Die  dreieckförmig  verteilte  Belastung  ver- 
halt sich  in  dieser  Hinsicht  also  ähnlich  wie  die  gleichmäßig  ver- 
teilte Belastung.  Auch  die  Mazimalmomente  dieser  beiden  Be- 
lastungsarten sind  sehr  wenig  voneinander  verschieden.  Wir  haben 
nämlich 

für  gleichförmig  verteilte  Last :     Jlf max  =  i  P  i  =*  0,125  P  i  , 
„     dreieckförmig     „  „    :     Jf^ax « 0,128 P? . 

Aus  diesem  Grunde  rechnet  man  in  der  Praxis  häufig  das  Maximal - 
moment  auch  für  dreieckförmige  Belastung  einfach  so,  als  ob  die 
Belastung  gleichförmig  verteilt  wäre,  also  nach  der  Formel 
-Sf  maz  "="  i  P  ^  •  ^^-n  beachte  aber,  daß  dies^  Ähnlichkeit  mit  der 
gleichmäßig  verteilten  Belastung  nur  für  das  Maximalmoment, 
aber  nicht  für  die  Auflagerdrücke  gilt! 


■.•l'i\\ 


i  '*' 


«N-^ 


K^ 


Beispiel. 

Auf  dem  Balken  Fig.  106  ruht  eine  dreieeJcförmige  Mauer  auf. 
Das  Profil  des  Trägers  ist  zu  bestimmen  I     (Zulässige  Biegungs- 
spannung *=  1200  kg/ qcm.)  * 
Die  Abmessungen  der  Mauer  seien: 

Grundlinie '.,.?=.  7,20  m ; 

Stärke d  =  0,25m: 

Höhe  (über  dem  Auflager  P)  ä  =  6,00  m. 
Das  Gewicht  von  1  ebm  Mauerwerk   (das   ,y8pezifi^che  Oewicht^^) 

'^''''^  s^lßOOig. 

Es  ergibt  sich  der  Eeihe  nach:  ^ 

Gesamtlast    P  =  ~  Z  Ä  d« 

«~7,20. 6,00-0,25. 1600 

=  8640  kg; 
Maximahnoment    Jfmax  =  0,128  •  8640  •  720 

»=  796  300  cmkg, 
796300 


W, 


erf.  ' 


1200 

Gewählt  Grey  22  B  mit  Tf  =  671  cm«. 


«664  cm». 
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Insgesamt  gehört  also  za  dem  Balkenstück  u  eine  Auflast 

=  u  •  p'+  u  •  p'% 

.  worin  p'  znr  Abkürzmig  von  ft^  •  d|  • »  tind  p''  znr  Abkürzung  von 
A*ds*»  gesetzt  ist. 

Ans  den  obigen  Formeln  ergibt  sich  nun  eine  anschauliche 
Darstellung  der  zu  der  Strecke  u  gehörigen  Auflast.  Tragen  wir 
nämlich  die  Werte  p'  und  p'*  rechtwinklig  zu  «  als  ^yBelastunga- 
höhen"  auf  (Fig.  107  b)  und  nennen  die  in  Fig.  107  b  über  u  liegende 
schraffierte  Fläche  die  jjBelastungsfläohe"  des  Elementes  u^  so  ist 
der  Inhalt  dieser  Belastungsfläche: 

Der  Inhatt  f  der  Belaattmgsfiäche  gibt  ai$o  die  zu  der  Sirecke  u  ge- 
hörige Auflagt  a/n. 

Man  erkennt  aus  dieser  Darstellung  ^  wie  sehr  der  Streifen 
U'h^  in  Fig.  107  a  den  BaLkenteil  u  mehr  belastet  als  der  Streifen 
U'hf  trotzdem  die  Höhen  h  und  h^  der  Streifen  gleich  groß  ge- 
nommen wurden.  Dieses  rührt  natürlich  von  der  verschiedeneii 
Stärke  der  Mauer  her.  Aus  der  bloßen  Ansichtszeichnung  der 
Mauer  (Fig.  107  a)  kann  man  aber  den  Unterschied  in  den  Be- 
lastungen nicht  folgern.  Hierzu  bedarf  es  vielmehr  der  Aufistellung 
der  Belastungshöhen  p'  und  p". 

In  derselben  Weise  kann  man  nun  für  jede  andere  Stelle  des 
Balkens  durch  Bestimmung  der  Belastungshöhen  ein  richtiges  Bild 
von  der  betreffenden  Auflast  gewinnen.  Zweckmäßigerweise  wird 
man  hierbei  zunächst  die  Stellen  herausgreifen,  in  denen  eine  Be- 
lastung aufhört  oder  eine  neue  Belastung  hinzukommt  (Stellen  Ui^ 
«,,  Uz  und  W4  in  Fig.  107  a). 

För  die  Stelle  u^  ergibt  sich  folgende  Belastungshöhe:  Infolge 
der  unteren,  rechteckigen  Mauer  ist  die  Auflast 

Pl^U,'h,d,8 

«Wi- 1,30-0,61 -1600 
—  Ui  •  1061 . 

Bei  Berechnung  des  von  der  oberen  Mauer  herrührenden  Last- 
anteils wollen  wir  annehmen,  daß  die  Länge  u^  unendlich  klein 
BeL  Dann  ist  nämlich  der  über  u^  liegende  Mauerstreif  en  unendlich 
schmal,  so  daß  wir  als  seine  Höhe  einfach  die  Höhe  hf  einführen 
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Wenn  wir  nun  diese  Höhen  pf  und  pf'  über  dem  (unendlich 
kurzen)  Balkenelement  Ui  auftragen  (Fig.  107  b),  bekommen  wir 
ein  richtiges  Bild,. in  welcher  Weise  die  verschiedenen  Aufmaue- 
rungen den  Balken  an  dieser  Stelle  feielasten.  Der  Inhalt  fi  der 
über  Ui  befindlichen  ^^B^^^tungsfläche''  stellt  wiederum  graphisch 
die  zu  i«i  gehörige  Auflast  dar;  denn  es  ist 

In  entsprechender  Weise  bringen  wir  die  auf  dem  Balken- 
element «s  (Fig.  107  a)  ruhende  Auflast  zur  Anschauung.  Die 
Länge  von  u,  nehmen  wir  unendlich  klein;  d.  h.  wir  bestimmen 
die  Belastungshöhen  gerade  über  dem  Auflager  A.  Infolge  der 
unteren  9  rechteckigen  Mauer  ist  die  Belastungshöhe  die  gleiche 
wip  für  das  Element  Ui ;  denn  die  untere  Mauer  ändert  sich  weder 
in  Stärke  noch  Höhe.     Es  ist  also 

pi  =  pl  «  1061  kg/m. 

Infolge  der  dreieckförmigen  Mauer  ist  die  Belastungshöhe  gleich 
Kuli,  da  diese  Mauer  über  u^  die  Höhe  Null  hat.  Die  gesamte 
Belastungshöhe  für  lig  ist  also: 

P2  =  1061  kg/m. 

Zum  Schlüsse  bestimmen  wir  die  ^Belastungshöhen  für  die  Balken- 
elemente %  und  1I4  (also  immer  am  Anfange  und  am  Ende  einer 
Belastung).    Für  %  ist  die  Auflast 

=»  i«3  •  1^30  •  (J,51  - 1600  +  «3 . 1,70  •  0,38  •  1600 
=  «8  .  1061  +  «»  •  1034 . 

Die  Belastungshöhen  an  der  Stelle  it^  sind  also  infolge  der  unteren 
bzw.  oberen  Mauer: 

pi  =  1061  kg/m    bzw.    pf  =  1034  kg/m. 

Für  1^4,  d.  h.  für  die  ^ber  Punkt  JB  befindliche  Stelle  des  Balkens, 
ergeben  sich  die  entsprechenden  Belastungshöhen  (man  rechne  sie 
selber,  aus!): 

pi  «  1061  kg/m    bzw.    p^  «=  790  kg/m. 

Somit  haben  wir  für  die  Knickpunkte  der  Last  die  Belastungs- 
höhen aufgestellt.  Da  sich  zwischen  diesen  Punkten  die  Belastung 
gleichmäßig  ändert,  ergeben  sich  die  Belastungshöhen  für  die 
anderen  Stellen  des  Balkens,  indem  wir  die  Endpunkte  der  zu- 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


—    331    — 

kannty  da  es  von  der  Lage  des  gefahrlichen  QaerschnitteB  abhftogt^ 
während  v  bekannt  ist,  da  nach  Fig.  108 


also 


•=1-^^ 


ist.     Fach  Einfdhning  dieser  Hilfislängen  ergibt  sich  för  P'  der 
Aosdruck: 

P'=  Dreieck  Cmm  —  Dreieck  CaA 

1  1 

1      p,w       1 
"=2  "-5 2P^'- 

(Es  ist  p:p|-=»fo:v;     folglich    p«Pi— .) 

Somit  wird  die  znr  Bestimmung  des  gefährlichen  Querschnittes 
dienende  Gleichung: 

1      -  ,   1      -      1  Pl     ,      1 
Hieraus  folgt  der  unbekannte  Abstand  w : 


w 


d  Pl 


Fan  ist  aber 

mithin 

p,:pi-l:v, 

Pl 

Dcär  obige  Ausdruck  für  w  nimmt  also  die  einfache  Form  an: 


w«l/t?P  +  t?)  +  -^. 


Die  Beihenfolge  der  Bechnungen  bei  Aufsuchung  des  geifährUchen 
Querschnittes  ist  also  folgende:  Zunächst  bestimmen  wir  aus  der 
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Fun   ist  die  Strecke  -^  — -^  die* Entfernung  der  Mitte  des 

ersten  Feldes  bis  zu  der  Mitte  des  Trägers.  Die  Ejraftsumme  für 
den  Schnitt  1  ist  also  gleich  dem  Produkt  aus  der  Belastung  pro 
Längeneinheit  und  der  Entfernung  zwischen  Peldmitte  und  Träger- 
mitte. Dieser  Wert  für  die  Querkraft  ergibt  sich  auch  für  jeden 
anderen  Schnitt,  der  ini  ersten  Felde  gelegt  wird,  da  für  alle  diese 

Schnitte  Q.=  +A  —  g  •  ~  ist. 

Um   diesen   Ausdruck   graphisch   darzustellen,   zeichnen    wir 

(Fig.l08°c)A'(7'=JB'l>'=g.4->  ^^*®^  ^®  ^^^  ^^^  ^^^^  ^  ^9^ 
onter  und  finden  aus  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke: 


2 


\2       2/' 2' 
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1-A 
^  l     2 2 

^^  =  «2-— r~ 

2 


'(1-4)- 


Die  mit  Qi  bezeichnete  Strecke  stellt  also  die  Kraftstimme  für 
alle  Schnitte  dar,  die  im  Felde  1  gelegt  werden  können.  Ent- 
sprechend loten  wir  die  Mitten  der  anderen  Felder  hinunter,  be- 
stimmen hierdurch  die  Punkte  fc,  c,  d,  e  und  ziehen  die  in  Fig.  108®c 
gezeichnete  Treppenlinie.  Die  schraffierte  Fläche  ist  dann  die 
Querkraftfläche  für  die  vorliegende  Belastung.  In  der  Mitte  eines 
jeden  Feldes  stimmt  die  Querkraft  für  direkte  Belastung  überein 
mit  der  für  indirekte  Belastung. 

In  Fig.  108°  wurden  der  Einfachheit  wegen  gleidhgroße  Felder 
angenommen.  Man  erkennt  aber,  daß  die  entsprechende  Ablcntung 
sich  auch  für  ungleiche  Entfernungen  der  Querträger  voneinander 
aufstellen  läßt.     Allgemein  gilt  also  der  Satz: 

Bei  einer  indirekt  wirlcenden,  gleichmäßig  verteilten  Belastung 
ist  die  Kraftsumme  eines  Feldes  gleich^  der  Belastung  pro  Längen- 
einheit mal  dem  Abstände  von  Feldmitte  bis  Trägermitte. 


IL  Die  Momentensümmen  bei  beliebiger  indirekter  Belastung  für  die 
Querschnitte  in  den  Belastungspunkten. 

In  Fig.  109  °a  haben  wir  eine  beliebige  Gruppe  von  indirekt 
wirkenden  Lasten.     Die  Momente  an  den  Stellen  Ij  2\  3  und  4j 
d.  h.  unter  den  Belastungs- 
punkten,   sollen    bestimmt 
werden!  JJ 

Der  Auflagerdruck  d^es 
ersten  Längsträgers,  L ,  heiße      i^ 
auf  der  linken  Seite  Pi  und     ^ 
auf    der  rechten  P(';    ent-     jj 
sprechend      beim      zweiten 
Längsträger   links    Pi    und 
rechts  P^  iisw.    Diese  Auf- 
lagerdrücke der  Längsträgep  _.    ^ 
auf  die  Querträger  gehen  nun 

als  direkt  wirkende  Lasten  auf  den  Hauptträger,  so  daß  dieser  nach 
dem  in  Fig.  109°b  dargestellten  Schema  belastet  ist.  (Die  in  Wirklich- 
keit zusammenfallenden  Kräfte  Pi'  und  P2,  und  Pi'  Tind  P3  sind 
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die  Momentenfläche  A^ahcäB^  Nun  ist  das  Moment  an  einem 
Belastungspnnkte  bei  direkter  Belastung  gleich  dem  bei  indirekter 
Belastung.  Loten  wir  also  die  Punkte  1,2,3^4  hinunter,  so 
stellen  die  Strecken  Ifj,  M^j  M^y  M^  auch  die  an  diesen  Punkten 
bei  ii^direJcter  Belastung  entstehenden  Momente  dar.  TJm  für  die 
dazwischenliegenden  Punkte  die  Momente  zu  finden,  beachten  wir, 
daß  der  Träger  in  Wirklichkeit  nach  dem  Schema  Fig.  109° b  be- 
lastet ist.  Die  Momentenfläche  muß  also  ein  Vieleck  sein,  dessen 
Seiten  von  Einzellast  zu  Einzellast  gerade  durchgehen.  Im  vor- 
liegenden Falle  haben  wir  die  Eckpunkte  i',  2%  3\  i'  dieses 
Polygons  soeben  bestimmt.  Wir  finden  demnach  die  gesamte 
Momentenfläche,  indem  wir  ^e  Punkte  A\  1\  2%  3%  4\  B'  durch 
gerade  Linien  verbinden  (Fig.  109  °c).  Aus  der  obigen  Ableitung 
der  Momente  folgt  der  wichtige  Satz: 

Bei  indirekter  Belastung  tritt  das  Maximalmoment  stets  in  einem 
Belastangspankte  aoL 

§64a. 
Beispiel  tfir  indirekte  Belastung. 

Der  in  Fig,  108^  gezeichnete  Träger  sei  ein  XN.P.32  mit  einer 
Spannweite  I »  5  •  1,20  =»  6,00  m.  Die  auf  den  Längsträgem  ruhende 
gleichmäßig  verteilte  Belastung  betrage  q  «  1600  hg/m»  Die  Bean- 
spruchungen des  Trägers  sind  zu  herechnent 

L  Die  Schubspannungen« 

Die  Punkte,  in  denen  die  Querträger  aufruhen  (Belastungs- 
punkte), wollen  wir  jetzt  mit  0,  1,  2,  J,  4  und  5  bezeichnen. 
Die  Feldweiten  sind  je  l  «=  1,20  m.  l^ach  dem  in  §  64,  I  ab- 
geleiteten Satze  ist  bei  gleichmäßiger  indirekte  Belastung  die 
Eraftsumme  eines  Feldes  gleich  dem  Produkte  aus  der  Belastung 
pro  Längeneinheit  mal  der  Entfernung  von  Feldmitte  bis  Träger- 
mitte. Da  im  vorliegenden  Falle  die  Feldweiten  X  einander  gleich 
sind,  lassen  sich  die  Entfernungen  der  Feldmitten  bis  zur  Träger- 
mitte als  Vielfache  der  Feldweite  A  ausdrücken.  Für  das  erste 
Feld  z.  B.  ist  diese  Entfernung  gleich  2  A ;  für  das  zweite  Feld  ist 
sie  gleich  1  k  usw.  Somit  werden  die  JK^raf tsummen  Qo-i»  Qi-t  iisw. 
der  Felder  0 — 1 ,  1 — 2  usw. : 

öi-«  =  g-lA  =  gA*l  ;    usw. 

Fisclier,  Stetik.  .  22 
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Bei  indirekter  Belastung  bestimmen  wir  die  Momentensummen 
zunächst  für  die  Querschnitte  in  den  Belastungspunkten.  Dann 
können  wir  so  rechnen,  als  ob  die  betreffende  Belastung  direkt 
auf  dem  Balken  stände.  In  unserem  Falle  —  gleichmäßig  ver 
teilte  Belastung  —  haben  wir  also  zur  Berechnung  der  Momente 
die  Formel 
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zur  Verfügung  (§  59).  Drücken  wir  hierfti  noch  die  Entfernungen  x 
und  l  —  X  des  Querschnittes  von  den  Aufiagerpunkten  A  und  B 
durch  die  Feldweite  X  aus,  so  ergeben  sich  für  die  einzelnen  Be- 
lastungspunkte folgende  Momente: 

(Ferner  ist  Jlf j  =  jlf j ,  M^  =  M^.) 

In  Zahlen  also  (mit  g  =  1600  kg/m  =  16,00  kg/cm ;  A  =  120  cm) : 
-.       16,00-120»   ,     . 

=  115200 .1.4  =  460800  cmkg, 
Ifj  =  115200  •  2 .  3  =  691200cmkg. 
Das  Widerstandsmoment  eines  X^.-P*  3$  ist  (nach  den  Profil- 
tabellen) W  =  181  cm». 

Somit  ergeben  sich  an  den  Querschnitten  1  und  2  die  Normal- 
spannungen: 460800      ^„.,    , 

Ol ;^gj—  =  690  kg/qcm, 

691200      _„_,    , 

Um  die  l^ormalspannungen  fär  duen  Querschnitt  zu  bestimmen, 
der  beispielsweise  in  der  Mitte  zwischen  den  Belastungspunkten  1 
und  2  liegt,  berechnen  wir  zunächst  das  Moment  an  dieser  Stelle 

^  1 

=  460800  +  230400. -g 

=  576  000  cmkg. 
Dann  ergibt  sich  die  größte  Normalspannung  dieses  Querschnittes 

576000 

-  738  kg/qcm. 

§64b. 
Zusammenfassung  zum  10.  Yortrag. 

Jn  diesem  Vortrage  ist  die  Aufgabe  behandelt:  Gegeben  ist  ein  TrSger 
zwischen  zwei  Stützen  und  die  zugehörige  (feststehende)  Belastung.  Für 
ii'gendeinen  Querschnitt  sollen  die  Kraftsumme  Q  und  die  Momenten- 
sunmie  M  bestimmt  werden  I 

Bas  Grundprinzip  zur  Lösung  dieser  Aufgabe  lautet:  Man  denke,  sich 
den  Balken  an  der  betreffenden  Stelle  getrennt  (Fig.  92  b,  c)  und  betrachte 

22* 
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Qt weder  den  linken  oder  den  rechten  Balkenteil.   Dann  ist  einfach 

die  Querkraft  Q  die  Summe  aller  KrÄfte,  \    .,  ,        ,    .      ,  \  ^ 

j      «  i.  jr  j»    o  j       X  j^    u       l  ^©  Ä^  dem  betrachteten 

das  Moment  M  die  Summe  der  statischen  f     rn  m  i.      j         •    ■■ 

■ET  X      11      Tr_»/.i.  I     Teile  vorhanden  sind. 

Momente  aller  Kräfte  / 

liesem  Grundprinzip  muß  sich  jedes  Q  und  M  berechnen  lassen.  Die 

s^ten  Fälle  wurden  nun  noch  besonders  behandelt  und  hierdurch 

e  Vereinfachungen  gefunden: 

I.  Einzellasten.   §56 — 58  a.   Zusammenfassung  s.  §  58  a. 

I.  Gleichmäßig  verteilte  Last.    §59 — 60.    Zu  merken:  Qm  =  ^'^mf 

I.  Xräftepaar.    §  61.    Biegungsmoment  infolge  eines  Kräftepaares  = 

Einzelkraft  X  Abstand  der  beiden  Kräi^  voneinander. 
7.  Schichtenbelastung  §  62.    (S.  auch  Fall  V.)    Bei  Berechnung  von 

MmMx  zweckmäßig  Darstellung  durch  Kräftepaare: 

für  Fig.  102:./^  =  ^^, 

104-  iJf      ^(A±ll^k±Jlll^^n  .090.^5i?0__  .220.?:^ 
„      „     104.  J/o»^-  2((?,H-g,H-^,)  ^.-0,90.     2         ^.-2,20.    ^    • 

„      „  105b:  If^ 2{p,  +  p,) Pt'a^-  +  P,.d-\-P,.b. 

V.  Schichtenbelastung^  mit  Einzellasten.  §  62a.  1.  Liegt  der  ge- 
fährliche Querschnitt  innerhalb  einer  verteilten  Belastung,  dann 
Berechnung  nach  Fall  IV.    (Beispiel:  Fig.  105b.) 

2.  Liegt  der  gefährliche  Querschnitt  unter  einer  Einzellast,  dann: 


Fig. 
105  c. 


b  c 

J/max==-4  .6  —  Pi6.  — -  p,  c.  — —  P,  .g,      oder 

Jf  nu«  =  0-64-Pi6-|-  +  p,c.Ä  +  P,.(i    (0  =  Querkr.  vor  PJ. 


I.  und  VII.  Dreiecks-  und  Trapezlast.    §  63.    i/n«  =  oo^Pi. 

I.  Indirekte  Belastung.  §64,  64a.  Zu  merken:  1.  Bei  Bestimmung 
der  Momente  (unter  den  Belastungspunkten)  nicht  erst  die  Quer- 
trägerdrücke einführen,  sondern  direkt  mit  der  gegebenen  Be- 
lastung rechnen.  2.  Bei  Bestimmung  der  Querkraft  bei  gleich- 
mäßig verteilter  Last  direkt  nach  der  Formel  0  =  gX  Abstand 
von  Feldmitte  bis  Trägermitte.  (Bei  ungleichmäßiger  Belastung 
müssen  aber  bei  Berechnung  von  Q  die  Querträgerdrücke  als  Ein- 
zellasten eingeführt  werden.) 


11.  Vortrag. 
^  und  Momentensummen  des  Trägers  zwischen  zwei 
Stützen  bei  beweglicher  Belastung. 

Vii  betrachten  wieder  einen  Träger  zwischen  zwei  Stütz- 
en, also  ohne  überkragende  Enden.  Die  Belastung  sei  jetzt 
licht  feststehend,  sondern  beweglich.  Bei  der  Untersuchung 
eanspruchung  irgendeines  Querschnittes  des  Trägers  infolge 
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einer  solchen  beweglichen  Belastnng  kommt  es  vor  allen  Bingen 
auf  die  Beantwortung  der  Frage  an:  Bei  welchen  Laststellungen 
ergeben  sich  für  diesen  Querschnitt  die  größte  Kraftsumme  Q  und 
die  größte  Momentensumme  Jlf  t  Denn  diese  Laststellungen  er- 
zeugen in  dem  betreffenden  Querschnitte  die  größteja  Schubspan- 
nungen T  und  die  größten  iN'ormalspannungen  a.  Man  nennt  sie 
deshalb  die  für  den  Querschnitt  „^6/aÄrKcfte»  Laststellungen^^. 

Um  nun  diese  ^^gefährlichen  Last^tellungen''  aufzusuchen  und 
die  hierzu  gehörigen  Kraftsummen  Q  und .  Momentensummen  M 
zu  bestimmen,  werden  wir  3  Methoden  ableiten:  1»  Einflußlinien, 
2.  analytische  Methode,  3.  Seüpolygon« 

§65. 
.  Erste  Methode:  EinflußUnien. 

Hierbei  sind  die  beiden  Fälle  zu  unterscheiden,  daß  die  Be- 
lastung direkt  oder  indirekt  auf  den  Träger  einwirkt. 

Erster  Fallt  Direkte  BjBlastnng, 

a)  Einflußlinie  für  die  Kraftsumme  Q. 
.Die  Aufgabe  laute:  Für  einen  beliebigen,  aber  feststehenden 
Querschnitt  m  (Fig.  109  a)  sollen  die  verschiedenen  Werte,  die  die 
Kraftsumme  Q«  dieses  Querschnittes  infolge  des  Wanderns  [der 
Last  P  =  1,0  t  annimmt,  gefunden  werden. 

Beginnen  wir  mit  Laststellung  I  in  Fig.  109  a.    Je  nachdem 
die  Summe  der  Kräfte  am  linken  oder  am  rechten  Teile  gebildet 
wird,  ergibt  sich  für  die  Kraftsumme  der  Ausdruck: 
^  iQm.i^+Äjj      oder 

worin  Aj  und  Bi  die  bei  der  Laststellung  I  entstehenden  Auflager- 
drücke sind.  Beide  Werte  von  Q  sind  einander  gleich,  wie  bereits 
früher  bewiesen.  (Im  vorliegenden. Falle  ist  -Aj  +  Bj  —  P,  also 
J.j=.  — Bj  +  P.)  Sobald  also  beispielsweise  der  Auflagerdruck  Aj 
für  diese  Laststellung  ausgerechnet  ist,  ergibt  sich  für  (?«,/  ein 
bestimmter,  und  zwar  positiver  Wert.  Somit  ist  für  die  Stellung  I 
von  Fig.  109  a  die  Kraftsumme  des  Schnittes  m  bestimmt. 

Nun  möge  die  Laßt  in  Stellung  II  (Fig.  109  a)  hinüberrücken. 
Dann  ist  die  Kraftsumme  für  den  Schnitt  m: 
_  I  Qm.n  =  +ÄII  -Pf    oder 
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bald  sie  gefunden  ist,  brauchen  wir  nur  die  betreffende  Laststellung 
hinunterzuloten  und  erhalten  durch  die  abzumessende  Ordinate  rj 
die  Ea^aftsumme  des  Schnittes  m.  (Wiederhole  die  entsprechende 
Darstellung  der  Einflußlinie  des  Auflagerdruckes,  §  22  u.  f. !) 

Bei  dieser  Arbeit,  Q«  für  alle  möglichen  Laststellungen  auf- 
zutragen, gehen  wir  natürlich  von  den  Gleichungen  (I)  und  (II) 
aus.  Die  erstere  laßt  sich  so  aussprechen:  Solange  sich  die  Last 
rechts  vom  Schnitte  befindet,  ist  die 

KraftÄumme  Q^  =  Auflagerdruck  A  • 

Daraus  folgt:  Sobald  der  Auflagerdruck  A  für  alle  Laststellungen 
dargestellt  ist,  ist  hierdurch  auch  die  Ejraftsumme  Q»  dargestellt 
{denn  beide  Werte  sind  ja  nach  der  obigen  Gleichung  gleich  groß). 
Nun  ergibt  sich  aber  der  Auflagerdruck  A  für  alle  Laststellungen 
durch  Auftragen  der  EinflußHnie  für  A  (A -Linie,  §  22).  Um  also 
die  Eraftsumme  Q^  für  die  verschiedenen  Laststellungen  aufzu- 
finden, werden  wir  ebenfalls  die  A -Linie  aufzeichnen. 

Wir  tragen  also  in  Fig.  109b  die  StreckTe  A'O'=l,0t  auf 
und  verbinden  0'  mit  B\  Steht  dann  an  der  Stelle  I  die  Last 
p  =  1,0  t,  so  ergibt  sich  durch  Hinunterloten  und  Abmessen  der 
Ordinate  tjiz 

und  mithin,  da  Qj^^Aj  ist,  auch: 

Durch  Aufzeichnen  der  J. -Linie  C'B'  sind  also  die  Eraftsummen  ^,,1 
für  die  verschiedenen  Laststellungen  in  Form  von  Ordinaten  rj 
dargestellt. 

Dieses  gilt  aber  nur,  solange  P  sich  rechts  von  dem  unter- 
suchten Schnitte  m  befindet.  Ist  P  links  davon,  so  ist  Q^  nicht 
mehr  einfach  gleich  dem  Auflagerdruck  A  [s.  Gleichungen  (II)]. 
Wohl  aber  gleich  dem  Auflagerdruck  B .  Um  also  für  alle  Last- 
stellungen links  von  m  ^e  Kraftsumme  Q^  zu  erhalten,  werden 
wir  die  Einflußlinie  für  B  zeichnen.  Wir  tragen  demnach  in 
Fig.  109  b  die  Strecke  von  1,0  t  wiederum  rechtwinklig  zu  der 
Horizontalen  -l'JB%  jetzt  aber  unter  dem  Auflager  B,auf  und 
verbinden  den  Endpunkt  2>'  mit  dem  Punkte  A\    Da  ferner 

also  negativ,  ist,  tragen  wir  die  J3 -Linie  auf  der  entgegengesetzten 
Seite  der  Ifullachse  A'B'  auf,  wie  vorhin  die  A -Linie  aufgetragen 
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wir  also: 

M^  =  6,0 . 0,81  mt  +  6,0  •  0,68  mt 

=  6,0(0,81  +  0,68)  .  ' 

«  8,94  mt. 

Hietmit  ist  die  größte  Momentensumme  des  Schnittes  1  bestimmt. 
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Fig.  111. 
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unterhalb  jedes  Schnittes  das  zugehörige  größte  Moment  von  einer 
Horizontalen  aus  als  Strecke  auf.  Auf  diese  Weise  bekommt  man 
die  j, Kurve  der  Maximalmomente^^.  Sie  hat  eine  überraschende 
Form  und  ist  von  der  größten  Wichtigkeit  für  unsere  folgenden 
Untersuchungen. 

h)  Bestimmung  der  KrafUummen. 

Die  Einflußlinien  für  die  Kraftsummen  der  Querschnitte  Oy 
1 ,  . . .,  5  des  vorhin  untersuchten  Balkens  sind  in  Fig.  112  dar- 
gestellt. 

Für  den  Querschnitt  0  ist  die  Querkraft  gleich  dem  Auflager- 
druck A ,  da  dieser  Querschnitt  unmittelbar  am  Auflager  liegt» 
Deshalb  ist  die  Einflußlinie  für  Qq  gleichbedeutend  mit  der  Ein- 
flußlinie für  A.  Letztere  Einflußlinie  ist  in  Fig.  112b  gezeichnet» 
Aus  ihr  folgt  die  daselbst  angegebene  gefährliche  LaststcUung  und 
dann  —  duroh  Ausrechnung  der  Produkte  Kraft  X  Ordinate  — 

der  Wert 

Q^  =  A  =  11,16  t. 

Um  die  Einflußlinie  für  die  Kraftsumme  des  Schnittes  1  zu 
zeichnen,  wurden  rechtwinklig  zur  Horizontalen  A'B^  in  den 
Punkten  A^  und  B^  je  die  Werte  1,0  t  aufgetragen,  die  Verbin- 
dungslinien A'D'  und  G'B^  gezogen  und  durch  Hinunterloten  des 
Schnittes  die  Trennungslinie  E'F'  eingezeichnet.  Hierdurch  ent- 
steht A'E'F'B'  als  Einflußlinie  für  die  Querkraft  des  Schnittes  1 . 
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in  Betracht  kommt.  (Kann  die  Katze  infolge  der  Konstruktion 
4ies  Trägers  diesen  nicht  verlassen  —  normaler  Krantr&ger  — ,  so 
kann   für   den  Schnitt  1  überhaupt  keine  negative  Kraftsumme 
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auch  die  Katze  auf  dem  Träger  stehen  möge,  eine  größere  positive 
Kraftsumme  als  +9,96  t  und  eine  größere  negative  als  —0,60  t 
können  bei  diesem  Träger  und  dieser  Belastung  für  den  Schnitt  1 
nicht  entstehen.  Die  Werte  +9,96  t  und  —0,60  t  geben  also  den 
Spielraum  an,  innerhalb  dessen  Q^  sich  bewegen  kann  (ähnlich, 
wie  man  bei  Temperaturen  die  größte  Anzahl  von  positiven  und 
negativen  Graden  angibt). 

In  entsprechender  Weise  sind  in  ^g.  112  d — g  die  Kraft- 
summen für  die  Schnitte  2 ,  . . . ,  5  ermittelt.  Da  überall  die 
Werte  A'C'=  1,0  t  und  B'B''^  1,0  t  aufgetragen  werden,  unter- 
scheiden sich  die  einzelnen  Einflußlinien  nur  durch  die  Lage  der 
Linie  E'F\  die  den  positiven  von  dem  negativen  Teile  trennt. 
Dann  ist  bei  jeder  Einflußlinie  die  Katze  einmal  so  gestellt,  daß 
man  die  größte  positive  Kraftsumme  erhält,  und  dann  in  die 
Lage  gebracht,  die  die  größte  negative  Querkraft  ergibt.  Die 
Ausrechnungen  sind  in  Fig.  112  hinzugeschrieben.  Somit  kann 
man  für  jeden  Querschnitt  die  größtmöglichen  Schubspannungen  t 
bestimmen. 

Übungsaufgabe:  Man  ermittle  für  eine  Eeihe  von  Zwischen- 
punkten die  ^ößten  Kraftsummen  und  trage  sie  unter  den  be- 
treffenden Querschnitten  von  einer  Horizontalen  aus  auf!  Dann 
erhält  man  die  j,Kurve  der  größten  Querkräps^^. 

Zweite  Aufgabe« 

Für  eine  eingleisige  Eisenbdhnhrüclce  von  16,00  m  Spannweite 
sind  die  Querkräfte  und  Momente  infolge  eines  beweglichen  Zuges 
9u  ermiUelnl     (Fig.  113  und  114.) 

Die  Belastung  wirkt  indirekt.  Sie  bestehe  aus  einÄr  Loko- 
motive nebst  Tender.  Die  Lokomotive  hat  12,00  m  (Jesamtlänge 
(zwischen  den  Puffern  gemessen)  und  wirkt  mit  fünf  Lasten  von 
je  8,50  t.  Der  Tender  hat  6,00  m  Gesamtlänge  und  wirkt  mit 
drei  Eaddrücken  von  je  6,50  t.  (Diese  Belastung  ist  den  Vor- 
schriften der  preußischen  Staatsbahnen  entnommen.  Genauere 
Angaben  hierüber  s.  Band  II,  §  32.) 
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positive  Kraftsumme  eines  Feldes  entsteht  bei  der  vorliegenden 
Brücke  dann,  wenn  die  Lasten  vom  rechten  Auflager  her  bis  zu 
dem  rechten  Querträger  dieses  Feldes  vorgerückt  sind.  Die  größte 
negative  Querkraft  des  untersuchten  Feldes  entsteht  dann,  wenn 
die  Lasten  von  links  her  bis  zu  dem  linken  Querträger  dieses 
Feldes  vorgerückt  sind.  Man  nennt  diese  beiden  Stellungen  die 
yyOrundateUungen^^  des  betreffenden  Feldes.  Wir  wpUen  uns  merken, 
daß  in  den  meisten  Fällen  die  größten  Querkräfte  (positiv  und 
negativ)  eines  Feldes  dann  entstehen,  wenn  die  Lasten  in  positiver 
bzw.  negativer  Grundstellung  stehen. 

23* 
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grouLeu  uegaDiveu  jt^jrarcsummeu  uer  einzemeu  reiaer  lax  genau  so 
durchgeführt  wie  bei  der  vorigen  Aufgabe  und  wird  ohne  noch- 
malige Eiidärung  verständlich  sein. 

6)  Bestimmung  der  Momente. 

Die  Momente  ändern  sich  ijicht  nur  von  Feld  zu  Feld,  sondern 
von  Punkt  zu  Punkt.  Um  ein  absolut  genaues  Bild  von  den 
größten  Momentensummen  zu  erhalten,  müßte  man  also  theoretisch 
sämtliche  Querschnitte  des  Balkens  untersuchen.  N'atürlich  ist 
dieses  praktisch  unmöglich.  Man  begnügt  sich,  einzelne  Punkte 
herauszugreifen  und  nur  für  diese  die  größten  Momentensummen 
zu  bestimmen. 

In  Fig.  114  sind  die  Querschnitte  1,2,3,4  und  m  unter- 
sucht. (Für  Querschnitt  o  ist  die  Momentensumme  gleich  Null.) 
Die  Einflußlinien  sind  nach  Fig.  llOf  entworfen:  Zunächst  sind 
sie  für  direkte  Belastung  gezeichnet  und  dann  durch  EUnunter- 
loten  der  Belastungspunkte  für  indirekte  Belastung  gültig  ge- 
macht. Hierbei  ergibt  sich  nur  für  den  Querschnitt  w  ein  Unter- 
schied zwischen  den  Einflußlinien  bei  direkter  und  indirekter 
Belastung.  Für  die  anderen  Querschnitte,  die  direkt  unter  den 
Belastungspunkten  liegen,  ist  kein  Unterschied  vorhanden. 

Nach  Aufzeichnen  der  Einflußlinien  werden  die  gefährlichen 
Laststellungen  aufgesucht.  Im  allgemeinen  muß  man  hier  einige 
Stellungen  ausprobieren,  um  zu  entscheiden,  bei  welcher  die  größte 
Momentensumme  entsteht.  Deshalb  findet  man  auch  in  Fig.  114  b— d 
zwei  Stellungen  eingezeichnet:  eine  oberhalb  und  die  andere  unter- 
halb der  Horizontalen.  Durch  Vergleich  der  Ordinaten  mittels 
Stechzirkel  kann  man  leicht  die  maßgebende  Stellung  auffinden, 
da  ja  ein  Teil  der  Ordinaten  sich  beim  Verschieben  des  Zuges 
nicht  ändert,  so  daß  es  sich  immer  nur  um  den  Vergleich  einiger 
weniger  Ordinaten  handelt.  Hat  man  dann  durch  Probieren  die 
ungünstigste  Stellung  bestimmt,  so  wird  das  sich  ergebende  Ee- 
sultat  in  der  bekannten  Weise  neben  die  Einflußlinie  hingeschrieben. 
Beim  Ausrechnen  der  Produkte:  Last  mal  Ordinate  sind  die 
einzelnen  Kraftgruppen  natürlich  durch  ihre  Eesultierenden  ersetzt. 

Zum  leichteren  Auffinden  der  gefährlichen  Laststellungen  sei 
noch  einiges  hinzugefügt:  Über  den  tiefsten  Knickpunkt  einer 
Einflußlinie  stelle  man  stets  eine  Last,  und  zwar  eine  möglichst 
schwere,  auf.  Die  übrigen  Lasten  gruppiere  man  möglichst  über 
den  großen  Ordinaten.     In  §  68  wird  noch  eine  allgemeine  Regel 
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ist:  Wir  multiplizieren  die  Belastung  pro  JUängeneinheit  mit  dem 
Inhalte  der  unter  der  Belastung  liegenden  Einflußfläclie.  Somit 
ergeben  sich  für  die  Kraftsummen  der  Felder  a — i,  1 — 2  und 
2 — 3  folgende  Werte: 
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schnitte  sind  verschieden,  folglich  auch  die  anfzntragenden  Werte  f^S| 

Xfn'lfi;  s.  Fig.  llOe.)  Da  man  natürlich  nicht  alle  Querschnitte 
des  Balkens  untersuchen  kann,  greift  man  eine  Anzahl  von  Punkten 
heraus  und  bestimmt  deren  größte  Momente.  Falls  indirekte  Be- 
lastung vorliegt,  wählt  man  zweckmäßig  die  unter  den  Belafitungs- 
punkten  li^enden  Querschnitte. 

b)  Bei  direkter  Belastung  gehört  ferner  zu  jedem  Querschnitte 
eine  besondere  Einflußlinie  für  die  Querkratt  (da  die  Trennungs- 
linie JS'JF'  in  Fig.  110  c  für  die  verschiedenen  Querschnitte  ver- 
schieden liegt).  Bei  indireMer  Belastung  haben  aber  alle  Quer- 
schnitte ein  und  desselben  Feldes,  die  gleiche  Kraftsumme  (denn 
die  Einflußlinie  für  Q  ist  für  alle  Querschnitte  eines  Feldes  die 
gleiche).  Im  letzteren  Falle  spricht  man  deshalb  von  der  „Quer- 
kraft eines  Feldes". 

Zeichnet  man  bei  einem  Balken  für  zwei  Querschnitte  m  und  n, 
die  zu  verschiedenen  Seiten,  aber  in  gleichem  Abstände  von  der 
vertikalen  Mittellinie  des  Balkens  liegen,  die  Einflußlinien,  so  er- 
sieht man  folgendes:  Der  positive  Teil  der  Einflußlinie  von  Q^ 
ist  gleich  dem  negativen  Teil  von  Q^ ,  und  umgekehrt.  Die  größte 
positive  (bzw.  negative)  Kraftsumme  eines  Querschnittes  ist  also 
gleich  der  größten  negativen  (bzw.  positiven)  Kraftsumme  des  zu 
ihm  spiegelbildlich  gelegeiien  Schnittes. 

IL  Yorzeichen  and  gefährliche  Laststellungen« 
ift)  Die  Einflußlinie  für  das  Moment  eines  Querschnittes  hat 
in  ihrer  ganzen  Länge  ein  und  dasselbe  Vorzeichen  (vorausge- 
setzt, daß  dOT  Träger  nicht  über  die  Auflagerpunkte  hinauskragt). 
Um  den  Größtwert  des  Momentes  zu* erzielen,  wird  man  also  die 
ganze  Strecke  zwischen  den  Auflagern  mit  Lasten  bestellen  (»»YoU- 
belastong^^).  Die  größte  Last  muß  möglichst  über  der  größten 
Ordinate  der  Einflußlinie  stehen.  (Bei  direkter  Belastung  also  un- 
mittelbar über  dem  Querschnitte;  bei  indirekter  Belastung  über 
dem  dem  Querschnitte  zunächstliegenden  Belastungspunkte.) 

b)  Die  Einflußlinie  für  die  Querkratt  eines  Querschnittes  ist 
in  ihrem  rechten  Teile  positiv,  im  linken  Teile  negativ.  Für  die 
Kraftsumme  müssen  also  zwei  Größtwerte  angegeben  werden:  Der 
größte  positive  Wert  entsteht  dann,  wenn  die  Lasten  hauptsächlich 
auf  der  Strecke  ,  rechts  vom  Querschnitte  bis  zum  Auflager  B 
stehen.  Die  größte  negative  Kraftsumme  wird  hwvorgerulen  durch 
Belastung  des  Balkenteiles  links  vom  Querschnitte  bis  zum  Auf- 
lager A  („Teilbelastungen'^).     Bei  direkter  Belastung  müssen  die 
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Lasten  von  der  betreffenden  Seite  her  meistens  nnmittelbar  bis 
zn  dem  Querschnitte  Torgeschoben  werden;  bei  indirekter  Belastung 
meistens  nur  bis  zu  den  dem  Querschnitte  benachbarten  Belastungs^ 
punkten.  Es  kommt  aber  auch  vor,  daß  die  Lasten  noch  weiter 
▼erschoben  werden  müssen.  (Wenn  vorn  eine  kleine  Einzellast 
steht,  kann  man  durch  weiteres  Verschieben  größere  dahinter- 
stehende Lasten  auf  größere  Ordinaten  der  Einflußlinie  bringen.) 

Im  Prinzip  merke  man  aber:  Das  größte  Moment  eines  Quer- 
schnittes entsteht  bei  Vollbelastung;  die  größte  positive  bzw.  negative 
Querkraft  entsteht  bei  rechtsseitiger  bzw.  linksseitiger  Teilbelastung. 
Vollbelastung  ist  nicht  maßgebend  für  die  Querhraß  eines  Schnittes 
oder  eines  Feldes. 

m.  Maßstäbe. 

Wir  haben  drei  zu  wählende  Maßstäbe:  a)  den  Längenmaß- 
stab zum  Auftragen  des  Balkens  und  der  Abstände  der  Lasten 
voneinander;  b)  den  Kräftemaßstab  zum  Auftragen  und  Ab- 
messen der  Ordinaten  der  Einflußlinien  für  Q;  c)  den  Momenten- 
maßstab zum  Auftragen  und  Abmessen  der  Ordinaten  der  Ein- 
flußlinien für  Jtf  •      f 

Man  nehme  für  die  Längenabmessungen  m  (oder  cm),  für 
die  Ordinaten  der  Kraftsummen  t  (oder  kg),  für  die  Ordinaten 
der  Momentensummen  mt  (oder  cmkg).  Dann  sind  die  'Einzel- 
lasten in  t  (oder  kg)  und  eine  verteilte  Belastung  in  t/m  (oder  kg/cm)  . 
einzuführen.  Man  hüte  sich  davor,  im  Laufe  einer  Eechnung  ein 
und  dieselbe  Größe  in  verschiedenen  Maßstäben  zu  nehmen  I 

,     §68. 
Zweite  Methode:  Analytische  Bestinimung  von  Q  und  M. 

Die  Schwierigkeit  bei  der  Ermittlung  von  Kraft-  und  Mo- 
mentensummen infolge  einer  Gruppe  beweglicher  Lasten  besteht 
in  der  Aufsuchung  der  „gefährlichen  Laststellung' ^  Die  Einfluß- 
linien haben  den  großen  Vorteil,  daß  sie  durch  ihre  Form  hin- 
weisen, wie  man  die  Lasten  aufstellen  muß,  um  für  die  betreffende 
Kraft-  bzw.  Momentensumme  den  Größtwert  zu  erhalten.  Im 
folgenden  möge  nun  eine  Methode  abgeleitet  werden,  um  auf 
rechnerischem  Wege  die  „gefährlichen  Laststellungen''  aufzufinden 
und  die  betreffenden  größten  Querkräfte  und.  Momente  zu  be- 
stimmen. Während  aber  die  Einflußlinien  für  jede  Belastungsart 
geeignet  sind,  paßt  das  rechnerische  Verfahren  hauptsächlich  nur 
für  gewisse,  im  folgenden  zu  besprechende  Belastungsfälle. 
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durcli  ihre  Jfirsatzkratt  ii  =  i'i  +  i^a  +  -^a  -H-^4  +  -^ö  ersetzt  sind. 
In  Pig.  117  c  ist 

(II)  Q,,  =  +^,,-P,«+jB.fo+_i_p^^ 
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(Hier  ist  das  Lastensystem,  und  also  auch  seine  Ersatzkraft,  um 
a  nach  links  gerückt.)'  Der  Auflagerdruck  A  ist  gewachsen;  dafür 
müssen  wir  aber  die  erste  Kraft,  Pj,  abziehen,  da  diese  jetzt 
links  vom  Schnitte  liegt.  Der  Unterschied  zwischen  Qu  und  Qj 
ergibt  sich,  indem  wir  Qi  von  Qu  subtrahieren: 

(in)  Qii-Qi-R*j-Pi. 

Hieraus  ist  nun  folgendes  zu  ersehen:  Ist 
B  •  y    größer  als    P^ , 

so  steht  auf  der  rechten  Seite  der  obigen  Gleichung  ein  positiver 
Wert.     Polglich  ist  auch  Qjj  —  Qj  ein  positiver  Wert,  d.  h.  es  ist 
Qu  größer  als  $/• 
Ist  aber 

JJ-y    kleiner  als    P^, 

so  ist  Qu  —  Qi  ein  negativer  Wert,  d.  h.  in  diesem  Falle  ist  Qn 
kleiner  als  Q^,  Auf  diese  Weise  können  wir  entscheiden,  ob  wir 
in  Fig.  117  a  oder  in  Fig.  117  c  eine  größere  Querki^aft  erhalten. 

Die  Stellung  Fig.  117a  heißt  die  yjOrunästellung^^ ^  die  Stellung 
Fig.  117c  die  ^^vorgezogene  8tellung^\  Wir  werden  später  sehen, 
daß  bei  direkt  wirkender  Belastung  die  größte  Kraftsumme  eines 
Querschnittes  fast  immer  bei  Grundstellung  entsteht. 

Hat  man  nun  entschieden,  ob  für  den  betreffenden  Quer- 
schnitt die  „Grundstellung**  oder  die  „vorgezogene  Stellung*'  die 
größere  Elraftsumme  ergibt,  so  ist  es  ein  leichtes,  den  betreffenden 
Wert  Qn»  selbst  zu  berechnen:  Im  ersteren  Falle  ist  Q^  direkt 
gleich  dem  Auf  lagerdruck  J./  (j1/= Auflagerdruck  bei  Grundstellung); 
im  zweiten  Falle  ist  Q,»  gleich  dem  Auflagerdruck  An  vermindert 
um  die  Last  P^  {An  =  Auflagerdruck  bei  vorgezogener  Stellung). 

n.  Bestimmung  der  Momente. 

Während  wir  bei  den  Querkräften  je  nach  der  Laststellung 
einen  positiven  oder  einen  negativen  Wert  bekamen,  stellte  sich 
bei  der  Untersuchung  der  Momente  heraus,  daß  eine  Last  rechts 
vom  Schnitte  ein  positives  Moment  und  eine  Last  links  vom 
Schnitte  ebenfalls  ein  positives  Moment  ergibt.    Wir  werden  also, 
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am  für  m  (Fig.  118a)  das  größte  Moment  zu  erhalten,  die  Lasten 
nicht  einseitig  (wie  bei  der  Querkraftbestimmung),  sondern  mög^ 
liehst  symmetrisch  zu  dem  Schnitte  aufstellen  und  wollen  ein 
mathematisches  Kennzeichen  für  die  Stellung,  bei  der  der  Maximal- 
wert von  M  auftritt,  ableiten.  In  Fig.  118  a  ist  das  Moment  der 
Stelle  m: 

Jf  /  —  +  ^  /  •  a?m  —  Pi  •  Pi  —  J?2  '  P  t » 

Verschieben  sich  nun   die  Lasten  um  eine  beliebige  Strecke, 
ßj  nach  links,  so  wird  das  Moment  für  den  Punkt  m  (Fig.  118  b): 

Jf/7  =  +  B^^^-a?«-Pi(Pi  +  i8)--P,(P2  +  i8)---P8-i8. 

rT        ßh-' ^f  -j 

•^K flPnt * ^nL    H 


^  .** flP nt »H «•  ^ 

•    iE,  I        »/Tl.  ^ 

^^T     ^1 '.-^ ? 

1^ (L i    ^ 

Fig.  118. 

Um   zu  entscheiden,  ob  Mn  größer  oder  kleine  ist  als  ifj, 
bilden  wir  wieder  den  Unterschied  zwischen  Mn  und  Jf/: 

Jf „  -  Jf  j  =  ( +  i2  ^ . ««  +  Ä  |- . ««  -  P,  pi  -  Pi  iS  -  P,  p,  -  P, /?  -  P, /?) 

-(+B^.a»„-P,p,-P,p,), 

Jf„  _  Jf,  =  H-ßl .  (c,, -  Pi^  -  P, ^  -  P, /J 
-^[+Ä^-(A  +  P,  +  P,)]. 
EUerans  folgt:  Ist 
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links  noch  nach  rechts  verschoben  werden,  dann  entsteht  hei  der 
Stellung  Fig.  118  a  das  größte  Moment  M^ .  Ist  aber  eine  von  den 
beiden  Bedingungen  nicht  erfüllt^  so  muß  eine  neue  Stellung  an- 
genommen und  diese  dann  in  derselben  Weise  untersucht  werden. 
Sobald  dann  die  für  das  Moment  M^  „gefährliche  Laststellung^' 
bestimmt  ist,  wird  der  Wert  von  M^  in  derselben  Weise  ermittelt 
wie  bei  feststehender  Belastung. 


Zweiter  Belastnngsfallt  Indirekt  wirkende  Einiellasteiu 
I.  Qaerkräf te. 

Zunächst  werde  da^n  erinnert,  daß  bei  indirekter  Belastung 
alle  Schnitte,  die  innerhalb  ein  und  desselben  Feldes  liegen,  die 
gleiche  Querkraft  haben  (§  67,  I).  Es  sei  nun  z.  B.  für  das 
Feld  u — V  von  Fig.  118  **  die  größte  Querkraft  zu  bestimmen. 

Wir  beginnen  mit  „Orondstellang^^  dieses  Feldes  (d.  h.  die 
Lasten  nur  einseitig  vom  Felde;  Fig.  118 ^'a).  Hierfür  ist  die 
Querkraft: 
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vorgezogener  Stellung  (Fig.  118  ^b)  kleiner  als  in  Grandstellung 
(Fig.  118  ®a).  Kürzen  wir  die  obigen  Ausdrücke  noch  durch  a,  so 
erhalten  wir  nach  einer  einfachen  Umformung  die  beiden  Fälle: 


Digitized  by 


Google 


(V) 


(IV) 


—    368,     ~ 

a)  B<CPiji     QrundsteUung  er  gibt  größere  Querhraß; 

b)  B>Pi-y:    vorgezogene  8t*      „  ,,  ,,       • 


Hierin  ist  R  gleich  der  Summe  aller  Lasten,  die  sich  bei 
Grundstellung  auf  der  Brücke  befinden. 

Falls  die  Bedingung  (IVb)  erfüllt  ist,  d.  h.  falls  vorgezogene 
Stellung  maßgebend  ist,  muß  unterstKsht  werden,  ob  durch  ein 
noch  weiteres  Vorziehen  yielleicht  noch  eine  weitere  Vergrößerung 
der  Quer  kraft  eintritt.  Auf  diese  Weise  entsteht  dann  die  zwei- 
mal vorgezogene  Stellung  Fig.  118^0.  In  genau  entsprechender 
Weise  läßt  sich  hierfür  ableiten:  ' 

a)  B'  <  (P|  +  Pj)  y :    einmal  vorgezog.  St.  ergibt  grö  ßOTC  Querkraft. 
b)i?XPi  +  P,)|:    zweimal      „         „      „  „ 


ff 


Hierin  ist  E'  gleich  der  Summe  aller  Lasten,  die  sich  bei 
einmal  vorgezogener  Stellung  auf  der  Brücke  befinden.  Falls  durch 
das  Vorschieben  keine  neue  Last  auf  die  Brücke  gelangt  ist,  ist 
also  B'=JK.  Überhaupt  genügt  es,  nur  die  Summe  R  zu  be- 
bestimmen und  diese  dann  auch  für  die  Bedingungen  (V)  zu  be- 
nutzen.    Es  sei   noch  darauf  aufmerksam   gemacht,   daß,   falls 

Pj  ^  Pj  ist,  (Pj  +  Pj)  -r  «  2  Pi  -r  ist.    In  diesem  Falle  läßt  sich 

die  Bedingung  (V)  also  auch  so  schreiben: 


(vo 


«'<2Pi|, 
12>2Pi|. 


Der  gesamte  Bechnungsgang  ist  also  folgender:  Man  nimmt 
die  Lasten  zunächst  in  Grundstellung  an  und  sieht  nach,  welche 
der  beiden  Bedingungen  (IV a)  und  (IVb)  erfüllt  ist.  Ist  die  erste 
erfüllt,  so  bleibt  es  bei  Grundstellung.  Trifft  die  zweite  zu,  so 
kommt  vorgeschobene  Stellung  in  Betracht.  Dann  muß  aber  noch 
nachgesehen  werden,  welche  der  beiden  Bedingungen  (Va)  und  (Vb) 
erfüllt  wird.  Hierdurch  ergibt  sich,  ob  ein-  oder  zweimal  vorge- 
zogene Stellung  zu  nehmen  ist.  Meistens  ist  es  so,  daß  für  die 
ersten  Felder  vom  linken  Auflager  aus  einmal  vorgezogene  Stellung 
maßgebend  ist,  für  die  anderen  Grundstellung. 
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Zusatz:  Der  obigen  Untersnclinng  haftet  insofern  eine  ünge- 
nanigkeit  an,  als  während  des  Vorsohiebeks  auchi  neue  Lasten  auf 
den  Träger  hinaufkommen  können.  Es  ist  leicht,  auch  diese  zu 
berdcksiohtigen;  doch  werden  die  Formeln  dadurch  i unnötig  kom- 
pliziert. 

Sobald  nun  die  Laststellung,  bei  der  die  größte  Qnerkraft 
auftritt,  erkannt  ist,  ist  es  leicht,  letztere  selbst  zu  berechnen: 

falls  Orundstellg.  maßgebend:  Q  »  4i4j , 


(VI) 


„    vorgezog.  St.         „         :  Q  =  +Än  -  Pj  •  4*  > 

+  ^ 

K^  ^A  Pi(^  +  ^>)  +  P»fc 

bzw.      —  +Äiu j 


Auf  diese  Weise  ergibt  sich  die  größte  positive  Querkraft  des 
betreffenden  Feldes.  Um  die  größte  negative  Eraftsumme  zu 
erhalten,  läßt  man  den  Zug  entsprechend  von  Ä  aus  vorrücken. 
Statt  dessen  gebt  man  bei  symmetrisch  angeordneten  Feldern 
meistens  so  vor,  daß  man  für  alle  Felder  des  Trägers  nur  die 
größten  positiven  Werte  Q  berechnet.  Dann  hat  man  nämlich 
auch  die  größten  negativen  Querkräfte.  Denn  es  ist  z.  B.  die 
größte  negative  Querkraft  für  das  vorletzte  Feld  links  gleich  der 
größten  positiven  Querkraft  für  das  vorletzte  Feld  rechts;  usw. 
(vergl.  §67,1). 

IL  Momente. 

Die  Momente  berechnet  man  zunächst  für  die  Querschnitte, 
die  in'  den  Belastungspunkten  liegen..  Denn  für  einen  Be- 
lastungspunkt ist  das  Moment  bei  indirekter  Belastung  genau 
so  groß  wie  bei  direkter  Belastung  (vgl.  die  betreffenden  Ein- 
flußlinien). Für  einen  solchen  Punkt  gilt  also  auch  bei  indirekter 
Belastung  die  vorhin  (für  direkte  Belastung)  aufgestellte  Begel 
zur  Erzielung  der  größten  Momentensumme  (Fig.  118): 

Eihe  Last,  z.  B.  Pg ,  wird  direkt  über  den  betreffenden  Punkt  m 
gestellt.  Die  übrigen  werden  möglichst  zu  beiden  Seiten  von  fti 
angeordnet,  und  dann  wird  untersucht,  ob 

!•    B^<p, +  p,  +  P3,    und 

2.    Ä^<p,  +  P,  +  P3 

ist.  Sind  diese  beiden  Bedingungen  erfüllt,  so  darf  die  Be- 
lastung weder  nach  links  noch  nach  rechts  verschoben  werden; 
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d.  h.  dann  ergibt  die  angenommene  Laststellung  tatsäch- 
lich das  größte  Moment  für  den  Punkt  m. 

Ist  aber  eine  von  den  beiden  Bedingungen  nicht  erfüllt,  so 
ergibt  die  eingezeichnete  Laststellung  nicht  das  gröBte  Moment 
für  den  betreffenden  Punkt.  Dann  muß  also  eine  neue  Stellung 
ausprobiert  werden  (indem  man  eine  andere  Last  über  Punkt  m 
stellt,  usw.).  Und  zwar  hatte  sich  gezeigt:  Ist  die  erste  Be- 
dingung nicht /erfüllt,  so  müssen  die  Lasten  nach  links  ver- 
schoben werden;  andernfalls  nach  rechts. 

Auf  diese  Weise  werden  für  die  Belastungspunkte  die 
größten  Momente  berechnet. 

Für  die  anderen  Balkenpunkte  müßte  hinsichtlich  der  ge- 
fährlichen Laststellungen  eine  besondere  Untersuchung  erfolgen. 
Wenn  man  aber  die  Momente  für  die  Belastungspunkte  hat, 
trägt  man  sie  in  den  einzelnen  Punkten  auf,  verbindet  einfach 
die  Endpunkte  dieser  Strecken  durch  gerade  Linien  und  hat 
hiermit  für  alle  Balkenpunkte  das  größte  Moment.  (Für  die 
Zwischenpunkte  ist  dies  zwar  nicht  mathematisch  genau,  da  im 
allgemeinen  jeder  Zwischenpunkt  eine  besondere  Laststellung  hat 
[§  67,  r|;  aber  ausreichend.) 


Dritter  BeiagtungBtall;  Direkte,  gletchmiBtg  Yerteilte  Last 

Die  gefährlichsten  Laststellungen  ergeben  sich  am  einfachsten 
durch  einen  Eückblick  auf  die  Einflußlinien. 

L  Querkrätte. 

Aus  der  Einflußlinie  für  die  Querkraft  eines  Balkenpunktes  m 
für  direkte  Belastung  ist  folgendes  ersichtlich  (Fig.  118+b):  Die 
größte  positive  Querkraft  für  den  Schnitt  m  infolge  einer  gleich- 
mäßig verteilten  Last  p  wird  dann  entstehen,  wenn  die  Last  von 
jB  bis  m  aufgestellt  ist;  und  die  größte  negative  Querkraft  ent- 
steht bei  Laststellung  von  A  bis  m. 

Diese  Laststellungen  sind  in  Fig.  llS'^'a  eingezeichnet.  Die 
betreffenden  größten  Querkräfte  ergeben  sich  dann  sofort: 

0  =  A  =  px;.§4  =  ^.<«, 


Zusatz:  Man  bestimme  diese  Werte  auch  durch  Ausrechnung 
aus  den  Einflußlinien!     (Q  =  p  .  jp  = . . .) 
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IIH^IIIiTlIIIII 


7 


J^J 


(^ I I L 


Fig.  118+. 

II.  Momente« 
Ein  Blick  auf  die  EinfloBlinie  zeigt,  daß  zur  Erzielung  des 
größten  Momentes  für  einen  Schnitt  m  der  ganze  Träger  mit 
der  gleichmäßig  verteilten  Last  voll  gestellt  werden  muß  (Fig.llS'^c). 
Es  kommt  also  derselbe  Belastungsfall  heraus  wie  bei  einer  stän- 
digen, sich  über  den  ganzen  Träger  erstreckenden  Belastung. 
Folglich  kann  auch  das  größte  Moment  für  den  Schnitt  m  nach 
der  für  gleichmäßige  Vollbelastung  aufgestellten  Formel  berechnet 
werden  (§  59,  60): 

Trägt  man  für  alle  Querschnitte  ihre  größten  Momente  auf,  so 
ergibt  sich  als  Kurve  der  Mazimalmomente  eine  Parabel. 


Vierter  Belastungstall;  Indirekte,  gleichmäßig  Yertellte  Last 
Um  die  Formeln  für  die  größten  Werte  Q  und  M  eines  Schnittes 
zu  erhalten,  nehmen  wir  wieder  vorübergehend  die  Einflußlinien 
zur  Hilfe. 
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60  ist  für  ein  Feld  mit  den  Ordnnngsnnmmern  (m  —  1)  —  m  r 

^ii  =  ^  —  ^in  =  *^  —  «'^^  ~  (^  —  W)^ 

a^«-i  =  (w-l)l. 
Mit  diesen  Vereinfachungen  ergeben  sich  die  Ausdrücke  für 
die  Querkräfte: 

p  (n  —  m)*i* 


Q 

+ 

10. 
10 


2    (n-l)A   ' 


2(ii-l) 

!f  ""2(n-l) 
Der  Faktor 


(n  —  m)*   [(n  —  m)  =  Pelderzahl  rechts  vom  Schnitt], 
(W  — 1)«     [(m-1)«         „  links       ^>        V      ]. 

wird  ein  für' allemal  bestimm t,  wodurch 


pX 


2(n-l) 
die  ganze  Berechnung  sehr  einfach  wird. 

Für  je  zwei  gleich  große  Felder,  die  symmetrisch  zur  Mitte 
des  Trägers  liegen,  gilt  natürlich  die  Beziehung:  Die  größte  posi- 
tive (negative)  Kraftsumme  des  einen  Feldes  ist  gleich  der  größten 
negativen  (positiven)  Kraftsumme  des  anderen  Feldes. 

n.  Momente. 
Maßgebend  ist  Vollbelastung,  wie  die  Einflußlinie  zeigt.    Für 
einen  Belastungspunkt  folgt  also  direkt: 


M  =  tx„ 


^^k- 


Durch  Auftragen  der  für  die  Belastungspunkte  gefundenen  Werte 
und  (geradlinige)  Verbindung  ergeben  sich  dann  auch  die  Maximal- 
momente für  die  anderen  Punkte. 


..fp 


Zusammenfassung  zu  §  68.  / 

In  diesem  Paragraphen  haben  wir  verschiedene  Fälle  imtersucht,  in 
denen  man  die  größten  Querkräfte  und  Momente,  auch  recht  bequem 
rechnerisch  bestimmen  kann.  Es  zeigte  sich,  daß  man  je  nach  der  Be- 
lastungsart  verschieden  vorgehen  muß.  Für  folgende  4  Fälle  haben  wir 
bestimmte  Methoden,  bzw.  Formeln  ausgearbeitet: 

1.  Direkt  wirkende  Einzellasten, 
a)  Querkrätte,   Wir  nehmen  die  Lasten  zunächst  in  ^yGnmdfltellung^^ 

an  (d.  b.  einseitig  vom  Schnitte)  und  untersuchen  dann,  ob 


^T< 


oder    >Pi 
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ist.  Im  ersteren  Falle  ergibt  die  Grundstellung  tatsächlich  die  größere 
Querkraft  Im  zweiten  Falle  ist  Grundstellung  nicht  maßgebend,  sondern 
es  muß  (um  eine  La^t)  vorgezogen  werden. 

Sobald  auf  diese  W^ise  die  ungünstigste  Laststellung  bestimmt  ist, 
erfolgt  die  Ausrechnung  yon  Q  in  gewöhnlicher  Weise: 

Q  =  Äj  (falls  Grundstellung  maßgebend  war) 

bzw.    Q  =  Ajj-Pi      (   „    vorgezog.  Stellg.         „        .      „  ). 

2!u8atz:  Augenscheinlich  wird  bei  direkten  Einzellasten  fast  stets 
Grundstellung  maßgebend  sein.  Nur  wenn  die  erste  Last  sehr  klein  ist 
im  Verhältnis  zur  Lastensumme  B ,  kann  vorgezogene  Stellung  maßgebend 
werden.  Der  Fall,  ob  zweixasA  vorgezogene  Stellung  eine  noch  größere 
Querkraft  ergibt,  ist  Mitsprechend  zu  untersuchen;  doch  kommt  er  prak- 
tisch kaum  vor.      Es  müßte  dann  sein:  Ä-y  >  (P^  -f  Pg) . 

b)  Momente.  Wir  nehmen  die  Lasten  beiderseitig  von  dem  be- 
treffenden Punkte  m  an,  und  zwar  eine  Last  direkt  in  m ,  und  untersuchen 
dann,  ob  die  Bedingungen  erf(illt  sind: 

1.  i2^<P,  +  P,-f...P., 

2.  fi?^<P,  +  P«-.+...P«. 

[Hierin  bedeutet  P^-^-  F^  +>>'-{•  Fm  die  Summe  der  Lasten  von  links 
bis  einschließlich  Punkt  m;  P„  +  P|,_i+...4-Pm  bedeutet  die  Lasten  von 
rechts  bis  einschließlich  m .  Die  Längen  a^  und  'xJn  sind  die  Abstände  des 
betreffenden  Punktes  vom  linken  bzw.  rechten  Auflager.  R  ist  die  Summe 
aller  Lasten.] 

Sind  beide  Bedingungen  erfüllt,  so  ergibt  die  angenommene  Last- 
stellung tatsächlich  das  größte  Moment  für  den  betreffenden  Punkt.  Andern- 
falls muß  nach  links,  bzw.  rechts  verschoben  werden« 

2«  Indirekt  wirkende  Einzellasten. , 
a)  Querkräfte.    Mit  Grundstellung  wird  angefangen.    Dann  sind  fol- 
gende Fälle  möglich: 

1.     jB<Pi-t-:    es  bleibt  bei  Grundstellung} 

Ia)    i2'  <  (Pi  +  PJ  -j- :      einmal  vorziehen, 
b)    B'  >  (Pj  +  P,)  -T- :    zweimsA  vorziehen. 

[£-Sunmie  aller  Lasten  bei  Grundstellung;  J3^  =  Lastensumme  bei  vor- 
gezogener Stellung,  (kann  auch  einfach  gleich  B  genommen  werden).] 

Sobald  dann  über  die  maßgebende  Stellung  entschieden  ist,  ergibt  sich 
die  zugehörige  Querkraft  (vgl.  Fig.  118^): 

Q  =  Aj  (im  Falle  1  ) 

+ 

bzw.    Q  =  ii/^~P,-|.  („       „     2a) 

bzw.    Q  =  Aju 2 ^   (  „        „     2b). 
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Zusatz:  In  entsprechender  Weise  ist  die  —  praktisch  kaum  vor- 
kommende —  dreimal  vorgezogene  Stellung  zu  untersuchen;  usw. 

b)  Momente.  Es  werden  zunächst  die  Momente  an  den  Belastungs- 
punkten untersucht,  und  zwar  genau  so  wie  bei  direkter  Belastung.  Falls 
auch  ein  Zwischenmoment  verlang  wird,  ergibt  sich  dieses  durch  (gerad- 
linige) Einschaltung  zwischen  die  beiden  benachbarte^  Belastungspunkte. 

8.  Direkt  wirkende  gleiehmäOig  yerteüte  Last 
a)  Qnerkräfte*    Stets  Grundstellung,  und  zwar  kann  man  sofort  hin- 
schreiben: 

[xit  und  a?M  sind  die  Abstände  des  betreffenden  Punktes  nach  rechts,  bzw. 
links.] 

b)  Momente«    Vollbelastung.    Für  irgendeine  Stelle  m  ist  also: 

M^^x^'Xi,.    (in  der  Mitte:    Af=^). 

Kurve  ^er  Maximalmomente  ist  eine  Parabel. 

4.  Indirekt  wirkende  glelehm|ßlg  verteilte  Last 

a)  Qnerkräfte«  Stets  vorgezogene  Stellung,  und  zwar  ergibt  sich  fOr 
ein  Feld:  ^i  s 

[Xffi  und  ds^.i  sind  die  Abstände  des   Feldes  (m  —  1)  —  m  nach  rechts, 
bzw.  links.] 

Bei  n  gleichen  Feldern  ist: 

b)  Momente.  Die  Belastungspunkte  herausgreifen,  nach  Belastungs- 
jfall  3  berechnen  und  dann  geradlinig  verbinden. 

Sehlnßbetraehtung:  Es  sei  nochmals  das  Charakteristische  bei  der 
Bestimmung  von  Q  und  M  hervorgehoben:  Bei  Q  ist  einseitige  Stellung, 
bei  M  ist  beiderseitige  Stellung  der  Lasten  mafigebeiid.  Bei  gleichmäßig 
verteilter  Last  kann  man  auch  die  betreffende  genaue  Stellung  sofort  an- 
geben. Bei  Einzellasten  muß  man  im  allgemeinen  etwas  probieren.  (Bei 
angenäherter  Berechnung  von  Q  genOgt  es  schließlich,  auch  bei  Einzellasten 
nur  mit  Grundstellung  zu  arbeiten.) 

Außer  diesen  4  Fällen  ist  die  rechnerische  Bestimmung  von  Q 
und  M  namentlich  bei  Eisenbahnbrücken  sehr  angebracht  Hierüber 
8.  Band  II,  §  32. 

§  68a. 

Beispiele  zn  §  68. 

Erste  Anigabe. 

Für  den  Träger  Fig.  117y  118  9%nd  für  den  Quersohnm  m  die 
größte  Querkraft  und  das  größte  Moment  zu  bestimmen  I 
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Zahlen  werte: 

Pj  e=  Pj  « . . .  «=  10,0t  in  Abständen  von  je  3,0 m^ 
I  — 25,0  m;     o?^«  11,0  m;     a?;;  =  14,0  m. 
a)   Qnerkraft    Von  Grundstellung  wird  ausgegangen.     Hier- 
für ist: 


Jb4-=-5.10,0-:j^-    o,uii  I       ,      .        ^a 

l  25,0  '       \    also  ist    Bj<P^. 


-10,0-2^-    6,0t  1 
Pi  =  10,0t  j 


Es  bleibt  somit  bei  Grundstellung,  und  zwar  wird: 

Q«^-B^  =  50,0.|^=16.0t. 

b)  Moment    Wir  nehmen  zunächst  die  Stellung  Fig.  118^  als 
die  wahrscheinlich  am  ungünstigsten  an«     Hierfür  ist: 

Pi  +  P,  +  P,  =  30,0t  j 

P5  +  P^  +  P8==  30,0t  j 
Die  angenommene  Stellung  ist  also  tatsächlich  diejenige,^  die  für 
die  Stelle  m  das  größte  Moment  abgibt.    Letzteres  wird  nun  in 
gewöhnlicher  Weise  berechnet: 

Aiax-ä^m  "=  ^  •  a?m  —  Pi  •  Pi  —  Ps  •  P2  =  218  mt. 

Zweite  Autgabe. 

Derselbe  Träger  tote  vorhin.     Nur  sei  die  Belastung: 
Pi  =  2,5t;    Pg^Pj^P^«  10,0t;    P5  «  2,5 1  (also  ^P  -  35,0 1) ; 
und  die  Lage  des  PunJUes  m  sei: 

a?«  =  7,0  m ;    a?i,  =  18,0  m. 

a)  Querkratt    Bei  zunächst  angenommener  Grundstellung  ist: 

Bv  =  35,0-^  =  4,2t|  a       „ 

l  25,0        '       [  also  ist  Bj>Pi; 

Pi  =  2,5t  j 
d.  h.  Grundstellung  gibt  nicht  die  größte  Querkraft,  sondern  vor- 
gezogene Stellung.     Für  diese  finden  wir  dann: 

(?  =  ^„_P,=  35^5.0_2.5  =  18,6t. 


(Bei  GrandsteUung  würde  sich  nur  ergeben: 

35,0-12,0  \ 

^    ^' — 25;ö — ^^'^N 
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b)  Homeni  Wir  nehmen  znnäc^t  die  Stellung  Fig.  118  a  an 
(Last  Pt  über  dem  zu  untersuchenden  Querschnitt)  und  unter- 
suchen,  ob  für  diese  Stellung  \ 

1.    B^<P,  +  P^  +  P,,        2.    B^<P,  +  P^+P, 

ist.     Die  Ausrechnung  ergibt: 

die  1.  Bedingung  ist  erfüllt; 


Pi+P,  +  P3  »22,5  t 

JB^  «35,0 -414==  25,2  tl 

l  '      25,0  '       [die  2.  Bedingung  ist  nicht  erfüllt. 

P5+P4+P8"=22,5tj 

Die  angenommene  Laststellung  ergibt  also  nicht  das  größte 
Moment  für  den  Punkt  m .  Sondern  es  muß  verschoben  werden, 
und  zwar  nach  rechts,  da  die' zweite  Bedingung  nicht  erfüllt  ist. 
Wir  stellen  also  die  Lasten  so,  daß  Pg  über  m  steht.  Diese 
Laststellung  ergibt  dann  tatsächlich  das  größte  Moment  für  den 
Punkt  m . ' 

Dritte  Aotgabe» 
Bei  dem  Träger  Fig.  IW  ist  für  das  Feld  u—v  die  größte 
positive  Qtierhraft  und  femer  für  den  Belastungspunkt  v  das  größte 
Moment  zu  berechnen! 
Zahlen  werte: 

Pj  ==  Pj  «  • . .  =  10,0  t  in  Abständen  von  je  3,0  m; 
Peldweite  1  =  5,0  m ;     Spannweite  I  =  5  •  A  =  5  •  5,0  —  25,0  m. 
a). Querkraft     Von    Grundstellung   für   das    Feld    wird    aus- 
gegangen.   Hierfür  ergibt  dann  die  Gegenüberstellung  der  Werte: 
B  =  50,0t  I  i 

P,j=10,0.5  =  50,0tp^^^«*^^^^^*  =  ^^T-         . 

Es  hat  sich  zufällig  ergeben,  daß  B  weder  kleiner  noch  größer 

II 
als  P^Y»  sondern  gleich  P^y  ist.     Dies  bedeutet,  daß  für  das 

Feld  (« — v)  die  Grundstellung  und  die  vorgezogene  Stellung  die 
gleiche  Querkraft  liefern. 

Letztere  ergibt  sich  nun  durch  einfache  Ausrechnung: 
Q^_^  =  A  =  18,0  t. 

b)  Moment    Wir  stellen  die  Lasten  so,  daß  P^  über  v  steht.' 
Hierfür  ist 
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22^^  =  50,0-1^  =  20,0  t 

P^  +  P,  +  Pt  =  30,0 1 

Bj-50,0.y  =  30,0t 


3ß8i,    - 

also  ist  1.  Rj<Pt  +  PM  +  P,t 

also  ist  2.  B— =  P5+P4  +  Ps• 


P5+P4+P,=30,0t 

Es  braucht  also  weder  nacli  links  noch  nach  rechts  verschoben  zu 

werden.  Die  Ausrecl^nung  von  M  erfolgt  dann  in  gewöhnlicher  Weise; 

Jf  =  JL  •  a?  —  Pi  •  Pi  —  Pg  •  P2  =  •  •  • 

Vierte  Anlgabe> 

Bei  dem  Träger  Fig.  118+ d  sind  für  das  Feld  {m^Ij  —  m 

die  größten  Querkräfte  (positiv  und  negatin))  und  für  den  Punkt  m 

das  größte  Moment  zu  bestimmen  l 

Zahlen  werte: 

1  =  61«  6-3,0  =  18,0m;    p  =  2,5 t/m. 

a)  Qnerkräfte. 

p     x'^         2,6  9,0« 


Q 


Q 


2    15,0 
2,5  6,0« 


+6,75 1, 
—3,00  t. 


:(»-i)-m     2  I-A,»        2    15,0 
Statt  dessen  kann  man  auch,  da  der  Träger  gleiche  Feldweiten 
hat,  die  Formeln  anwenden: 


Q 


Vi 


(n  -  m)2  =  f;^'^*![^,  •  3«  =  0,75  •  3»  =  +6,75 1, 


+       2(n-l)'  '        2(6-1) 

g  =  0,75 -2«  «—3,00  t. 


b)  Moment.     Bs  ist 


xJtf« 


pl^      2,5-18,0« 


8 


8 


—  101,25  mt. 


§  68b. 
Berechnung  eines  Kranträgers  mit  2  Lasten. 

Für  den  wichtigen  Spezialfall:  Kranträger  mit  2  Lasten  (Lauf • 
katze)  gestaltet  sich  die  rechnerische  Bestimmung  der  Querkräfte 
und  Momente  besonders  einfach  und  ist  jeder  anderen  Methode  vorzu- 
ziehen. Es  gilt  nämlich  für  diesen  Fall  folgender  Satz :  Die  größte  Kraft- 
und  die  größte  Momentensumme  eines  Querschnittes  entstehen  bei  der' 
selben  Laststellung ^  und  zwar  dann,  wenn  das  eine  (schwerere)  Rad  direkt 
Über  dem  Querschnitte  und  das  andere  nach  der  Mitte  des  Trägers  zu  stehL 

[Eigentlich  gehören  allerdings  zu  jedem  Querschnitte  zwei  „größte 
Kraftsummen''  (die  größte  positive  und  die  größte  negative).] 
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Im  obigen  Satze  ist  unter  „größte  Elraftsumme''  die  zahlenmäßig 
größexe  der  beiden  gemeint,  ohne  Berücksichtigung  des  Vorzeichens. 
Für  viele  Aufgaben  kommt  es  nämlich  nur  auf  überhaupt  größte 
Querkraft  des  betreffenden  Schnittes  an,  so  namentlich  bei  der 
Berechnung  von  Nietteilungen. 

Der  Beweis  des  obigen  Satzes  folgt  direkt  durch  Betrachtung 
der  für  einen  solchen  Belastungsfall  gezeichneten  Einflußlinien 
Fig.  111  und  112.  Natürlich  ergibt  er  sich  auch  aus  dem  vorigen 
Paragraphen. 

Als  Beispiel  für  diesen  Spezialfall  wollen  wir  die  erste  Auf- 
gabe des  §  66  in  dieser  analytischen  Weise  behandeln.  Die  Bech- 
nung  wird  am  übersichtlichsten  in  Form  einer  Tabelle  durchgeführt. 
In  der  folgenden  Tabelle  bedeutet: 

X  die  Entfernung  des  zu  untersuchenden  Querschnittes  vom 
Unken  Auflager; 

x'  die  entsprechende  Entfernung  vom  rechten  Lager; 

Xq  den  Abstand  der  Besultierenden  B  der  beiden  Bäder  der 
Katze  von  B ,  wenn  jene  sich  für  den  betreffenden  Querschnitt  in 
,,gef ährlicher  Laststellung^^  befindet; 

A  der  bei  dieser  gefährlichen  Laststellimg  entstehende  Auf- 
lagerdruck; 

Q  imd  M  die  größte  Kraft-  bzw.  Momentensumme  des  be- 
treffenden Querschnittes. 

Bann  ergibt  sich  folgende  Ausrechnung  (zur  Sicherheit  zeichne 
man  die  sechs  gefährlichen  Laststellungen  auf!): 


I 

s 


Abstand  9 

▼otn 
Lager  Ä 

(m) 


Abstand  x' 

vom 

Lager  B 

(m) 


Abstand  x^ 

der 

Resultierenden 

von  B 

(a^  =  »'-0,e6) 

(m) 


Aaflagerdnick  A 
=  Querkraft  Q 

(t) 


Moment  M 
{M^A'X) 

(mt) 


0,00 
0,90 

1,80 
2,70 
3,60 
4,50 


9,00 
8,10 
7,20 
6,30 
5,40 
4,50 


8,35 
7,45 
6,55 
5,65 
4,75 
3^5 


33^ 

3 
29,80 


=  11,13 
=    9,93 


^^^    8,73 


22,60 

3 
19,00 

3 
15,40 


=  7,53 
—  6,33 
=    5,13 


29,80 

3 
26,20 

3 
22,60 

3    . 
19,00 

3 
15,40 


0,00 
•0,90=    8,94 

•  1,80  =  15,72 

•  2,70  =  20,34 

•  3,60  =  22,80 

•  4,50  =  23,10 


Fischer,  SUtik. 
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Man  muß  eine  solche  Tabelle  so  einrichten,  daß  möglichst 
keine  Nebenrechnungen  —  anf  später  nicht  mehr  auffindbaren 
Zetteln  —  nötig  sind.  Dann  ist  diese  analytische  Methode  bei 
zwei  Lasten  recht  empfehlenswert-  Die  kleinen  Unterschiede  der 
Besultate  gegenüber  Fig.  111  und  112  kommen  natürlich  von  Ab- 
rundimgen  her. 

§69. 
Dritte  Methode:  Bestimmung  von  Q  und  M  mittels  Seilpoljgon. 

Diese  Methode  hat  viel  von  ihrer  früheren  Beliebtheit  ver- 
loren, namentlich,  seitdem  man  die  Übersichtlichkeit  der  Einfluß- 
linien schätzen  gelernt  hat.  Immerhin  verdient  sie,  erwähnt  zu 
werden.  Der  Einfachheit  wegen  beschränken  wir  uns  auf  direkt 
wirkende  Belastung. 

L  Bestunmung  der  Querkräfte* 

Bei  der  Berechnung  von  Q  körnet  es  vor  allen  Dingen  darauf 
an,  den  Auflagerdruck  A  zu  bestimmen.  Hierzu  haben  wir  in 
dem  J. -Polygon  (§  21)  eine  sehr  brauchbare  Methode  kennen  ge- 

J3    &  T l7n & 


Fig.  119. 

lernt.  In  Fig.  119 d  ist  zu  den  Lasten  P^,  . . .,  P5  das  -4..-Polygon 
konstruiert.  Um  nun  für  die  „Grundstellung**  (Fig.  119  a)  die 
Querkraft  zu  finden,  haben  wir,  da  Qj  =  +Ai  ist,  nur  die  Strecke 
unter  der  Last  P^  abzumessen  und  finden  damit  Qj.  Für  die 
vorgezogene  Stellung  ist  Qu  =  +An  —  P^ .  Au  liegt  im  J. -Polygon 
unter  der  ersten  Last.     P^  ziehen  wir  davon  ab,  indem  wir  die 
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(punktiert  gezeichnete)  horizontale  Linie  durch  den  Anfangspunkt 
von  Pi  im  Kräftepolygon  zeichnen.  Wir  erhalten  somit  die  Quer- 
kraft infolge  der  vorgezogenen  Stellung  dargestellt  durch  die  mit 
Qjj  bezeichnete  Strecke.  Hier  ist  auch  der  Fall  behandelt,  daß 
die  Lasten  noch  weiter  vorgerückt  sind.  Dann  ist  Qm  =  +Aiif 
—  P^  —  P^,  Wir  finden  diese  Größe,  indem  wir  im  JL -Polygon^ 
von  der  unter  der  ersten  Last  gemessenen  Ordinate,  -ä///,  die- 
beiden  Kräfte  Pj  und  P,  abziehen  (Fig.  119  d).  Übrigens  wird! 
diese  zweimal  vorgezogene  Stellung  bei  direkter  Belastung  wohl 
kaum  jemals  maßgebend  sein. 

Auf  jeden  Fall  kann  man  nach  Fig.  119  für  jeden  Querschnitt 
diejenige  Stellung,  bei  der  die  größte  Kraftsumme  entsteht,  auf- 
finden und  dann  letztere  aus  der  Figur^  abgreifen. 

IL  Bestimmung  der  Momente. 

Auch  diese  Arbeit  bfesteht  in  einem  Ausprobieren  von  ver- 
schiedenen Stellungen.  Um  zunächst  für  die  Stellung  Fig.  120  a 
das  Moment  eines  Schnittes  w   zu  finden,   verfahren  wir  nach 


Fig.  120. 

§  56,  n:  Wir  reihen  die  Kräfte  zu  einem  Kräftepolygon  anein- 
ander und  ziehen  die  Pol-  und  die  Seilstrahlen  (Fig.  120  c  und  d). 
Dann  bestimmen  wir  die  Schnittpunkte  «/,  «j  der  Strahlen  II  und 
VII  mit  Ai  und  Pj ,  ziehen  die  Schlußlinie  Si  Si  und  haben  das 
Polygon  8ij  aj  bj  c,  d,  ej  8i  Bis  Momentenfläche  für  die  Last- 
stellung Fig.  120a  (vgl.  Fig.  93).  Bas  Moment  am  Punkte  m^ 
ist  dann:  __       _ 

Nun  sind  die  Lasten  aber  nicht  fest  auf  dem  Träger,  wie  bei 
Fig.  93,  sondern  beweglich.    In  Fig.  120  }>  ist  deshalb  auch  der 
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In  Fig.  121  ig  ist  nun  zu  diesem  Lastenzuge  das  -4. -Polygon 
gezeichnet:  Auf  dem  Balken  haben  sieben  Lasten  Platz  (Fig.  121  d). 
Diese  werden  vertikal  unter  A  aufgetragen,  die  vorderste  zu  unterst 
(Fig.  121g).  Dann  werden  zu  diesen  Lasten  die  Polstrahlen  I — YIIT 
gezeichnet.  Hierauf  werden  die  Abstände  der  Lasten  von  rechts 
nach  links  aufgetragen,  Fig.  121  f  (der  Zug  wird  also  in  umge- 
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Fig.  121c  hinsichtlich  der  Kraftsummen  die  Beziehung  gilt:  Die 
größte  positive  Querkraft  von  Schnitt  8  ist  gleich  der  größten 
negativen  Querkraft  von  Schnitt  2 .  Wenden  wir  diese  Beziehung 
auf  je  zwei  spiegelbildlich  gelegene  Schnitte  an,  so  ergibt  sich  für 
eine  Balkenhälfte  folgende  Zusammenstellung  von  größten  positiven 
und  negativen  Kraftsummen: 


Qq  = -1-10,6  t;      bzw. 

=  -0,0  t, 

g,  =+  9,0  t;        „ 

=  -0,4  t, 

«3  =  +   7,4  t;         „ 

=  -1,0 1, 

(?,  =  +  6,0  t;         „ 

=  -l,8t, 

(?^  =  +  4,8  t;         „ 

=  -2,6  t, 

Q,  =  +  3,6  t;        „ 

=  -3,6  t. 

Hiermit  sind  die  Querkräfte  vollständig  ermittelt. 

b)  Momente.  Für  Momente  gilt  „Vollbelastung",  und  zwar 
müssen  die  schweren  Lasten  über  dem  zu  untersuchenden  Quer- 
schnitte, die  leichten  Lasten  seitlich  davon  stehen.  Durch  diese 
Überlegung  kommen  wir  zu  der  Zuganordnung  Fig.  122  a. 

Zu  diesen  Lasten  wurde  nun  (Fig.  122  b)  das  Kräftepolygon 
und  (Fig.  122  g)  das  Seilpolygon  gezeichnet.  Als  Maßstab  für  die 
Lasten  ist  4,0  t  =  1  cm  und  für  die  Längen  1,0  m  =  1  cm  ge- 
wählt. Die  Polweite  H  des  Kräftepolygons  wollen  wir  im  Längen- 
maßstab und  die  Ordiuaten  y  des  Seilpolygons  im  E^räftemaßstab 
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die  zum  Schnitte  gehörigen  Ordinaten  sind  y,  bzw.  yi .    Der  Ver- 
gleich zeigt,  daß  erätere  die  größere  ist,  und  zwar  wird 

ifg  =  ff  -y,  =  3,00  m  •  7,5  t 
«=22,5mt. 

In  derselben  Weise  ist  dann  noch  durch  Fig.  122  f  für  den 
Querschnitt  5  die  größte  Momentensumme  bestimmt: 

M^  =  H'  y^  =  3,00  m  .  8,8  t 
=  26,4  mt. 

Bin  Ausprobieren  verschiedener  Stellungen  ist  bei  ifg  augenschein- 
lich nicht  nötig. 

•  In  Fig.  122h  sind  für  sämtliche  Querschnitte  die  größten 
Momente  zusammengestellt.  Für  die  Querschnitte  2  und  4^  die 
in  Fig.  122  nicht  untersucht  sind,  führe  man  die  Ermittlung 
selber  durch! 

Die  Methode  geht  recht  schnell  vonstatten,  zeitigt  aber  auch 
ein  ziemliches  Liniengewirr.  Außerdem  muß  man  schon  einen 
gewissen  Überblick  über  die  gefährlichen  Laststellungen  haben, 
da  man  sonst  sehr  leicht  Fehler  machen  wird. 
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n.  Belastung  durch  zwei  gleich  schwere  Lasten« 
Bei  zwei  gleich  schweren  Lasten   wollen  wir  folgenden  Weg 
einschlagen.     Zunächst  untersuchen  wir  die  Stellung,  bei  der  die 
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Fig.  123. 

größte  Moment  für  Laststellung  Fig.  123  c.     Aus  dem  Vergleiche 
der  beiden  Werte  ergibt  sich  der  Unterschied 

(m)  Jlf„-J!fz  =  y-is(|-^o-iff). 

l 
Bezeichnen  wir  die  Strecke  -^  —  Xq  (Fig.  123  b),  die  die  Ent- 
fernung der  Ersatzkraft  von   der  ersten  Last   darstellt,   mit  w, 
so  geht  die  Gleichung  über  in: 

(lY)  Mn-Mi  =  ^.ß{u^ß). 
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Die  Größe  des  bei  dieser  Stellung  entstehenden  Momentes  ist: 


Maha^"  M = 


(4-^) 


'^   l  \2       2  "^  4J\2       4/ 
"   l  [2       4A2       4/' 


Hiermit  ist  für  den  Fall  zweier  gleich  schwerer  Lasten  P,  die  im 
Abstände  a  voneinander  wirken,  das  größte  aller  am  Balken  vor- 
kommenden Momente  durch  eine  einfache  Formel  bestimmt.  Es 
tritt  also  nicht  in  der  Balkenmitte  auf,  sondern  in  den  Ent- 
fernungen  ^a  seitlich  (links"  und  rechts)  von  der  Mitte. 

m.  Belastung  doroh  eine  beliebige  Orappe  Ton  Einzellasten. 


Wir  wollen  nun  in  derselben  Weise  für  ein  beliebiges  Lasten- 
system die  Stellung  aufsuchen,  bei  der  Jfabs  entsteht.  Hier  ist 
die  Schwierigkeit,  daß  man  nicht  von  vornherein  angeben  kann, 

\(b)  "  ^^\m  { f?  Jg  I 

r — 4-^  — ^    ts j 

|# ^  M 

Fig.  124. 

unter  welcher  Last  das  absolute  Moment  auftreten  wird.  Daß 
das  größte  Moment  unter  einer  Last  und  nichj}  etwa  zwischen  zwei 
Lasten  entstehen  wird,  ist  allerdings  sicher.  Meistens  sieht  man 
auch  sofort,  unter  welcher  Last  das  absolute  Moment  zu  erwarten 
ist.  In  manchen  Fällen  müssen  aber  auf  Grund  des  jetzt  zu  ent- 
wickelnden Verfahrens  mehrere  Lasten  ausprobiert  werden. 

Wenn  in  Fig.  124  a  alle  Lasten  annähernd  gleich  groß  sind, 
oder  P3  wenigstens  nicht  ganz  bedeutend  kleiner  ist  als  die  übrigen, 
wird  if abB  xmter  der  mittleren  Last,  P, ,  auftreten.     Nun  stellen 
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Fun  ist  -K"  ^  ^0  ^^^  Entfernung  der  Last  Pg  von  der  Ersatz-^ 

kraft  B  des  gesamten  Lastensystems  (Pig.  124  a).  Fennen  wir 
diesen  Wert  Uj  so  ergibt  sich 

(IVa)  Mui-Mj^^^ß{u-ß), 

d.  i.  dieselbe  Formel  wie  vorhin  hei  zwei  gleich  großer^  Laoten.  Wir 
können  also  die  am  Anfange  dieses  Paragraphen  aufgestellten 
Untersuchungen  hier  verwenden.  Wir  hatten  gesehen:  Der  Unter- 
schied der  *  beiden  Momente  wird  um  so  größer,  je  größer  ß  ist, 
und  zwar  gilt  dieses  bis  zu  dem  Werte  ß  =  0,5  u .  Wird  ß  größer 
als  0,5  u ,  so  wird  der  Unterschied  wieder  kleiner,  d.  h.  der  Wert 
von  Mjii  nähert  sich  wieder  dem  Werte  von  Mj .  Bei  ß  ^  u  ist 
der  Unterschied  gleich  Null,  dann  sind  die  beiden  Werte  einander 
gleich.  Wird  ß  größer  als  u  (d.  h.  verschieben  wir  die  Lasten  so 
weit,  daß  die  Ersatzkraft  über  Trägermitte  kommt),  so  wird  der 
Unterschied  negativ,  dann  wird  Mjji  kleiner  als  Mi .  Der  größte 
Wert,  den  das  Moment  unter  der  Last  Pg  überhaupt  erreichen  Icannj 
entsteht  also  dannj  wenn  P3  um  0,5 u  vor  Trägermitte  steht,  d.  h. 
wenn  die  TrügermiUe  den  Abstand  zwischen  Ps  ^^^  ^  JMUtiert» 
Wenn  man  nun  im  Zweifel  ist,  ob  das  absolute  Maximal- 
moment z.  B.  unter  P3  oder  unter  Pg  entstehen  wird,  muß  mau 
sowohl  für  P3  als  auch  für  Pg  die  Werte  für  Jtfabi  ausrechnen 
und  vergleichen. 

§70a. 

Beispiele  zu  §  70. 

Erste  Aufgabe, 

Ein  Laufkran  von  l^  8,00  m  Spa/nnweite  ist  für  eine  Belastung 
vonl2, 00 1  {Nutzlast  +  Gewicht  der  Katze  usw.)  zu  berechnen  I  (Fig.  125  a.y 

Das  Eigengewicht  des  Trägers  schätzen  wir  zu  g  =  100  kg 
pro  Meter.     Der  Eadstand  betrage  1,20  m.     Auf  jedes  der  vier 

Eäder  der  Katze  entfällt  eine  Last  ^  =  t  '  ^^»OO  «  3,00  t.  Wir 
haben  also  jeden  der  beiden  Laufbahnträger  zu  berechnen:  a)  für 
eine  ruhende,  gleichmäßig  verteilte  Last  g  =  100  kg/m ;  b)  für  ein 
bewegliches  System  von  zwei  Lasten  von  3,00  t  im  Abstand  von 
a  =  1,20  m. 

Der  Träger  soll  aus  Walzeisen  gebildet  werden.  Es  kommt 
also  nur  darauf  an,  das  überhaupt  größte  Moment  festzustellen,, 
um  danach  das  erforderliche  Widerstandsmoment  zu  bestimmen. 
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n&mlicli:  1.  die  Stellung  Fig.  125  b,  bei  der  die  eine  Last  um  ^a 
vor  Trägermitte  steht,  und  2.  die  Stellung  Fig,  125  c,  bei  der  die 
eine  Last  den  Träger  verlassen  hat  und  die  andere  Last  in  der 
Mitte  steht.    Bei  Fig.  125b  ist 

'^     l    \2       4/ 
und  bei  Fig.  125  c 


Um  nun  zu  bestimmen,  bei  welchem  Badstande  a  das  Moment 
nach  Fig.  125  b  gleich  dem  nach  Fig.  125  c  ist,  setzen  wir  M^M\ 
also 

l 


I2        4/"    4    ' 


woraus  wir  (nach  Auflösung  der  Klammer  usw.)  erhalten: 

a»  0,6862! 

Wenn  also  der  Eadstand  a  gleich  0,586  Ij  ist  es  gleichgültig, 
ob*  wir  die  Lasten  nach  Fig.  125  b  oder  c  au&tellen.  Ist  a  kleiner 
als  0,586  {,  so  ergibt  die  Stellung  125  b  das  größte  Moment.  Ist 
a  größer  als  0,5861,  so  ist  Stellung  Fig.  125  c  maßgebend. 

Zweite  Aufgabe/ 

D^  Träger  Fig.  126a  ist  für  die  Belastung  Fig.  126h  zu  berechnen  l 
Die  einfache,  bei  der  vorigen  Aufgabe  benutzte  Formel  darf 
nur  dann  zur  Bestimmung  von  3f abs  angewendet  werden,  wenn 
es  sich  um  zwei  gleich  schwere  Lasten  handelt!  Bei  Fig.  126b 
müssen  wir  also  zur  Ermittlung  des  absoluten  Maximalmomentes 
auf  die  allgemeine  Eegel  zurückgreifen:  Zunächst  die  Ersatzkraft  B 
des  Lastensystems  bestimmen  und  dann  dieses  so  aufstellen,  daß 
die  Trägermitte  den  Abstand  zwischen  B  und  der  Last  P,  unter 
der  Jfabs  zu  erwarten  ist,  halbiert. 

Für  Fig.  126  b  ergibt  sich  die  Lage  von  B  durch  Aufstellung 
der  statischen  Momente: 

E. 1^  =  2,0. 1,20  +  4,0-0,0, 

2,0-1,20        2,40      ^.^ 

^-2:ü+tö=iö-==^'^^°^ 
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Nun  siebt  man,  daß  im  vorliegenden  Falle  das  größte  Moment 
unter  der  Last  von  4,0  t  auftreten  wird.  Wir  stellen  also  die 
Lasten  so  auf  (Fig.  l26a),  daß  die  Trägermitte  zwischen  4,0  t 
und  B  ist.     Dann  ist 

Jtf.b.  =  ^- 3,80  =  ^1^.3,80 

Dritte  Aufgabe. 

Der  Träger  Fig.  126c  und  e  ist  für  die  Belastung  Fig.  126d  zu 
berechnen! 


^f 


(CL) 


flW» 


j^iU 


z^ot 


Z,ot 


3,90 


M,OOrrtr- 


i 

-t 


^ 


^.30 


•   4*^/rt- 


b 3.H     I M4«f>i«M|< ».3t     A  • 

r. *   *   ,  iiV....J ^ 

( ^^S9    ^;    m 3.Sß  J 


.  'f.oonX' 


'^.offm,  - 


Fig.  12G. 

Zunächst  muß  die  Lage  von  B  bestimmt  werden.  Nehmen 
wir  als  Bezugspunkt  für  die  statischen  Momente  einen«  beliebigen 
Punkt  auf  der  Last  2,0  t,  so  ist 

+  B .  t^  =  -- 1,0 . 0,75  +  2,0  •  0  +  2,5  •  2,00  +  1,5  •  3,60  j 
9,65 


7,0 


=  1,38  m. 


Wenn  wir  jetzt  die  Lasten  auf  dem  Träger  aufstellen  wollen,  be- 
steht die  Schwierigkeit,  daß  wir  von  vornherein  nicht  angeben 
können,  unter  welcher  Last  itfabs  entstehen  wird.  Wir  nehmen 
zxmächst  an,  dieses  geschehe  unter  der  Last  von  2,0  t;  stellen 
also  die  Lasten  nach  Fig.  126  c  auf  und  erhalten  das  größte  Mo- 
ment, das  unter  der  Kraft  von  2,0  t  entstehen  kann: 

Fischer,  SUtik.  25 
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Jf  =  +A -3,31 -1,0.0,75 

-=+7,o||^.3,31- 1,0.0,75 

-»9,59. -0,75«=  8,84  mt. 

Ifan  probieren  wir  die  Last  von  2,50  t  aus,  stellen  also  die 
Belastung  so  auf,  daß  Trägermitjbe  zwischen  B  und  der  Last  von 
2,50  t  ist  (Fig.  126 e),  und  bekommen  für  diese  Laststellung  (unter 
der  Last  2,50  t) 

jf  = +5-3,69-1,5.1,60 

Q  fiQ 

«+7,0|^.  3,69 -1,5. 1,60      • 

=  11,90  -  2,40  =  9,50  mt. 

Da  eine  andere  Last  als  2,00  t  und  2,50  t  nicht  in  Betracht 
kommt,  so  ist  das  größte  Moment,  das  infolge  des  obigen  Lasten- 
systems an  dem  Balken  entstehen  kann,  gleich  9,50  mt.  Es  hat 
sich  ergeben,  daß  ifabs  unter  der  Last  entsteht,  die  der  Eisatz- 
kraft R  am  nächsten  steht.  Man  wird  finden,  daß  dieses  fast 
immer  so  ist. 


12.  Vortrag: 

Aoflagerdrüeke,  Querkrätte  nnd  Momente  beim 
überkragenden  Balken^  beim  Frei-  und  Gerbersehen  Träger.^) 

§71. 
Der  überkragende  Balken  bei  ständiger  Belastung. 

Nachdem  wir  in  den  beiden  letzten  Vorträgen  die  Querkräfte 
und  Momente  des  einfachen  Balkens  zwischen  zwei  Stützen  unter« 
sucht  haben,  wollen  wir  jetzt,  als  Ergänzung  dieser  Betrachtungen, 
einige  dem  einfachen  Balken  verwandte  Konstruktionen  betrachten. 
In  Fig.  127a  haben  wir  einen  Balken,  der  über  seine  Auflagert 
und  B  hinüberkragt  {BalJcen  mit  Überkragenden  Enden).  Die  Be- 
lastung bestehe  aus  den  Einzellasten  P| ,  . . . ,  P^ .  Wir  be* 
ginnen  mit 


*)  Dieser  Vortrag  kann  vom  Leser  auch  an  späterer  Stelle  nachgeholt 
werden. 
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a)  Bereehnung  der  Auflagerdrüeke.  um  die  Auflagerkraft  A 
zu  bestimmen,  stellen  wir  die  Summe  der  statischen  Momente  in 
bezug  auf  Punkt  B  auf  und  erhalten: 


(I)  A^A^  +  "'^^7"^^^-P.f 

entsprechend 
da)  B  =  _p,|  +  ^Lfl+^^  +  P,l+l. 

Wie  man  sich  leicht  überzeugt,  ist  die  Summe  Ä  +  B  gleich 
der  Sumnie  Pi  +  P9  +  P»  +  P4 .  Aus  den  obigen  Gleichungen  ist 
zu  ersehen y  daß  die  Beiträge,   die  die  beiden  zwischen  A  und  B 


% 


rt —  o 


',rrt  ^  VfL    .  i  'r*  7^         \7i    Jt^      .10  ! 


Fig.  127. 

Stehenden  Kräfte  P,  und  Pj  zu  den  Auflagerdrücken  A  und  B 
liefern,  ebenso  groß  sind  wie  beim  einfachen  Balken  zwischen 
zwei  Stützen.  Es  tritt  nur  noch  hinzu  der  Beitrag  Ton  P^  und  P^. 
Hierbei  zeigt  sich  aus  Gleichung  (I),  daß  der  Beitrag,  den  die 
Kraft  Pi  zum  Auflagerdruck  A  liefert,  größer  ist  als  Pj  selber. 
Der  Beitrag  der  Kraft  P^  dagegen  ist  negativ.  In  der  Tat  ist  ja 
diese  Kraft  bestrebt,  den  Balken  vom  Auflager  abzuheben;  sie 
bringt  also  einen  negativen  (nach  unten  gerichteten)  Auflagerdruck 
hervor.  Bei  B  [Gleichung  (la)]  sind  die  Verhältnisse  umgekehrt. 
b)  Bereehnung  der  Qaerkrätte.  Die  weitere  Untersuchung  dieseB 
Trägers  kann  nun  in  derselben  Weise  geschehen  wie  beim  einfachen 

25* 
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Balken.  Wollen  wir  die  inneren  Kräfte  bestimmen,  die  an  einer 
beliebigen  Stelle,  m ,  des  Balkens  wirksam  sind,  so  berechnen  wir 
zunächst  für  diesen  Querschnitt  die  Querkraft  Qm  und  das  Mo- 
ment Mfi^.  Die  Kraftsumme  für  den  Schnitt  m  von  Fig.  127  a 
ist  gleich  —  Pj .  Denn,  betrachten  wir  den  Teil  linTca  von  m ,  so 
haben  wir  als  einzige  äußere  Kraft  die  Last  P^.  Da  nun  am 
linken  Teile  die  abwärts  gerichteten  Kräfte  negativ  gezählt  werden, 

so  ist  also  '  n    —      t> 

Sern  —      ^\* 

Für  den  Schnitt  n  haben  wir  die  beiden  äußeren  Kräfte  P^ 
und  A .    Da  letztere  nach  oben  wirkt,  so  wird 

In  derselben  Weise  bestimmen  sich: 

Qo  =  -Pi  +  A-  P,  -  P3  =  +p^  -  p  , 
Qp  =  -Pi  +  A^P^^P^  +  B  =  +P4  ; 

Trägt  man  diese  Querkräfte  graphisch  auf,  so  entsteht  die  in 
Fig.  127  b  dargestellte  Querkraftfläche.  Hierbei  ist  angenommen, 
daß  der  Auflagerdruck  A  größer  als  Pj  ist,  so  daß  die  Querkraft 
für  einen  Schnitt  rechts  von  A  positiv  ist.  Es  kann  natürlich 
auch  der  Fall  eintreten,  daß  A  kleiner  als  P^  ist  (wenn  P^  sehr 
groß  ist).  Dann  bekommt  auch  für  einen  Querschnitt  rechts  von 
Ä  die  Querkraft  einen  negativen  Wert. 

e)  Berechnung  der  Momente.  Um  das  Moment  für  Punkt  m 
zu  berechnen,  bilden  wir  das  Produkt  aus  der  Kraft  Pj  mal  der 
Entfernung  x^.  Da  am  linken  Teile  die  linksherum  zeigenden 
Kräfte  negativ  gerechnet  werden,  so  ist 

Für  den  Querschnitt,  der  gerade  über  der  Stütze  A  liegt,  ist 
das  Biegungsmoment  -^^   ==  _p  .  /, 

Entsprechend  ist  das  Moment  über  der  Stütze  B: 
Mb  =  — P4  •  d  . 

(Am  rechten  Teile  wurden  die  rechtsherum  drehenden  Momente 
negativ  genommen.)  Diese  beiden  Momente  heißen  die  „Stützen- 
momente^^  Für  einen  zwischen  den  Stützen  liegenden  Punkt,  r, 
ist  das  Biegungsmoment 

Mr  =  +A  .  X  —  Pi(c  +  a?)  —  P2(a?  —  a^) 

^^^  Mr  =  +B'x'^P^{d  +  a^O  -PsC«^'-  h)  • 
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Mitunter  ist  es  aber  einfacher,  folgenden  Weg  znr  Berechnung 
Ton  Mf  einzuschlagen:  Betrachte  ich  die  beiden  außenstehenden 
Lasten  P^  und  P4  für  sich  allein ,  so  ist  deren  Anteil,  M^.^  an 
dem  Biegungsnioment  Jf,: 

lf;  =  +il'-a?  — Pi(o  +  i»). 

{A'  sei  der  Auflagerdruck  infolge  P^  und  P4.)    Da 

ist,  80  folgt  für  Mf-. 

=  ^-P^-^x  +  P^^x-P^■JX-P^c-P,x    \ 

Nun  sind  —P^o  und  — P^d  die  Biegungsmomente  über  den 

Stützen  (Stützenmomente).    Tragen  wir  diese  in  Fig.  127  c  in  einem 

beliebigen  Maßstab  auf,  so  daß  A"a  =  Pi-o  und  B"b  —  P^ •  d  ist, 

und  verbinden  a  mit  b,  so  ist  die  unter  dem  Punkte  r  gemessene 

•  Strecke 

X  x' 

=  P,dy  +  P,e-j- 

d.  h.  die  Strecke  c  d  stelU  den  Anteil  M^  daVj  den  die  beiden  Kräfte  Pi 
und  P4  dn  dem  Biegungsmoment  Mr  haben.  Dieser  Anteil  ist  negativ 
wie  sich  aus  der  obigen  Gleichung  ergibt. 

l^un  gehen  wir  zu  den  Kräften  Pg  und  Pg.  Diese  beiden 
Kräfte  wirken  auf  die  überkragenden  Teile  überhaupt  nicht  ein. 
Sie  bringen  nur  in  dem  zwischen  A  und  B  gelegenen  Balkenteile 
Biegungsmomente  hervor,  so  daß  sich  der  Träger  unter  der  Ein- 
wirkung von  P2  und  P3  ebenso  verhält  wie  ein  einfacher  Balken, 
der  von  A  bis  B  reicht.    Wir  können  also  nach  den  früheren 
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Metboden  die  zu  Pj  und  Pg  gehörige  Momentenfläche  zeichnen  — 
sie  wnrde  in  Fig.  127c  zu  A^fgB"  angenommen  —  und  haben 
dann  durch  die  Strecke  öe  die  graphische  Darstellung  des  Biegungs- 
momentes infolge  Pj.und  Pj  .  Wir  wollen  diesen  Anteil  M"  nennen; 
er  ist  positiv,  wie  aus  dem  Früheren  bekannt  ist.  Das  Moment 
infolge  des  gleichzeitigen  Einwirkens  von  P^  und  P^,  und  P,  und  Pg 
ist  also 

^  oe  —  cd 
=  de  . 

Die  Strecke  de  stellt  demnach  graphisch  das  zu  dem  Schnitte  r 
gehörige  Biegungsmoment  dar.  Entsprechend  finden  wir  für  jeden 
anderen  Querschnitt  das  Biegungsmoment.  Die  in  Fig.  127  c 
schraffierte  Fläche  ist  also  die  Momentenfläche,  d.  h.  ihre  Ordi- 
naten  geben  für  jeden  Querschnitt  das  zugehörige  Biegungsmoment. 

Meistens  wird  es  aber  bequemer  sein,  das  Moment  Mr  analy- 
tisch zu  ermitteln.  Dann  berechnen  wir  also  zunächst  die  Stützen- 
momente 

lf^==— Pi-c     und     MB  =  —P^'d 

und  erhalten  hiermit  das  gesuchte  Moment  im  mittleren  Teile*. 

Mt^J^'  +  M^^^  +  Mb^. 

Hierin  wird  das  Moment  M^f  so  berechnet,  als  ob  sich  der  Balken 
nur  über  den  mittleren  Teil  Ä — B  erstreckt.  Der  Einfluß  der 
überkragenden  Arme  dagegen  kommt  durch  die  beiden  letzten 
Glieder  der  obigen  Gleichung  zum  Ausdruck.  Da  Jf^  und  Mß 
negativ  sind,'  stellen  diese  beiden  letzten  Glieder  die  Verminderung 
des  Momentes  dar,  die  die  Stelle  r  dadurch  erfährt,  daß  der 
Balken  über  seine  Stützpunkte  auskragt.  Die  Kragarme  wirken 
also  günstig  (verkleinernd)  auf  die  Momente  des  mittleren  Teiles, 
d)  Von  .besonderem  Interesse  ist  natürlich  wieder  die  Frage 
nach  dem  Maximalmoment  Hierzu  sieht  man  aus  Fig.  127  b,  daß 
die  Querkraft  nicht,  wie  beim  einfachen  Balken,  an  einer  Stelle 
aus  dem  Positiven  in  das  Negative  übergeht,  sondern  daß  ein 
solcher  Übergang  an  drei  Stellen,  bei  A\  a'jB'j  stattfindet.  Direkt 
unter  der  Last  P^  ist  das  Moment  gleich  Null.  Die  Querkraft  ist 
von  da  ab  negativ;  also  ist  auch  die  Zunahme  des  Momentes 
negativ.  Das  Moment  nimmt  von  Null  ab,  d.  h.  es  wird  negativ 
und  erreicht  dann  bei  A  einen  Maximalwert.     Von  A  ab  nähert 
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t 

es  sich  dem  Werte  Null,  wird  dann  positiv  und  erreicht  bei  8  den 
größten  positiven  Wert.  Von  hier  aus  nimmt  das  Moment  wieder 
ab,  wird  negativ  und  erreicht  bei  B  einen  zweiten  Maximalwert 
im  negativen  Teil.  Man  muß  also  bei  einem  derartigen  Balken 
für  die  drei  Stellenj  an  denen  die  Querkraft  ihr  Vorzeichen  wechelt, 
die  Biegungsmomente  ausrechnen  und  miteinander  vergleichen. 
Besonders  beachte  man,  daß  beim  überkragenden  Balken  so- 
wohl positive  als  auch  negative  Momente  vorkommen.  In  den  Krag- 
armen sind  die  Momente  nur  negativ;  im  mittleren  Teile  sind  sie 
teils  positiv,  teils  negativ.  Daraus  folgt:  In  den  Elragarmen 
herrschen  in  den  oberen  Fasern  stets  Zt£^pannungen ,  in  den 
unteren  stets  i>rticÄ^pannungen.  Im  mittleren  Teile  ist  entweder 
oben  Zug,  unten  Drück  oder  oben  Druck  und  unten  Zug. 


§  72. 

Der  Freiträger« 

Wenn  die  beiden  Auflager  A  und  B  des  vorhin  behandelten 
Eragträgers  eng  zusammenrücken  und  der  eine  überkragende  Teil 
gleich  Null  wird,  entsteht  der  in  Fig.  128  a  dargestellte  Freiträger 
(Konsolträger,  Balkonträger).  Dessen  Auflagerdrücke,  Querkräfte 
und  Momente  können  wir  also 
nach  den  im  vorigen  Paragraphen 
entwickelten  Methoden  ermitteln. 
Der  Auflagerdruck  bei  B  ist 
negativ  (nach  unten  wirkend). 
Man  wird  also  zweckmäßig  bei 
B  das  Lager  an  der  oberen  Fläche 
des  Trägers  anordnen.  Ist  nicht 
genügend  Aufmauerung  vorhan- 
den,   so    muß    man   eine   nach 


^ 


jpuLjnr, 


(a) 


(h) 

Fig.  128. 


unten  gehende  Verankerung  vorsehen.  Meistens  handelt  es  sich 
hierbei  aber  nur  um  kleinere  Konstruktionen.  Der  Träger  wird 
dann  einfach  im  Mauerwerk  eingemauert;  allenfalls  kann  man 
nach  Fig.  128  b  noch  zwei  Platten  hinzufügen.  Die  Querkraft  ist 
fm\  einen  beliebigen  Querschnitt  m 


Das  Moment  ist 


Jtf«,  =  -^P.a^. 
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Während  die  Querkraft  für  alle  Querschnitte  dieselbe  ist« 
wächst  das  Moment  mit  der  Entfernung  x  und  wird  an  der  Ein- 
spannstelle gleich  —P-l.  Da  die  Querkraft  an  der  Mauerkante 
nicht  gleich  KuU  ist,  kann  auch  nicht  an  dieser  Stelle  das  Maximal- 
moment  eintreten.  Dieses  entsteht  vielmehr  an  einem  Querschnitt, 
der  bereits  in  der  Einmauerüng  liegt  (in  Fig.  128  a  bei  dem  Quer- 
schnitt über  Ä),  Man  kümmert  sich  aber  darum  nicht  weiter, 
sondern  rechnet  den  Balken  nach  der  einfachen  Formel 


M^ 


P'l. 


§  73. 

Der  überkragende  Balken  bei  beweglicher  Belastung.   Einflußlinien. 

Am  übersichtlichsten  gestaltet  sich  die  Betrachtung  einer  be- 
weglichen  Belastung,  wenn  wir  die  Untersuchung  mittels  Einfluß- 
linien durchführen. 


B^ Linie. 


Fig.  12Ö. 

a)  Einflufilinie  für  den  Auflagerdruck.  Auf  dem  Balken  be- 
findet sich  an  der  Stelle  I  eine  Last  P  =  1,0  t  (Fig.  129  a).  Dann 
ist  der  Auflagerdruck 

^,_i,.»!.=l,„A, 

und  diesen  Ausdruck  tragen  wir  in  bekannter  Weise  graphisch 
auf,  indem  wir  in  Fig.  129  b  A'C'==  1,0  t  zeichnen  und  C  mit  B' 
verbinden.     Dann  ist  Ai  ^^rj^. 
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SO  ist  links  von  diesem  Schnitte  überhaupt  keine  Kraft.  Es  ist 
also  bei  dieser  Laststellung  Q«,  =  ö  •  Dasselbe  Eesultat  ergibt 
sich  für  jede  andere  Stellung,  die  die  Last  rechts  vom  Schnitte  m 
einnimmt.  Es  ist  dann  immer  die  Summe  aller  links  oder  rechts 
von  m  befindlichen  Kräfte  gleich  Null.  Eückt  die  Last  aber 
links  vom  Schnitte  m  (Stellung  III),  so  ist  §„  =  —  P  =  — 1,0  t. 
Um  nun  die  Querkraft  für  alle  möglichen  Laststellungen  graphisch 
aufzutragen,  zeichnen  wir  (Fig.  130b)  die  Linie  MNOR,  deren 
Ordinaten  von  M  bis  N  gleich  — 1,0  t  und  von  0  bis  Ä  gleich 
Null  sind;  sie  ist  also  die  Einflußlinie  für  Q^n* 
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In  Fig.  130o  ist  in  entsprechender  Weise  die  EinfloBlinie  f&r 
die  Querkraft  eines  Schnittes,  n,  im  rechten  auskragenden  Teil 
dargestellt. 

Untersuchen  wir  nun  einen  Querschnitt,  o,  zwischen  den 
Stützen,  so  ist  bei  Laststellung  I  die  Querkraft  gleich  dem  bei 
dieser  Stellung  entstehenden  Auflagerdruck  Ai\  Qo  =  +Äi .  Bückt 
die  Last  in  Stellung  IV^  und  betrachten  wir  wieder  den  Teil  links 
Tom  Schnitte  o,  so  ist  Q  =  -]-Äiy.  Solange  also  die  Last  rechts 
vom  Schnitte  steht,  ist  die  Querkraft  gleich  dem  bei  der  betref- 
fenden Laststellung  entstehenden  Auflagerdruck  A .     Ergibt  die 


<ot 


Laststellung  einen  positiven  (nach  aufwärts  gerichteten)  Wert  von 
A,  z.  B.  bei  Stellung  I ,  so  ist  auch  Q  positiv;  ist  aber  bei  der 
betreffenden  Stellung  der  Auflagerdruck  A  negativ  (abwärts  ge- 
richtet), so  ißt  auch  Q  negativ.  Um  nun  Q  für  die  verschiedenen 
Laststellungen  graphisch  darzustellen,  zeichnen  wir  die  Einfluß- 
linie D^C'B'E'  für  den  Auflagerdruck  A.  Steht  dann  an  belie- 
big«* Stelle  eine  Last  P  =  1,0  t,  so  ergibt  die  unter  der  Last  be- 
findliche Ordinate  den  Auflagerdruck  A  und  damit  die  Querkraft 
für  den  Schnitt  o .  Dieses  gilt  aber  nur  so  lange,  als  P  sich  rechts 
vom  Schnitte  befindet.  Eückt  es  links  von  o  (Stellung  II  oder  717), 
so  ist  die  Querkraft  gleich  dem  Auflagerdruck  A  vermindert  um  P. 
Einfacher  ist  es  jedoch,  dann  den  rechts  von  o  befindlichen  Träger- 
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gleich  I^ull.  Sobald  sie  dann  abe?  weiter  nach  links  steht,  Stel- 
lung III ,  entsteht  am  Punkte  m  ein  Biegungsmoment 

Die  in  Fig.  131b  dargestellte  Linie  ist  also  die  Binflußlinie  für  Jf«  . 
Entsprechend  zeigt  Fig.  131c  die  Einflußlinie  für  einen  Schnitt, 
n,  am  rechten  Teile. 

Bei  dem  Querschnitte  o  betrachten  wir,  solange  P  rechts 
von  o  ist,  den  linken  Teil  und  haben  dann  M^  =  -\-A-Xq.  Um 
für  diese  Stellungen  die  Binflußlinie  für  das  Moment  M^  zu  finden, 
tragen  wir  die  ji- Linie  im  o^q- fachen  Maßstabe  auf.  Wir  zeichnen 
also  A''G"  =»  Xq  •  1,0 ,  ziehen  D"E''  und  benutzen  hiervon  den 
rechts  von  o  gelegenen  Teil  F'^E'\  Wenn  A  positiv  ist  (bei  La^t- 
stellung  I),  ist  auch  das  Moment  positiv,  da  am  Teile  links  vom 
Schnitte  die  rechtsherum  zeigenden  Kräfte  positiv  gezählt  wer- 
den. Ist  ji  negativ  (bei  Laststellung  IV)y  so  ist  auch  M  negativ. 
Steht  nun  die  Last  links  vom  Schnitte  o,  so  berechnen  wir  M^ 
aus  den  am  rechten  Teile  angreifenden  Kräften  und  erhalten 
Mq  =  '\-B'Xq.  Dieser  Teil  der  Einflußlinie  für  das  Biegungs- 
moment  wird  also  erhalten,  indem  die  ^ -Linie  im  ^o'^^^^^i^  Maß- 
Stabe  aufgetragen  wird,  und  zwar  ist  es  dort  positiv  (negativ),  wo 
B  positiv  (negativ)  ist.  In  Fig.  131  d  sind  die  Teile  der  jB- Linie, 
die  nicht  gebraucht  werden,  der  Einfachheit  wegen  fortgelassen. 
Die  Linie  H^'F^'E''  ist  also  die  Einflußlinie  für  das  Biegungs- 
moment am  Schnitte  o.  Im  mittleren  Teile,  A'^F^^B'\  stimmt 
sie  überein  mit  der  Einflußlinie  für  Mq  ,  die  für  den  Fall  ge- 
zeichnet ist,  daß  der  Balken  nur  zwischen  A  und  B  reicht.  \In 
der  Tat  kommen  ja,  solange  sich  die  Lasten  zwischen  A  und  B 
befinden,  die  überkragenden  Teile  nicht  in  Betracht. 

§  74. 
Der  Gerbersehe  Träger.    Einflnßlinien. 

Das  Prinzip  des  Gerherschen  Trägers.  In  Fig.  132  a  haben 
wir  einen  Balken  AB,  der  außer  an  dem  festen  Lager  A  und  dem 
beweglichen  B  noch  zwischen  diesen  beiden  Lagern,  bei  (7,  gestützt  ist. 
Wir  haben  hier  also  an  den  Auflagern  vier  Unbekannte,  nämlich 
bei  A  Größe  und  Eichtung,  bei  B  Größe  und  bei  G  ebenfalls  die 
Größe  der  Auflagerkraft.  Um  nun  die  Auflagerdrücke  zu  er- 
mitteln, stehen  die  drei  Gleichgewichtsbedingungen  zur  Verfügung. 
Die  erste,  B,  =  0,  sagt  aus,  daß  die  am  festen  Lager  wirkende 


Digitized  by 


Google 


Träger^^  OB  teilweise  entlastet  wird.  Diesen  überaus  fruchtbaren 
Gedanken,  durch  Anordnung  Ton  Gelenken  statisch  bestimmte 
Konstruktionen  mit  sehr  günstiger  Materialausnutzung  zu  erzielen, 
verdanken  wir  Oerber. 
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FinfLu/slinierv  für  den.  CerberscrienTräcfer 

Fig  133.    • 
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Bei  standiger  Belastung  berechnet  man  die  Momente  nnd 
Qnerkräfte,  indem  man  sunächst  den  eingehängten  Teil  untersucht 
und  dann  dessen  Auflagerdruck  im  Gelenkpunkte  als  äußere  Kraft 
für  den  Ejragträger  einführt. 

Bei  beweglicher  Belastung  benutzt  man  am  besten  Einfluß- 
linien. 

a)  Einflußlinie  für  den  Auflagerdruck.  Der  Qerbersche  Träger 
in  Fig.  133  besteht  aus  dem  überkragenden  Balken  DE  und  den 
eingehängten  Trägern  (auch  Koppelträger  genannt)  FD  und  EO . 
Hieran  schließt  sich  dann  das  Widerlager  resp.  der  f olgende; Trä- 
ger an.  Um  nun  die  Einflußlinie  für  den  Auflagerdruck  A  zu 
zeichnen,  beachten  wir,  daß,  solange  sich  die  Last  zwischen  D 
und  E  befindet,  nur  der  überkragende  Balken  DE  in  Frage  kommt. 
Die  eingehängten  Träger  sind  dann  unbelastet  und  treten  über- 
haupt nicht  in  Erscheinung.  Die  Einflußlinie  für  A  für  einen 
Träger  mit  überkragenden  Enden  wurde  bereits  in  §  73  (Fig.  129) 
abgeleitet.  In  Fig.  133  b  ist  sie  durch  die  Linie  D'J^^  dargestellt. 
Wir  haben  also  z.  B.  für  die  Laststellung  I  den  Auflagerdruck 
Aj^P'tj^. 

Tritt  nun  die  Last  P » 1,0 1  aul  den  eingehängten  Träger 
FD  (Laststellung  U),  so  berechnen  wir  zunächst  die  Auflager- 
drücke dieses  Trägers  auf  seine  Unterstützungspunkte  F  und  D 

und  erhalten  bei  F  einen  Auflagerdruck  von  1,0 -y-  und  bei  D 

b 
einen  Druck  von  1,0 •^.    Der  erstere  Druck  geht  auf  das  Wider- 

lager  und  kommt  also  für  A  nicht  in  Betracht.  Der  zweite  wirkt 
als  Einzellast  im  Punkte  D.     Stände  in  D  eine  Last  von  1,0  t, 

so  wäre  Jl  =  1,0  •  i]\    Nun  haben  wir'  in  D  eine  Last  von  1,0  •  y- ; 

b 
folglich  ist  Aji  =  y- .  17'.    Dieses  ist  also  der  Auflagerdruck  An , 

wenn  in  II  eine  Last  von  1,0  t  steht.  Um  den  Ausdruck  gra- 
phisch aufzutragen,  verbinden  wir,  in  Fig.  133b,  D'  mit  P'  und 
erhalten  die  unter  II  liegende  Ordinate 

Steht  die  Last  an  der  Stelle  III ,  so  ermitteln  wir  den  Auf- 
lagerdruck jB  — l,Or-  und  finden 
•1 
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Die  Linie  F'D'IE'O'  ist  also  die  Einflußlinie  für  den  Auflager- 
druck  A.  In  genau  entsprechender  Weise  ist  in  Fig.  133  c  die 
Einfinl^linie  für  den  Auflagerdruck  B  konstruiert. 

b)  Einnufilinie  für  die  Querkraft  Die  Einflußlinie  für  die 
Querkraft  bestimmen  wir  in  derselben  WeiSb  wie  vorhin  den  Auf- 
lagerdruck. Solange  sich  die  Last  zwischen  D  und  E  befindet, 
haben  wir  es  nur  mit  dem  überkragenden  Träger  zu  tun.  Für 
diesen  sind  die  Einflußlinien  für  die  Querkraft  am  Schnitte  m 
(Fig.  133  d),  am  Schnitte  n  (Fig.  133 e)  und  am  Schnitte  o  (Fig.  133  f) 
unter  Fortlassung  der  nicht  gebrauchten  Strecken  dargestellt.  TJin 
nun  diese  Einflußlinien  auch  für  den  Fall  zu  vervollständigen, 
daß  die  Last  auf  die  eingehängten  Träger  FD  oder  EG  tritt,  be- 
stimmen wir  die  Punkte  F'  unter  F  und  verbinden  sie  mit  den 
Bndpunkten  der  Ordinaten  rj\  und  die  Punkte  (?'  unter  (?  und 
verbinden  diese  mit  den  Endpunkten  der  Ordinaten  ri".  Steht 
dann  z.  B.  an  der  Stelle  II  die  Last  P  =  1,0  t,  so  sind  die  unter 
der  Last  liegenden  Ordinaten  ri^  in  Fig.  133  d,  e  und  f  gleich  der 
Querkraft  für  Schnitt  w,  n,  o.  Der  Beweis  dafür  entspricht 
genau  der  unter  a)  gegebenen  Ableitung  für  den  Auflagerdruck  A 
bei  den  Laststellungen  II  und  III . 

e)  Einflußlinie  für  das  Moment  Die  Einflußlinie  für  die 
Biegungsmomente  in  den  Schnitten  m^  n,  o  sind  in  Fig.  133g,  h 
und  i  dargestellt.  Sie  sind  in  derselben  Weise  abzuleiten,  wie  es 
vorhin  für  Auflagerdruck  und  Querkraft  geschehen  ist.  Für  alle 
Laststellungen  zwischen  D  und  E  kommt  nur  der  überkragende 
Balken  DE  in  Betracht.  Tritt  dann  die  Last  auf  die  eingehängten 
Träger,  z,  B.  Stellung  ZU,  so  bestimmt  man  zunächst  die  Auf- 

lagerdrücke  dieses  Trägers  ^  =  1,0  •  —  und  G  =  1,0  •  y- .    Letzterer 

kommt  nicht  in  Betracht.     Ersterer  wirkt  als  Einzellast  in  E  und 
erzeugt  ein  Moment 

Dieser  Ausdruck  wird  dann  graphisch  dargestellt,  indem  wir 
den  Endpunkt  der  Ordinaten  tj^'  mit  den  Punkten  O'  verbinden 
und  die  Laststellung  III  hinunterloten.     Dann  ist 

Entsprechend  werden  dann  die  Einflußlinien  auf  der  linken 
Seite  für  den  eingehängten  Träger  FD  vervollständigt. 
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gehängten  Träger'*  (Koppelträger)  können  natürlich  schwächer  ge- 
nommen werden  als  Balken  von  der  Spannweite  I ,  da  sie  ja  eine 
geringere  Stützweite  haben.  Aber  auch  die  überkragenden  Träger 
werden  schwächer  als  entsprechende,  nur  von  Pfeiler  zu  Pfeiler 
reichende  Balken.  Denn  durch  Auskragung  seiner  Enden  werden 
die  Momente  eines  Balkens  zwischen  den.  Stützpunkten  verringert, 
wie  Fig.  127  c  bei  dem  daselbst  unterduchten  auskragenden  Balken 
zeigte  (vgl.  §  71,  c).  Insgesamt  wird  sich  also  durch  Verwendung 
von  Gelenkträgern  eine  erhebliche  Materialersparnis  erzielen  lassen. 
Die  allgemeine  Theorie  der  öerfeerschen  Träger  ist  bereits  in 
den  beiden  letzten  Paragraphen  durchgenommen.  Wir  wollen  sie 
jetzt  für  die  besonderen  Verhältnisse  des  vorliegenden  Falles  er- 

Fiseber,  Statik.  26 
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ganzen,  die  darin  bestehen,  daß 
erstens  sämtliche*  Träger  in  glei- 
cher Weise  belastet  werden  und 
zweitens  die  Entfernung  der  Stütz- 
punkte voneinander  gleich  ist. 

Die  Belastung  der  Längenein- 
heft sei  g ;  die  Stützenentf emung 
sei  2,  und  die  Gelenke  seien  nach 
Fig.  134  a  angeordnet.  Wir  wollen 
nun  die  Biegungsmomente  berech- 
nen und  hierbei  die  Frage  unter- 
suchen :  Wie  lang  müssen  die  Aus- 
kragungen a  und  b  genommen 
werden,  damit  die  an  den  ver- 
schiedenen Stellen  des  Trägerzuges 
entstehenden  größten  Momente 
einander  gleich  werden,  d.  h.  damit 
das  Material  möglichst  gleichmäßig 
ausgenutzt  wirdt 

n.  Berechnung  des  normalen  Krag- 
trägers II  (Fig.  134a). 

In  Fig.  134  a  haben  wir  im 
ganzen  drei  Kragträger  und  vier 
eingehängte  Träger.  Je  ein  Krag- 
trftger  und  ein  ein'gehängter  Träger 
folgen  aufeinander.  Den  mittleren 
Eragträger  II  wollen  wir  den  nor- 
malen Eragträger  nennen,  weil  er 
nach  beiden  Seiten  gleichweit  über 
die  Auflager  auskragt.  (Diebeiden 
seitlichen  Kragträger  IV  haben 
nach  den  Endwiderlagern  zu  anor- 
male Auskragungen.)  Zunächst 
werde  ein  solcher  normaler  Krag- 
träger untersucht. 

Bei  einem  Kragträger  tritt 
das  größte  Moment  entweder  über 
den  Stützen  oder  im  mittleren 
Teile  auf  (§  71,  c;  Fig.  127  c). 
Durch  eine  bestimmte  Län^e  der 
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Auskragung  a  —  die  wir  später  bestimmen  werden  —  läßt  sich 
erzielen  f  daß  die  Stützenmomente  gerade  gleich  dem  größten 
mittleren  Momente  sind.  In  diesem  für  die  Materialausnützong 
natürlich  sehr  günstigen  Falle  ergibt  sich  dann  für  das  Stützen- 
moment und  das  mittleref  Moment  folgender  Wert: 

Allgemein  ist  nach  §  71,  c  das  Moment  im   mittleren  Teile 
eines  Kragträgers: 


M 


l 


l 


(Hierin  ist  M"  das  Moment  des  Querschnittes,  wenn  man  nur 
den  mittleren  Teil  des  Balkens  als  vorhanden  annimmt;  Jf^  und 
Mb  sind  die  Stützenmomente;  x'  und  x  sind  die  Abstände  des 
betrachteten  Querschnittes  von  den  Lagerpunkten  B  und  A.) 

Nun  sind  (Fig.  134  c)  die  Stützenmomente  Jf^  und  Mb  des 
Trägers  II  aus  Symmetriegründen  einander  gleich.  Sie  mögen 
mit  Mii^t  bezeichnet  werden.   Das  Moment  M"  ist  nach  Fig.  134  c: 


v*:.-^ 


^•^a;> 


-'-m 


M''=^^glK 

Die  Abstände  w'  und  x  sind  gleich  1/2. 

Somit  ergibt  sich  für  das  größte  Moment  des  mittleren  Teiles: 

xi.fn-jgl'-Mn^.'-^-M,,^..— 


M 


^jgP-Mjj^.. 

Aus  der  Momentenfläche  Fig.  134  c,  die  der  Fig.  127  c  entspricht, 
ist  der  obige  Ausdruck  für  Mu^^  d'^c^  direkt  abzulesen. 

Für  den  Fall,  daß  die  Stützenmomente  gleich  diesem  größten 
Moment  dei;  mittleren  Teiles  sind, 

besteht  also  die  Beziehung:  1 


Mn,.-jgl'- 


-M^ 


II,  $  • 


2Mn,.^jgl'; 
und  hieraus  folgt  für  if//,,  (und  Mjj^^)  der  Wert 


(I) 


M, 


jr,  m  ' 


Miz,,'mj^gl^ 


0,0685  9 1*. 


26« 
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dieses  Trägers   und  das  größte  Moment  des  eingehängten  Trägers 

gleich  groß,  nämlich  sämtlich  gleich  -j^Q^^- 

Pübrt    man    die    gesamte    Belastung   G    einer  Öffnung   ein, 
Q  =  gl,  so  kann  man  auch  schreiben: 
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rV.  Berechnung  eiqes  seitlichen  Kragträgers  JF  (Fig.  134  a). 

Da  der  im  Endfelde  befindliche  eingehängte  Träger  III  bis 
zum  Endauflager  reichen  muß,  wird  er  länger  als  die  anderen 
eingehängten  Trägelr  I .  Er  übt  also  auch  auf  den  überkragenden 
Träger  einen  größeren  Auflagerdruok  aus.  Es  würde  demnach, 
wenn  man  h  ebenso  groß  wie  a  nehmen  würde,  am  Stützpunkt  A' 
ein  größeres  Moment  entstehen  als.  an  ^en  übrigen  Stützpunkten. 
Um  dieses  zu  vermeiden,  schränkt  man  die  Auskragung  &  etwas 
ein,  und  zwar  so  weit,  daß  das  Stützenmoment  bei  A^  —  es  werde 

Jf/  genannt  —  ebenfalls  gleich  —  fl'^*^'^^./  Far  die  Größe  von 
Mi  ergibt  sich  nach  Fig.  134  d: 

-!"■ 

Um  also  M'  gleich  -z-^gl^  zu  erhalten,  muß  sein: 

Ib  / 

(V)  6  «-  =  0,126?,. 


Y.  Berechnung  des  eingehängten  Trägers  im  Endfelde. 

Für  den  eingehängten   Träger  IIJ  im   Endfelde  bleibt  eine 

1         7 
Länge    von   Ijjj  =«  I  —  6  «=  |  —  ~-  Z  =  —  Z   übrig.     Er  ist   also   bo- 

o  o 

deutend  länger  als  die  anderen  eingehängten  Träger  und  hat  dem- 
entsprechend auch  ein  größeres  Moment,  nämlich: 


^ni'^-^gfiii 


1_ 

8 


1       /7\«      1     49  „ 
Mm  =  -^^gl*  =  0,0957  gl', 


(TI)  3f/Tr=  0,0967  ÖJ. 
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zu  recbuen. 

VI«  Erweiterung  und  Zasammenstellimg. 

Statt  im  ersten  Felde  mit  einem  eingehängten  Träger  III 
anzufangen,  kann  itian  auch  mit  einem  überkragenden  Balken 
beginnen  und  daran  einen  eingehängten  Träger  anschließen.   Diese 


9*r 


J^  IZÖ         j^ 


:         :         i       " !         i         !        : 

!  :  :  -  1  '>  CO 

Fig.  135. 

Anordnung  zeigt  Fig.  135b,  während  in  Fig.  135  a  der  Über- 
sichüiohkeit  wegen  die  vorhin  besprochene  Anordnung  noch  ein- 
mal dargestellt  ist.  Sowohl  Fig.  135  a  als  auch  Fig.  135  b  sind 
dann  möglich,  wenn  die  Anzahl  der  Felder  eine  ungerade  Zahl  ist. 
Ist  sie  eine  gerade  Zahl,  so  sind  die  Gelenke  nach  Fig.  135  c 
anzuordnen.  Ebenso  wie  für  Fig.  135  a  kann  man  nun  für  die 
Fig.  135  b  und  c  diejenigen  Längen  der  Auskragungen  feststellen, 
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bei  denen  die  Verteilung  der  Momente  am  günstigsten  ist.  Diese 
Aufgabe  ist  in  dem  Buche  ,,Die  Balkendecken^'  von  Barlchat^en 
(Handbuch  der  Architektur,  3.  Teil,  2.  Band,  Heft  3  a)  behandelt. 
Die  Eesultate  ergeben  sich  au^  folgender 

Zusammenstellung:  Man  nehme  bei  den  einzelnen  Anordnungen 
Fig.  135  a,  b  und  c: 

a  =  0,1465  2 ;     b  =  0,1250  Z ;     o  =-  0,2035  Z ;     d  =  0,1570  Z . 

Dann  müssen  die  Träger  I,  II  usw.  berechnet  werden  für  die 
Momente:  ^  ^ 

Träger  I,  II,  ZF,  V   für     Jtf  =  0,0625 ö Z ; 

Träger  III   für     Jlf  =  0,0957  ö  i ; 

Träger    VI  für    Jlf  =  0,0511  öi ; 

Träger  VII  f ür    Jf  =  0,0858  Q  l . 


4!ifla^erdrück«. 

Zum  Schlüsse  wollen  wir  noch  die  Auflagerdrücke  eines 
solchen  Trägerzuges  berechnen.  Der  Einfachheit  wegen  aber  nur 
für  die  Anordnung  Fig.  134a;  in  den  anderen  Fällen  gestaltet 
sich  die  Berechnung  ganz  ähnlich. 

Für  den  überkragenden  Träger  II  ergibt  sich,  da  wegen  der 
Symmetrie  A  und  B  je  gleich  der  halben  auf  dem  Träger  befind- 
lichen Belastung  sind, 

Ä^B'=^^gli  +  ga^—gl 

^^g(lj  +  2a  +  l)^-g{l  +  T), 
A^B  =  ^g'2l  =  gl  =  0. 

Auf  jeden  Stützpunkt  A  und  B  entfällt  also  die  Belastung 
eines  Feldes,  wie  ja  auch  vorauszusehen  ist. 

Bei  dem  Kragträger  17  ist  es  anders.  Da  dieser  unsymmetrisch 
angeordnet  ist,  sind  seine  beiden  Auflagerdrücke  verschieden  groB, 
und  zwar  findet  man 

A'=  1,0625^1;     B'^ljOgl. 

(Man  führe  die  Berechnung  selbständig  aus!) 

Während  B'  also  ebenfalls  gleich  der  Belastung  eines  Feldes 
ist,  ist  A'  um  mehr  als  6^/o  größer  als  diese.     Wenn  man  z.  B. 
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und  Momenten  bei  ständiger  und  bei  beweglicher  Belastung. 

In  den  letzten  drei  Vorträgen  haben  wir  uns  ausschließlich 
mit  der  Ermittlung  von  Querkräften  und  Momenten  befaßt.  Und 
zwar  ist  im  10.  und  11.  Vortrage  der  Fall  behandelt,  daß  der 
betreffende  Balken  sich  nur  innerhalb  zweier  Stützpunkte  erstreckt, 
während  im  12.  Vortrage  der  über  die  Auflagerpunkte  hinaus- 
kragende Träger  untersucht  ist. 

Im  Prinzip  ist  die  Ermittlung  von  Kraft-  und  Momenten- 
summen sehr  einfach:  Bei  der  Bestimmung  von  Q  sind  einfach 
die  seitlich  vom  Schnitte  befindlichen  Kräfte  zu  summieren,  und 
bei  der  Bestimmung  von  M  sind  diese  Ejäfte  zunächst  mit  ihren 
Abständen  vom  Schnitte  zu  multiplizieren  und  dann  zu  summieren. 
Nach  dieser  Grundregel  muß  man  bei  jedem  beliebigen  Beiast ungB- 
fall  unbedingt  zum  Ziele  kommen.  (Fortsetzung  S.  414.) 
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^ 


®! 


A^ 


M«. 


Qft 


-B. 


r 


8 


unter  der  Last  ist: 
Pa«ft« 
^  *  ZIBJ  ' 


3.  Zwei  gleiche,  ■ymmetrlBeh  angeordnete  Einzellasten. 


Alle  Querschnitte  des 

mitt  leren  Teiles  haben 

das  gleiche  Moment: 

Jf  BJP.a. 


^"w|(tF-tJ 

(in  Balkenmitte  auftreteci 
Unter  den  Lasten  ist: 


4.  Beliebig  angeordnete  EinzeDasten. 


B  =  ~(P,flj+...  +  P4aO 

=:(P,+  ...+P,)-^. 

Q,.,  =  ^-(Pj  +  P.) 

Q.-4  =  «.-•  -  Pt 
usw. 


•^  884  BJ 

oder,  genau,  nach  §  ^  S& 


oder  durch  Zerlegung 
in  Eraftepaare  {Ä  =  Pi 
+  P. +  <?!-.): 

oder,  durch  Trennung  in  rechte  und  linke  Gruppe 

Bei    Berechnung    mehrerer  Momente    auseinander 
entwickeln: 

Das  Maximalmoment  M  entsteht  stets  in  emew 
Lastangriffspunkt,  und  zwar  da,  wo  die  QuerkrAf: 
ihr  Vorzeichen  wechselt,  d.  h.  wo  die  LasteaBamnif 
(Pi  + . . .)  zum  erstenmal  größer  ist  als  der  zuge 
hörige  Auflagerdruck. 
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JfpilipiMI 


i[fii[iiiijjill| 


:j 


-r'- 


6.  GleLehmiOlip  vertellU  Gegamtbelaitiing  (p  kg/cm;  gesamt  P  =  pO- 


^aB» 


Pi 


P 
2  '• 


«m  =  P«"». 


^m  =  T»'i 


'tn^tn* 


8 

8    "  8 
0,18«  PI 


i»  =  -'-  =  — 


;r^ 

884  ÄJ  ^Si^A  ' 
8»iEJ      ,24  Bh 

6    pF 
5    Pt» 


5    P/» 


'^^STT' 


6n 


JfZ, 


'        884    Ä       48  J7 
.        l  W  .     -     24Ä 


5nl;* 


6.  Btreekenlait  (p kg/cm;  gesamt  Pspft). 


^  rf      Pd 


P» 

l 


B^-r-^A-P. 


M^A 


FS-F¥ 


Gefährlicher^  Querschnitt:   x 
M 


'(-l)-l 


:  — .     Moment: 


Zeichnerische  Darstellung:  Mo* 

mentendreieck  fflr  P  als  Einzellast,  abgerundet 
durch  Parabelbogen.  Falls  a  =  0.  (Belastung 
symmetrisch),  wird  hiernach 

'     PI     Pb     P{2l'b) 

^"T"T°        8         • 


7.  Gegamtlait  mit  Streekenlast  <Pi  und  Pti  Pi^Pih  Pi  =  P»^)- 


A* 


Ist  Q«  bereits  negativ:  3f=^      ^       . 

„     „    noch  positiv:       M^^-. 

(l  «Pi  \ 

Falls  ft-n-r  liegt  stets  der  erstere  Fall  vor.) 


A- 


8.  Qeiamtlut  mit  Stnekcn-  nnd  Eliuellaft 


ml 


TjMift^Tnm 


aT'+ 


h 


Ist  Q^  bereits  negativ: 


^« 


'2(Pi  +  ft)  ' 


„     „    positiv,  Qß  negativ:  Jf  «  Ä«  -  Pi«  -5- 
„    Qß  noch  positiv:  Jf  =  -  —  . 


f  ri-i-^  .« 


•.  Gesamtlait  mit  mehreren  Streekenlatteii. 


^^M 


A' 


nfM 


»5 


Q^  =  +il-.Pg-Pift, 


Zunächst  die  Strecke  bestimmen,  innerhalb 
welcher  der  gefahrliche  Querschnitt  liegen  mufi. 
Ist  z.  B.  (ji_  p  \« 

<3« -+»«/?«-.  dann  ist  JT-i-^^+Pi-rf, 


10.  Gesamtlait,  Streeken-  und  EInzellaiten. 


^^  =  +il-Pia-P,, 

Qy  «  Q^  -  P4  , 
Qd^Qy-ijPx-^Piif' 


Zunächst  feststellen,  innerhalb  welcher  Strecke 
bzw.  unterhalb  welcher  Einzellast  der  gefähr- 
liche Querschnitt  liegt    Ist  z.  B. 


<3«= +»«/?= 


*=     2(p.  +  ft)     -^«•2+'^--^ 


^/?=+t^y*--    ^^Ab~\^xb'^-{'Pt»'^-^Pt'g 


Qy=+,  «3=- 2 


=Q^'ft+Pift'2+l»t«-*+Pf<« 


(iH-p,a-P,-P4)« 
2(pi+i»0 


■PiÄ--5-  +  Pfrf  +  P4-6 


l^j^  i5-H^r 


11.  Dreleekslaiten  (P  =  Gesamte  Last). 


(a)  .4  =  K;    ^=4^*» 

Pd  P» 

(b)  ^  =  — ;  i»--n' 

(c)  .l  =  B  =  iP. 


(a)  iir=  0,128  P/, 

(b)  «  =  4|a.|_»j/|]. 

(c) 


p    Ö^J[^_P[ 

""^  2"  *  8  2  ~  6 


12.  Trapealasten  (p  und  |/  BelastnngshOhen,  P  Gesamtlast). 


B 


^^. 


(a)  ii=-(2p  +  pO, 
B  =  i(p  +  2p'). 

(b)  A-p|;    li  =  pl. 


(a)  Zunächst  Hilfswert  •  -  j-^ — -^ 
bann:  ^-P) 


l  ausrechnen 


,4 


»('  +  »)+  g-;  ««»-•; 


jfspx« 


g  +  2tg 

60 


(b)  Zunächst  Hilfswert  v  s  —7^   ^  h  ausrechnen 
binn:  , Ö»  "  ?> 

s  «  +  2t0 


,y? 


— 'hlV^)- 
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(•h 


i^Kfiß 


iiiimiMiüiiiiiiiiii^; 


TA^ fe T~k^B-r' 

^lU <  j    J 


I  ai8  OD  aie  Belastung  tf»««  auf  dem  Trfi^er  stände  (Fig.  bl 

2.  0.  Bei  Berechnung  der  Querkraft  Q«  muß  die  Belastung  d-  ' 
treffenden  Feldes  On- 1)  -w  auf  die  beiden  anliegenden  Bela.-!  r 

I »unkte  (m  -  l)  und  m  übertragen  werden  (Fig.  c);   die  übni 
astung   kann    als    direkt    wirkend    eingeführt    werden.     D 
Querkraft  Q«  gut  dann  für  alle  Schnitte  des  Feldes  («-1  - 
Für  den  Spezialfall :  GUiehmaßig  vtrUüU  Vollbelastung  p  gilt  dieF>  - 
Qlm  - 1)  -  m  =-±P  •  *"m  (*"wi = Abstand  von  Feldmitte  bis  Tra^rmitte,  l . 

=  ±P^(— 2 «j  (fella  der  Balken  ans  n  gleiche»  Feldern  best 

S.  M,  Die  Momente  an  den  Belastungspunktcn  (aber  auch  nur  and-i 
StellmQ  werden  so  berechnet,  als  ob  die  Belastung  direkt  «  .j 
CFi^.  d).  Zunächst  also  für  diese  Stellen  M  berechnen.  Fürt,  i 
Zwischenpunkt  a  (Fig.  d)  ergibt  sich  dann: 

Das  Maximalmoment  Jf  tritt  stets  in  einem  Belastungspunktp  .^ 
Für  den  Spezialfall:  Oleiehmäßig  vetteiUe  Vollbelagtung  p  ist  .f ; 

^m  -  g-  *m  •  »'m    bzw.  (bei  n  gleichen  Feldern)    M^  =  |. Am (»-a 

IL  Der  erste  n.  letzte  Belaitungspunkt  liegen  aaOerhalb  A  und  B  {¥x  '. 

Zunächst  die  Drücke  der  Zwischekitrftger  bestimmen  und  mit  dip-l 
EinzoUasten  weiterrechnen.  , 

Spezialfall:    Voübelaslung  durth  p:  Berechne  die  Hilfbwerte  «  =  -r| 

•  =  ^.   Dann:  .d  =  |-[Z  +  («-6)-(u-p)J,     5-|-[Z  +  («  -  tl)  +  (ii- • 

^»n  =  |-(*  +  u)(«'+»)-|-u». 

Bei  Mjn  kann  das  letzte  Glied  vernachlässigt  werden.  Dann  Üb^^r? 
Stimmung  mit  direkt  belastetem  Balken  von  gedachter  Länge  r=(I-u- 
M  unter  dem  der  Mitte  von  V  zunächst  liegenden  Belastungspunit 


Einzellasten. 


^  =  7-  iPih  +Ptbt  +  P»b»  -  PMf 

Ä  =  I  ( -Pjöi  +Ptat  +P»(h+PAft^ 

=  (Pi  +  Pt  +  P»  +  P^-A, 
<^ac='Pt  (Querkraft  links  von  il), 
Qß^+P*(        „         rechts  „   5), 


If^  =  -Pic  (Moment  über Punkt-l'ii  •-'" 

Mß-'P^di  „     „    ,,  Wr 

^m** +'^*m ~ ^iPi  - ^«ft  (Momeat  Im  cir. 
Das  größte  M^  entsteht  da,  wo  (P,  -^  /  r 
zum  erstenmal  größer  als  der  AvlL. 
druck  ist 

Alle  drei  Momente,  M^,  Mß  und  • 
müssen  untersucht  werden.  Zeichner- 
Darstellung  der  Momente  nach  Fig.  b  r 


Betrachtet  mau  den  mittleren  Teil  Ä  -  B  des  Balkens  zunächst  für  v 
(Flg.  d)  und  bezeichnet  dessen  Auflagerdrücke  mit  ^o  und  5o,  femer  d^^ 
Querkiaft  und  Moment  einer  Stelle  m  mit  Qq  «,  und  If«  «,  so  ist  für  : 
überkrag-enden  Balken  Fig.  a:  o."»'    . 


.  ««.  ^A 


^m  ^Qo,m  ~  ' 


'Mn 


.  +  af^.-f  +  jf5.I5l 


Uß  fytf,^' 


l    '  I  ZahleD^n 


Mittelöffnung  verteilte  Belastung;  Kragarme  beliebig  belastet 
Stützenmomente    M^  =  (p.|^  +  P,c)  ,      lfB=  (p*|-  +  P.i).    Hieraus: 
■Dt      \r  .  ^  ur^     ixM  .      i^-N« 

(Jetil 

Femer  rda  Q^r=-(P,+P,)]    "     p^ 


f=+(P4  +  P,) 


Ptl 


Ä^-^~+p,+p,+ 


B=|L.P..P._«^B. 


Falls  Mji  =  Afp:)  M„,  =  -^  -  if^  ; 


Pj 


M^  und  i'. 
ohne  Von^i 
einsetzen. 

P. 


^  =  -2'  +  (^a  +  P.);    ß^~  +  (A 


-f.. 


|iiiifitiimiiiiiiiiijlllffllf 


/  — J^äJi 


Einseitiger  Kragträger.    Mittelölfhung  gleichmäßig  belastet 


Zunächst  Stützenmoment  Mß  berechnen :        Mß alp^^  +  p, d] . 
Dann  größtes  positives  Moment  innerhalb  l:    M  ^  —  k  —  IP,  1  -      . 
[Bemerk.   Falls  A  negativ,  kein  positives  Af.]^^gL     ^B 


Pf  Mn 

^  =  -^  +  Jf*i  +  P.  +  -/  =  (Pi  +  P,  +  PO-^. 


Freiträger  mit  verteilter  und  einzelner  Last 


P  y 
Einspannmoment:  M  =  -^-  +  P^l. 

M 


r~;    B  =  ^  +  Pi  +  P, 


Durchbiegung/.^^^^j^ 


Beiderseitig  eingespannter  Träger  mit  verteilter  und  einzelner  Lyt 
Einspannmomente  Jf^  a  Jfß  =  -  [^  +  ?lK, 

Mittleres  Moment  Af  =  +^  +  fli . 
Bemerkung.    Derartige  starre  Einspannung  liegt  in  der  Praxis  nie  vi 
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L  EtunoOltnlea. 


-  n    X    n     indirekter       ,         :  Ä'O'H'B*. 

Bei  direkter  Belastung  gehört  zu  jedem  Schnitte  eine  besondere 
Eioflnfilinie;  bei  indirekter  Belastung  nur  zu  jedem  Felde.  Nach 
Aufzeichnen  der  Einflufilinie  wird  die  Belastung  einmal  so  ge- 
stellt, daß  die  grö&te  positive,  und  dann  so,  dafi  die  grOßte  ne- 
rtive  Querkraft  entsteht.  Hierdurch  die  beiden  Grenzwerte  von 
bestimmt. 
2.  JT.    Einfluftlinie  fOr  tf  bei  direkter  Belastung:  A^B^'B", 

y,  »     «     n     indirekter       -         :  A"0"B"B'\ 

Zu  jedem  Querschnitte  gehört  eine  besondere  Einflußljiüe  (auch 
bei  indirekter  Belastung)»  Es  ist  nur  ein  Grenzwert  (positiv)  zu 
bestimmen.    (Vollbelastung.) 


II.  Analjrtltehe  Methoden. 


iiiuijmiiiiiilH|jyi»jaiiiiiiiiiiyiniiUMiüj^^ 


I        my[yjj^ij|j|yiiiiiimniimiHlllilll"'U<^  ^  ^ 

i'''"'''"¥fJi'Wiii)"'"'""""'""™^^ 


1.  0. 
8.  M, 

1.  0. 

2.  üf. 
1.0. 

2.  Jlf. 


a 

t 


a 


1.  0. 


2.  üf. 


a)  Direkte,  glelehm&fitg  verteilte  Last  p .  • 
Gefährl.  Laststellung:  Vom  Auflager  bis  Querschnitt  {f,QrundtteUung'') 

Gefährliche  Laststellung:  Vollbelastung.    Af^si-- — . 

b)  Indirekte,  glelehm&Olg  verteDte  Last  p . 
Belastung  um  z -  ._  .  «'„»,  bzw.  f'a y — y- «m-i  •**  <^**  Feld  hin- 
einschieben {^vorgezogene  Stellung*) 

?''2    (Z-A)  '      5f=2    (/-A)- 
Vollbg.  Mb  ~{x'X'~uv).  Im  Belastungspunkt :  Af ^  »  -^ 'm * ' m • 

e)  Direkt  wirkende  Einzellasten. 
Fast  stets  Gnmdstellung  maßgebend.    Nur,  wenn 

Pi ■—  < tPt  +  '"  +  Px  +  -y ) »      vorgezogene  Stellung  maßgebend. 

Q  =  A    (bzw.  ail'-  P^\       Q  entsprechend  aus  Auflagerdruck  B. 

-*- 

Zunächst  eine  schwere  Last  (P^i)  ^^^r  Querschnitt  stellen  und 

die  anderen  Lasten  zu  beiden  Seiten  gruppieren.    Sind  dann  die 

beiden  Bedingungen  erfQllt:  «  */ 

L  (Fi+...+Pn5>5*i+-+^«)y;    U-  ('*«+.. •+^m)>('*i+...+Pn)y. 

so  ist  die  angenommene  Laststellung  tatsachlich  die  gefährliche 
fOr  M,  Andernfalls  neue  Stellung  annehmen  und  Untersuchung 
wiederholen.    Ausrechnung  von  Ar  nach  Fall  4. 

d)  Indirekt  wirkende  ElnzeUasten. 

[In  der  Nahe  der  Auflager  häufig  vorgezogene  Stellung  maß- 
gebend: sonst  Grundstellung.] 

Ist  Pi  Y  >  [pj  -I- ...  +  Px  +  — %   Grundst  maßgeb.;  Q  >  +^. 

Ist  Pi-^<(p»-f...  +  P;p-f^J:  vorgez.  St  ,  ;Q  =  i'-Pi^. 
Falls  sogar  (Pi-hPt)  y  <(Pi  +  •.-),  zweimal  vorg.  Stellg.  maßgeb. 
Man  untersucht  nur  Belastungspunkte';  also  nach  Fall  c)  behandeln. 


HL  Mittels  ^•Polyroin,  3r- Fliehe. 


1.  Q. 

2.  üf. 

1.  Q. 

2.  üf. 


1.  c>. 


2.  üf. 


a)  Direkte,  glelehmäOlg  verteilte  Last  p. 
ii-Polygon  wird  zu  Farabel.   Hierdurch  größte  Querkraft  bestimmt 

Parabel  mit  /=  -^  ergibt  größtes  Moment  fOr  jeden  Querschnitt 

b)  Indirekte,  gleichmäßig  verteilte  Last  p. 
Ffir  jedes  Feld  größtes  Q  nach  Fig.  a  finden.    Entsprechend  Q . 

Zunächst  Momente  fOr  Belastungspimkte  aufsuchen  (durch  Parabel 
mit/s^-j  und  dazwischen  geradlinig  v^binden. 
e)  Direkte  EinzeUasten  (s.  §69!). 
d)  Indirekte  EInsellasten. 
Querkraft  Q^mA  (bei  Grundstellung),  bzw..Q'»il'- Pi  y  (bei  vor- 
gezogener Stellung)  nach  Fig.  b  finden.   Beide  Werte  vergleichen. 
Momente   zunächst   nur   für  Belastungspunkte  aufsuchen   [nach 
Fall  c)]  un<i  dann  verbinden. 


PI  l  a)  Eine  bewegllehe  Einzellast 

Af  =  -T-;  «~  ^  [x  bezeichnet  den  Abstand  des  gefährL  Quersohn,  vom  Lagert] 

b)  Zwei  glelehe  Lasten  P  (Laufkatze). 
2P  II       a\*  l       d  PI 

e)  Zwei  ungleiche  Lasten  Pi  und  P«.    (Pi  >  Pt). 

^^     \  l       (-2~) '  *'2"*¥*    Falls  a  groß,  ev.Af--i-. 

d)  Beliebige  Gruppe  von  EinzeUasten. 
'  Zunächst  Lage  der  Resultierenden  R  bestimmen.    Dann,  falls  Afabs. 
unter  Pa  zu  erwarten ,  Lasten  so  aufstellen,  daß  Abstand  «  durch  Träger- . 
mitte  halbiert  wird  und  fOr  Fußpunkt  von  P«  Moment  berechnen.    Ev. 
entspr.  Untersuchimg  mit  anderer  Last  (P«)  vornehmen  und  M  vergleichen. 

e)  Zwei  Lasten  Pi  und  P«;  vorne  und  hinten  Pt;  gesamt  pt*    (Pi>Pi)- 


IV.  Die  absolut  größten  Momente. 

4 


J: 


1 

I 


(äi  i?i  ^1  rAJA    ^l  A\    \ 


R{1 


•••)+Y- [(«-*)• 


■26e]  +  ^i. 


2Ä-fPi(/-26)  +  p,/ 


.A    .^(^ 


.0.)-.^^. 
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Das  praktische^  flotte  Eechnen  ließ  es  aber  angezeigt  ersclieinen, 
aus  dieser  prinzipiellen  Eegel  Wenigstens  für  die  wichtigsten  Be- 
lastungsfälle einfache,  fertige  Formeln  abzuleiten,  nach  denen  man 
aus  der  Spannweite  und  der  Belastung  des  Trägers  sofort  die 
Kraft-  und  Momentensummen  hinschreiben  kann.  Diese  Formeln 
kürzen  natürlich  die  Eechenarbeit  ganz  erheblich  ab. 

In  den  Tabellen  (S.  410 — 413)  sind  nun  alle  diese  Foibieln  und 
besonderen  Methoden,  die  wir  für  die  verschiedenen  Belastungsfälle 
ausgearbeitet  haben,  noch  einmal  in  systematischer  Aufeinander- 
folge zusammengesteUt.  Hinzugefügt  sind  noch  manche  neue 
Formeln  und  Hinweise,  die  bisher  —  um  den  Lernenden  nicht 
zu  ermüden  —  nicht  erwähnt  worden  sind.  Deren  Beweise  werden 
zum  Teil  später  gelegentlich  der  Durchnahme  von  Beispielen  nach- 
geholt werden,  zum  Teil  sind  sie  in  den  Tabellen  selber  angedeutet. 
Man  beachte,  daß  es  bei  solchen  Betrachtungen  nicht  darauf  an- 
kommt, für  jeden  möglichen  Fall  die  betreffende  Formel  bis  aufa 
kleinste  abzuleiten,  sondern  daß  man  vor  allem  das  Prinzip  und 
den  Zweck  der  ganzen  Untersuchung  erfassen  muß. 

Um  einen  vollständigen  Überblick  über  das  Gebotene  zu 
erhalten*  lese  man  die  vorhergehenden  Tabellen  gründlich  durch  — 
und  wende  sie  dann  richtig  an. 


13.  Vortrag: 
Berechnung  genieteter  Träger« 

Die  von  den  Walzwerken  gelieferten  Profileisen  sind  bekannt- 
lich nur  bis  zu  gewissen  maximalen  Abmessungen  als  Fertig- 
fabrikate erhältlich.  Benötigt  man  größere  Dimensionen,  oder 
sind  die  lieferbaren  Profilträger  für  den  besonderen  Fall  ungeeignet, 
so  muß  man  die  Träger  aus  einzelnen  Bestandteilen  zusammen- 
setzen. Auf  diese  Weise  entstehen  die  sogenannten  fjBlechträger^^ 
oder  „genieteten  Träger^^.  Ihre  einzelnen  hauptsächlichsten  Teile 
sind:  Stehblech  (auch  Stegblech  genannt),  Gurtwinkel  und  La- 
mellen (Deckplatten).  Zur  Verbindung  dieser  einzelnen  Bestand- 
teile dienen  Niete  oder  Schrauben.  Deren  Berechnung  werde 
zunächst  erledigt.  (Über  die  Berechnung  von  Trägheitsmomenten 
s.  9.  Vortrag.    Beispiel:  §  54,  zweite  Aufgabe.) 
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§  77. 
Niete  nnd  Sehrauben.     ^ 

'  Von  vornherein  mnß  bemerkt  werden,  daß  die  im  folgenden 
entwickelteh  Eechenmethoden  nur  einen  Notbehelf  für  die  noch 
fehlende  genaue  Theorie  der  Niete  (Schrauben)  bilden.  Vorläufig 
ist  man  sich  über  die  Wirkungsweise  eines  Nietes  bzw.  einer 
Schraube  noch  vollständig  im  unklaren.  Die  folgenden  Eegeln 
über  Nietberechnungen  bauen  sich  also  auch  nicht  auf  bestimmten, 
wissenschaftlichen  Grundlagen  auf;  ihre  Existenzberechtigung  be* 
steht  vielmehr  ausschließlich  darin,  daß  die  danach  konstruierten 
Nietverbindungen  im  allgemeinen  ihre  Aufgabe  erfüllt  haben. 

I.  EInsehnIttige  Vemletang, 

In  Fig.  136  haben  wir  zwei  Bleche,  I  und  II j  die  durch 
einen  Niet  oder  einen  Bolzen  vom  Durchmesser  d  verbunden  sind. 
Die  Kraft  P  soll  aus  dem  einen  Blech  in  das  andere  übergeleitet 
werden.     Wie  groß  ist  die  Beanspruchung  des  Nietest 

a)  Berechnung  auf  Abscheren. 
Die  Zerstörung  dieser  Verbindung  kann  dadurch  geschehen, 
daß  die  beiden  Teile  1  und  2  des  Nietes  infolge  der  Krikfte  P 
sich  gegenseitig  verschieben,  so  daß  der  Niet  die  in  Fig.  136  c 
gezeigte  Gestalt  annimmt.  In  der  Fläche  a — a.  hat  ein  „J.&- 
scheren^^  des  Nietes  stattgefunden.  Um  die  hierbei  auftretenden 
Spannungen  zu  bestimmen,  schlägt  man  folgenden  Eeohnungs- 
gang  ein:  Im  Querschnitte  cc — ^  muß  die  Kraft  P  aufgenommen 
werden.  Wir  nehmen  nun  an,  daß  P  sich  gleichmäßig  über  die 
Querschnittsfläche  F  des  Nietes  verteilt  (obgleich  diese  Annahme, 
wie  sich  auf  theoretischem  Wege  nachweisen  läßt,  nicht  zutreffen 
kann),  und  erhalten  dann  die  auf  jeden  Quadratzentime^ter  ent- 
fallende  Kraft  (j^Scherspumnung^^) 

p 

)         (1)  Seherspannung  t  = • 

Dieses  ist  also  die  Spannung,  die  in  der  Ebene  des  Querschnittes 
Ä — a  durch  die  Lasten  P  erzeugt  wird. 
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wirksam  sind.  Die  Berührungsfläche  mit  4em  Bleche  I  ist  in 
der  Draufsicht  in  Fig.  136  d  in  größerem  Maßstabe  dargestellt. 
Die  in  dieser  Fläche  zwischen  Nietschaft  und  Blech  auftretenden 
Druckkräfte  werden  natürlich  auf  die  einzelnen  Teile  der  Fläche 
in  verschiedener  Größe  und  Eichtung  wirken.  Der  Einfachheit 
wegen  wollen  wir  jedoch  von  diesen  Berührungskräften  nur  die 
Komponenten  berücksichtigen,  die  in  Eichtung  der  Kraft  P  ver- 
laufen. 

Zur  Berechnung  dieser  Elräfte  dient  natürlich  die  Bedingung, 
daß  sie  insgesamt  der  Kraft  P  das  Gleichgewicht  halten.  (Gleich- 
gewicht^bedinguDg  für  das  Blech  J).  Ich  denke  mir  den  Zylinderr 
mantel  in  eine  Anzahl  senkrecht  stehender  Streifen  eingeteilt,  von 
denen  jeder  ein  kleines  Eechteck  darstellt,  dessen  Höhe  gleich  d^ 
und  dessen  Breite  ein  bestimmter  Teil  des  Kreisumfanges  ist 
(Fig.  136d).  Die  Kraft,  die  in  dem  Streifen  f^  von  dem  Niete 
auf  das  Blech  I  ausgeübt  wird,  betrage  pro  Quadratzentimeter  Pq  , 
insgesamt  also 

Po'fo* 
Die  in  dem  .Flächenstreifen  fi  jpro  Quadratzentimeter  ausgeübte 
Kraft  werde  entsprechend  p^   kg/qcm  genannt  usw.     Insgesamt 
übertragen  also   sämtliche  Flächenstreifen   des   halben  Zylinder- 
mantels die  Kraft  (Fig.  136  d) 

{f^  kommt  nur  einmal  vor.  Die  anderen  Streifen  kommen  in 
Fig.  136d  doppelt  vor.)  Zur  Berechnung  dieser  Kräfte  dient  also 
die  Bedingung  (Fig.  136d  und  a): 

(I)  Po'/'o  +  2(Pi-A  +  PfA+--0--P. 

Die  Kräfte  Po  >  Vi  ^^^-  mögen  die  yjLeibungsBpannungen^^  heißen. 
Sie  sind  also  die  Kräfte,  die  an  den  einzelnen  Stellen  f^ ,  /*|  usw. 
der  Leibungsfläche  parallel  der  Elraft  P  wirken. 

Da  aus  der  einen  obigen  Gleichung  sich  nicht  sämtliche  ver- 
schiedenen Werte  Po  >  Vi  ^^*  berechnen  lassen,  müssen  wir  jetzt 
noch  eine  Annahme  zu  Hilfe  nehmen.  Diese  laute:  Die  Leibungs- 
spannungen pi ,  pa  usw.  der  Stellen  d ,  /*,  usw.  seien  gleich  der 
Spannung  p^  der  Stelle  f^^  multipliziert  mit  dem  Kosinus  der 
Winkel,  die  die  nach  f^ ,  f^  usw.  gezogenen  Eadien  mit  der  Eich- 
tung von  P  einschließen.     Es  sei  also  in  Fig.  136 d: 

p^v  I  Pi=Po-C08«l  » 

\  Pg  =  Po  •  cos  «2     ^sw- 

Flacher,  Statik.  27 
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Da  der  Kosinus  eines  Winkels  mit  wachsendem  Winkel  abnimmt^ 
erhalten  nach  dieser  Annahme  die  einzelnen  Stellen  einen  nm  so 
kleineren  Dmck,  je  weiter  sie  von  der  Bichtung  der  Kraft  P 
entfernt  sind.  Dieses  entspricht  auch  dem  Crefühl.  Denn  sicher- 
lich wird  das  Flächenelement,  das  direkt  in  Bichtung  der  Kraft 
liegt,  den  größten  Dmck  übertragen  müssen,  während  die  weiter 
lieg^iden  Teile  weniger  beansprucht  sind.  Ans  diesem  Qeffihl 
herans  ist  natürlich  anch  die  obige  Annahme  entstanden. 

Setzen  wir  nun  die  Werte  (11)  in  die  Gleichung  (I)  ein,   so 
erhalten  wir: 

(in)        Po'fo  +  2(Po  cos«!  •  A  +  Po  cosoj  •/",+...)  =  •?• 
In  dieser  Gleichung  kommt  nur  noch   die  Unbekannte  po  vor. 
Diese  muß  sich  also  auf  jeden  Fall  ermitteln  lassen. 
Zunächst  schreiben  wir  die  obige  Gleichung: 

(nia)         -pol/o  +  2{coßa,'fi  +  cos«,  ./",  +  ...)]  =  P- 

Nun  ist  /*o  gleich  dem  Produkt  aus  der  Höhe  6^  mal  dem  kleinen 
Kreisbogen  ab.  Denken  wir  uns  aber  die  Anzahl  der  Streifen 
sehr  groß,  so  können  wir  den  Kreisbogen  als  eine  gerade  Linie 
auffassen.    Hiermit  bekommen  wir: 

fo  =  ab'  dl . 

Entsprechend  ist  \ 

fi  =&o.ii, 

f^  =  cd»  dl     usw., 

worin  also  fte,  cd  usw.  in  Fig.  136 d  wegen  ihrer  Kleinheit  nicht 
mehr  als  gebogene,  sondern  einfach  als  gerade  Linien  betrachtet 
werden  können.  Setzen  wir  die  obigen  Werte  in  Gleichung  (Ula) 
ein,  so  wird: 

Po [«&•<*!  +  2(cosäi-&c-^i  +  cosa,  -cd**!  +  ...)]  s=  P, 

(mb)  Po'\]ßb  +  2(&c-cosäi  +  cd'Coaoc^  +...)]  =  P. 

Nun  ist  aber,  wenn  wir  in  Fig.  136  d  durch  die  Punkte  a^bjC  usw. 
parallde  Linien  zu  der  Bichtung  von  P  ziehen, 

die  Strecke  ab^a^y, 
„         „         5c-co8äi=»  &'c', 
„         „        cd-cosa,  =  c'd'. 
Somit  geht  schließlich  die  Gleichung  (Ulb)  über  in: 
(nie)  Po-  <5iS^'+  2(P?+  c^'+ . . .)]  =  -P. 
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Die  Summe  in  der  eckigen  ELlammer  ist  ab^  nichts  anderes  als 
der  Durchmesser  d  des  Nietes  (Fig.  136  d),  so  dafi  sich  schließlich 
die  einfache  Form  ergibt: 

Po'di'd^Pf 
und  hieraus  folgt  die  bisher  unbekannte  Spannung: 

P   • 

Hiermit  haben  wir  die*  Gleichung  (III),  die  ursprünglich  zur  Be- 
stimmung von  Pq  aufgestellt  war,  gelöst. 

Die  anderen  Drücke,  Pi ,  p^  usw.,  können  wir  nun  ebenfalls 
berechnen;  sie  bieten  aber  lyeiter  kein  Interesse,  da  sie  kleiner 
als  Po  sind. 

In  der  zum  Bleche  II  gehörigen  Leibungsfläche  bekommen 
wir  entsprechend  den  größten  auf  einen  Quadr&tzentimeter  ent- 
fallenden Druck 

P  ' 

Allgemein  werden  wir  die  größte  Leibungsspannung  als  den  „Xei- 
hungsdruck  p"  bezeichnen,  so  daß  bei  einem  Nietdurohmesser  d 
und  einer  Blechstärke  d  die  Formel  lautet: 

p 

(8)  Lelbungsdruek  p  s  — —  . 

Die  Formeln  (1)  und  (2)  sagen  also  aus:  Bei  einer  einschnittigen 
Vernietung  ist 

aufzunehmende  Kraft 
ScherspannuBg  *  -  ^^^  ^^^  ^^^^^  , 

,  ..         .1.  aufzunehmende  Kraft 

Leibungsdmck  p  a : 


Nietdurchmesser  X  Leibungsstärke  ' 

Je  kleiner  die  „Leibungsstärke"  (Blechdicke),  um  so  größer  ist  der 
Lelbungsdruek. 

c)  Die  TragfähigJceü  eines  Nietes. 
-  Will  inan,  umgekehrt,  die  Kraft  bestimmen,  die  ein  Niet  vom 
Durchmesser  d  aufnehmen  kann,  der  zwei  Bleche  verbindet,  so 
schreibt  man  die  Formeln  (1)  und  (2)  so,  daß  die  Kraft  auf  der 
einen  Seite  allein  steht.  Die  zulässige  Scherspannung  sei  t,  der 
zulässige  Leibungsdruck  sei  p.    Dann  wird 

P «=  -j- •  t ;      bzw.      P  <=  dd'p. 


4 


27* 
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(d  ißt  die  kleinere  der  beiden  Blechstärken.)  Diese  Kraft  P  wollen 
wir  die  Tragfähigkeit  eines"  (einschnittigen)  Nietes  nennen  und  mit 
j^  bezeichnen.  Die  Tragfähigkeit  eines  einschnittigen  Nietes  ist  also: 

(1  a)        mit  Eücksicht  auf  Abscheren:  J^  «  — ^ —  •  t , 

(2 a)  „  „  „    Leibungsdruck :    N^d-d-p . 

Der  kleinere  der  beiden  Werte  ist  natürlich  für  den  betreffenden 
Niet  maßgebend«    , 

IL  ZweischnSttige  Vemietiing. 

a)  Berechnung  auf  Äißcheren. 
Wenn  bei  der  in  Fig.  137  dargestellten  Verbindung  eine  l^er- 
störung  durch  Abscheren  eintritt,  ab  müssen  sich  die  Teile  des 
Nietes  in  zwei  Flächen  gegeneinander  verschieben.   Man  bezeichnet 


Fig.  137. 

deshalb  diese  Verbindung  zweischnittig.  Nennen  wir  die  Kraft, 
die  aus  Blech  I  in  die  beiden  Bleche  II  übergeleitet  werden  soll,  P, 
so  entfällt  also  auf  jeden  der  beiden  Querschnitte  a — a  und  ß — ß 

eine  Kraft  -^P.    Die  in  einem   Querschnitte  auftretende  innere 

Li 

Kraft  ist  demnach:  \^ 

,-.  _  ,  ^  P  anlzonehm.  Kraft 

(3)  Seherspannnng  t  -  -^  -  Inhalt  beider  Scherfl.  ' 


h)  Berechnung  auf  LeibungsdrueJc. 
Bei  der  Untersuchung  des  Flächendrt^Jces  haben  wir  in  der 
Berührungsfläche  1  einen  größten  Druck 

_    P 

da  in  dieser  Fläche  die  Kraft  P  übertragen  werden  muß. 
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Für  jede  der  beiden  Berührungsflächen  2  kommt  die  Kraft 
•^P  in  Betracht.  Wir  haben  also  in  diesen  Flächen  einen  größten 
Fläehendruok  h 

.       2^  P 

...       _  „         ,      ,  P  anfznnehm.  Kraft 

(4)       Leibungsdrock  1>  "  ^7^  "  Metdarchm.  X  LeibHitg8Bt. ' 

Die  yyLeibnngsstarke^'  ist  hierbei  immer  die  Höhe  des  zum 
Anliegen  kommenden  Halbzylinders.  In  Fig.  137  also  entweder 
die  Höhe  b^  oder  die  Höhe  2  •  d^  .^  Der  kleinere  der  beiden  Werte 
muß  in  die  Formel  eingesetzt  werden,  da  der  Leibungsdruck  um 
so  größer  wird,  je  kleiner  die  Leibungsstarke  ist» 

e)  Die  Tragfähigkeit  eines  zweischnittigen  Nietes  ist: 

(3a)     mit  Eücksicht  auf  Abscheren:  JY  =  8  — j—  •  t , 

(4a)    mit  Bücksicht  auf  Leibungsdiuck:  N^d*ö*p  . 

Zusatz:  Herr  Professor  v.  Bach  geht  bei  der  Berechnung  der 
Niete  von  der  Ansicht  aus,  daß  ein  warm  eingezogener  Met  sich 
beim  Erkalten  so  sehr  zusammenzieht,  daß  er  die  Lochwandung 
überhaupt  nicht  mehr  berührt  (vgl.  t).  Bach:  Die  Maschinen- 
elemente). In  diesem  Falle  kann  natürlich  weder  in  dem  Niete' 
eine  Spannung  i  noch  in  der  Lochleibung  ein  Flächendruck  p  ent- 
stehen. Die  Übertragung  der  Kraft  P  aus  dem  einen  Bleche  in 
das  andere  kommt  vielmehr  dadurch  zustande,  daß  der  Niet  die 
beiden  Bleche  so  stark  zusammenpreßt,  daß  die  hierbei  zwischen 
den  Blechen  entstehende  Eeibung  zur  Elraftübertragung  ausreicht. 
Ob  diese  Theorie  richtig  ist,  kann  zurzeit  noch  nicht  als  endgültig 
entschieden  angesehen  werden.  Vorläufig  arbeitet  man  wenig- 
stens bei  der  Berechnung  von  Eisenkonstruktionen  ausschließlich 
nach  den  obigen  Methoden. 

DDL  ZoTeriässtge  Spannungen. 

EUnsichtlich  der  zulässigen  Scherspannung  i  ist  bereits  gesagt, 
daß  man  sie  als  einen  Bruchteil  der  zulässigen  Spannung  Tc  nimmt, 
die  für  die  zu  verbindenden  KonstruktioDSteile  gilt:    Also: 

t  =  m  -Ä  , 
worin  der  Faktor 

w  «  0,8  ;     bzw.     0,9  j     1,0 
gesetzt  wird. 
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DeB  zulässigen  Leibongsdrack  nimmt  man  im  allgemeinen  zu: 

Der  zulässige  Fläohendruclc  ist  gleich  dem  Doppelten  der  zuläs- 
sigen Seherspannung. 

Werden  an  Stelle  der  Niete  gewöhnliche  Schranben  verwendet, 
so  empfiehlt  es  sich,  die  obigen  Beanspmchnngeil  zn  ermäßigen, 
da  die  Schrauben  häufig  ungenau  anliegen. 

TV*  Wann  ist  Abscheren  und  wann  ist  Leibungsdruck  maßgebend! 

Bei  der  Berechnung  von  Nietanschlüssen  muß  man  also  im 
allgemeinen  sowohl  die  größte  Scherbeanspruchung  als  auch  den 
größten  Leibungsdruck  ausrechnen  und  nachweisen,  daß  jeder  dieser 
Werte  die  betreffende  zulässige  Grenze  nicht  überschreitet.  Hierbei 
haben  wir  den  zulässigen  Leibungsdruck  doppelt  so  hoch  genom- 
men wie  die  zulässige  Seherspannung,  p  ==2t.  Wir  wollen  jetzt 
untersuchen,  in  welchem  Verhältnis  die  Stärke  der  zu  verbinden- 
den Bleche  zu  dem  Durchmesser  des  Nietes  stehen  muß,  damit 
die  Tragfähigkeit  der  Nietverbindung  mit  Eücksicht  auf  Scher- 
beanspruchung gerade  gleich  ist  derjenigen  mit  Bücksicht  auf 
Leibungsdruek.    Für  eine  einsehnittige  Verbindung  ist 

d^n 
(1  a)  mit  Eüc^icht  auf  Abscheren :      N  =  -j- '  *  > 

(2a)  ff  „  „     Leibung  N  ^dd-p . 

Nehmen  wir  nun  für  p  den  zulässigen  Wert  2  t  und  setzen 
die  beiden  Tragfähigkeiten  einander  gleich,  so  wird 

4  4 

i  =  ^  d  =  0,3927d  =  ~0,4  a. 

Wenn  also  die  Blechstärke  d  gerade  gleich  dem  0,4 -fachen 
des  Nietdurchmessers  ist,  trägt  die  Nietverbindung  mit  Eücksicht 
auf  Abscheren  ebensoviel  wie  mit  Eückacht  auf  Leibungsdmok. 
Daraus  folgt:  Ist  d  Meiner  als  0,4 d,  d.  h.,  wird  die  Berührungs- 
fläche zwischen  Niet  und  Blech  kleiner,  so  ist  die  Tragfähigkeit 
der  Nietverbindung  mit  Eücksicht  auf  Leibungsdruck  geringer 
geworden  (während  die  Tragfähigkeit  mit  Eücksicht  auf  Abscheren 
dieselbe  geblieben  ist);  diese  Nietverbindung  muß  also  hinsichtlich 
Leihnngsdruök   untersucht   werden.     Umgekehrt,   ist  d  größer  als 
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zweischnittige 
zu  rechnen  sind. 


Leihungsdruck 


Zusammenfassung. 

Bei  jeder  Nietverbindung  sind  zwei  Gesichtspunkte  maßgebend:  Ab- 
scheren und  Leibungsdr uck.  Hinsichtlich  Abscheren  muß  man  beachten, 
ob  die  eventuelle  Zerstörung  der  betreffenden  Verbindung  in  einer  Fläche 
oder  gleichzeitig  in  zwei  Flächen  stattfindet.  Hiemach  ist  die  Verbindung 
als  ein-  oder  zweischnittig  zu  beurteilen.  Hinsichtlich  Leibungsdruck  muß 
man  beachten,  welche  Leibungsstärken  (ßlechdicken)  zum  Anliegen  kommen 
und  die  kleinere  derselben  als  Wert  „^"  in  die  Formeln  einführen. 

Im  einzelnen  ergab  sich: 


Ein- 

ßchnit- 

tig. 


Zwei- 

schnit-^ 

tig. 


Scherspan,     t  ■■ 


Leibungsdr.  p  = 


^1 
4 

P 

d'6  '■ 


beziehungsw.: 
(falls  t  und  p  vor- 
geschrieben) 


Tragfähigkeit  N 


Scherspan,     t  = 


d^jt 


wtm  d  '  S*  p 


Tragfähigkeit  N^2  ^  t 
^=  d  '  6  'p . 


Leibungsdr.  p  =  -^—J  (^^^^^^  ^  —  Ä^  resp.  «  2<5, ;  Fig.  137) 


Statt  p  und  f  nachzuweisen,  kann  man  nach  Absatz  IV  auch  direkt  ent- 
scheiden, ob  für  die  betreffende  Nietverbindung  p  oder  <  maßgebend  sein 
wird  (vorausgesetzt,  daß  p  »  2  X  <  zulässig  ist). 
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fZsL 


Fl  £  6o  B 


( ■)^ 


^V-<  )'^ 


fitlV  i'il 


I  N.P.28 
.i.9C.90.9 


(C) 


^^Z  L  90  90  9 


P^  20000  ß^ 

(6) 


u 


■1^ 


T  AT.P.JS 
,L90.9O.9 


0^ 


Lr  iv./? 


26 


(d) 


t  = 


Fig.  138. 
1     P  4000  406o 


d^ 


4  4 

4000  ,„,„,    , 

P°  3.1,6-0,8  '^Q^^'^g^'^^'"' 
Beide  Spannungen  sind  sehr  gering. 


=  660kg/qem, 
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Zweite  Anfgabe« 

Zioei  Winkdeisen  90*90-9  (Fig.138  b),  die  eine  Last  von  20000  leg 
tragen,  sind  durch  vier  Niete  iMm  23  mm  0  an  ein  12  mm  starkes  Knoten- 
blech angeschlossen.     Wie  groß  ist  die  Beanspruchung  der  Nietet 

Die  Verbindung  ist  zweischnittig.  Die  kleinste  Leibungsstärke 
ist  die  des  Knotenbleches,  nämlich  1,2  cm.  (Für  die  beiden  Winkel- 
eisen ist  die  Leibungsstärke  2  •  0,9  =  1,8  cm.)  Für  jeden  der  vier 
Niete  ist  also  die  Spannung 

^       1    20000  20000         ^^,    , 

•    *="T ^^±9  =^600kg/qcm,  . 

*  2.2,3«^      4.2.4,15 
4 
20000         ,-,-,    , 
P°°  4.2.3.1,2  °^^^Q'^g^^"'°- 
Dritte  Aufgabe. 
Ein  Träger  JÄ'.-P.  28  (Fig.  138c)  der  eine  Last  von  13000  kg 
trägt,   ist  an   einem  Träger  I^T.-P.  38   angetoinkelt   (d.  h.   durch 
Winkeleisen  angeschlossen).     Die  Beanspruchungen  der  Anschluß- 
niete  baw.  -schrauben  sind  zu  besUmmenl  (Fig.  138c,  Ansicht,  und 
Fig.  138  d,  Grundriß.) 

Die  von  den  Nieten  aufzunehmende  Kraft  besteht  in  dem 
Auflagerdruck  des  IN. -P.  28;  also 

^«-^-13000  =  6500  kg. 

Betrachten  wir  zunächst  die  Niete  im  JN.P.  28.  Sie  sind  zwei- 
schnittig. Die  Leibungsstärke  betragtl,01  cm  (Stärke  des  Steges  eines 
IN.-P.  28).    Folglich  wird  für  diese  beiden  zweischnittigen  Niete: 

*-¥-^  =  520kg/qcm, 

^  2.2,04 
4 

Die  Niete  im  JN.-P.  38  sind  einschnittig.  Die  geringste 
Leibungsstärke  ist  für  diesen  Anschluß  0,9  cm  (Stärke  der  Anschluß- 
winkel).   Polglich  wird  für  jeden  der  vier  Niete  (Fig.  138  o  und  d): 

t«i-?^»520kg/qöm, 
'  2,0^f 

1     6500        -^,    , 

p-T2;ötö;9'"^'^«/''*^'°'  . 

Übungsaufgabe:  Ein  JN.-P.30,  das  eine  Last  von  30000kg  trägt, 
ist  an  einem  JN.-P.  34  angewinkelt.  Der  Anschluß  ist  zu  berechnen! 
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§78. 
Berechnung  der  Nietteilungen. 

In  Fig.  139  ist  ein  I- Bisen  gezeichnet,  das  durch  eine  obere 
and  eine  untere  Lamelle  verstärkt  ist.  Wir  wollen  uns  die  Auf- 
gabe stellen,  an  diesem  einfachen  Beispiele  die  Beanspruchung 
der  Lamellen-Ansohlußniete  zu  bestimmen. 

I.  AUgemelnes  ober  die  Wirkungsweise  der  Niete. 

Die  Aufgabe,  die  die  Niete  zu  erfüllen  haben,  erkennt  man  am 
besten,  wenn  man  die  Konstruktion  im  durchgebogenen  Zustande 
*  zeichnet.  In  Fig.  139  b  ist  hierbei  angenommen,  daß  die  drei  Teile 
(die  beiden  liamellen  und  der  J- Träger)  ohne  Zusammenhang  seien; 
während  in  Fig.  139  c  die  einzelnen'  Teile  durch  die  Niete  zu  einem 
zusammenhängenden  Körper  verbunden  sind.  Im  ersten  Falle 
haben  wir  drei  voneinander  unabhängige  Teile.  Jeder  derselben 
biegt  sich  als  ein  selbständiger  Körper  durch.  Er  erleidet  also 
In  der  oberen  Schicht  eine  Verkürzung,  in  der  unteren  eine  Ver- 
längerung. An  der  Stelle,  wo  sich  die  obere  (zusammengedrückte) 
^Schicht  des  I- Eisens  und  die  untere  (gedehnte)  Schicht  der  oberen 
Lamelle  berühren,  muß  also  eine  gegenseitige  Verschiebung  vtm 
Lamelle  und  Träger  eintreten.  Ebenso  findet  auf  der  unteren 
Seite  eine  Verschiebung  der  ursprünglich  aufeinander  passenden 
Berührungsflächen  statt;  jetzt  aber  in  dem  Sinne,  daß  die  untere 
Schicht  des  I- Eisens  sich  ausdehnt,  während  die  obere  Schicht 
der  Lamelle  sich  verkürzt.  Dieselbe  Formänderung  kann  man 
übrigens  bei  jedem  Bretterstapel  beobachten,  der  sich  durchbiegt. 
Hier  hat  sich,  die  Unterfläche  eines  jeden  Brettes  verschoben 
gegenüber  der  oberen  Fläche  des  darunterliegenden  Brettes,  so 
daß  die  ursprünglich  ebene  Stirnfläche  des  Stapels  infolge  der 
Durchbiegung  des  Stapels  eine  treppenförmige  Gestalt  annimmt. 

Nun  erkennt  man  auch  die  Aufgabe  der  Niete.  Sie  besteht 
darin,  die  einzelnen  Teile  so  zu  einem  Ganzen  zu  verbinden,  daß 
Iceine  gegenseitige  Horizontalverschiebung  zweier  aufeinander  liegender 
Schichten  eintreten  kann.  Die  Ausnutzung  des  Materials  ist  hierbei 
natürlich  viel  günstiger.  Denn  wenn  im  vorliegenden  Beispiel  die 
Lamellen  nicht  mit  dem  Träger  verbunden  sind,  so  biegen  sie 
sich  durch,  ohne  einen  nennenswerten  Teil  der  Lasten  aufzu 
nehmen,  so  daß  das  J- Eisen  fast  allein  die  gesamte  Belastung 
zu  tragen  hat.     Sind  dagegen  die  einzelnen  Teile  miteinander  ver- 
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banden,  gm>  muß  die  obere  Lamelle  die  Yerkürznng  des  oberen 
Flansches  vom  J- Eisen  mitmachen;  sie  wird  also  in  ihrem  ganzen 
Qnerschnitte  anf  Dmck  beansprucht  und  nimmt  somit  dem  J-Eisen 
einen  Teil  der  Druckspannungen  ab.  In  entsprechender  Weise 
wird  durch  die  Nietung  die  untere  Lamelle  zur  Aufnahme  der 
Zugspannungen  herangezogen,  so  daß  die  Tragfähigkeit  der  ganzen 
Konstruktion  bedeutend  vergrößert  wird. 

IL  Die  auf  die  Seltentlftehen  eines  Lamellenstüokes  wirkenden 
Horlzontalkrafte. 

Die  Aufgabe  der  Kiete  in  Fig.  139  a  besteht  also  darin,  eine 
Verschiebung  der  Lamellen  gegen  den  J- Träger  nach  Art  von 
Fig.  139  b  zu  verhindern.     Um  nun  die  Beanspruchung  der  Niete 


festzustellen,  wollen  wir  zunächst  die  im  Innern  wirkenden  Kräfte 
aufsuchen,  die,  falls  keine  Niete  vorhanden  wären,  eine  Verschiebung 
der  Lamelle  hervorrufen  wurden. 

In  Fig.  140a  ist  ein  Stück  des  Trägers  Fig.  139a  in  etwas 
größerem  Maßstabe  dargestellt.  Wir  wollen  ein  Lamellenstück  aocßß 
(Fig.  140  a)  betrachten,  dessen  Länge  Ax  sei  und  dessen  Breite  h 
ist.  In  Fig.  140c  und  d  ist  dieses  Lamellenstück  noch  einmal  in 
Ansicht  und  Perspektive  dargestellt.  Wie  groß  sin<}  nun  zunächst 
die  Normalkräfte,  die  auf  die  linke  Seitenfläche  aectx^tx'  dieses 
Lamellenstückes  (Fig.  140 d)  wirken! 

Zur  Berechnung  dieser  inneren  Kräfte  sei  die  Seitenfläche  (X  (x ocfa 
in  eine  Anzahl  horizontaler  Streifen  zerlegt.  In  Fig.  140 d  und  b 
sind  der  Deutlichkeit  wegen  nur  drei  angedeutet.  Aus  d^  Bi^ 
gungslehre  ist  bereits  bekannt,  'daß  rechtwinkhg  zu  der  Seiten- 
fläche a  (X  »'ix'  auf  deren  einzelne  Schichten  pro  Quadratzentimeter 
folgende  inneren  Kräfte  wirken: 
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M 


auf  den  Streifen  fi  die  Spannung    aj  =« r  *  ^i » 


fi     V 


M 
«jj  — r-  •  2^2    nsw. 


Hierin  ist  M  die  Momentensumme  des  Balkens  in  bezug  auf  den 
Schwerpunkt  8  (Fig,  140  a,  Schnitt  « — a);  J  ist  das  Trägheits- 
moment des  Gesamtquerschnittes  (I- Eisen  mit  Lamellen)  und 
Vi  i  y%  ^^«  ^^d  die  Abstände  der  betrachteten  Schichten  f^ ,  f^  usw. 
von  der  NuUinie  des  Querschnittes.  (Da  die  Spannung  sich  von 
Punkt  zu  Funkt  ändert,  müssen  zur  genauen  Bestimmung  die 
Schichten  bekanntlich  unendlich  flünn  genommen  werden.  Die 
drei  eingezeichneten  Schichten  sollen  nur  als  Anhalt  für  die  Bech- 
nung  dienen.) 


I  T  ■*■ 


\f         TT' 


\  .  i  I 


I 


--"5H 


Multiplizieren  wir  nun  die  Spannungen  a^ ,  ^s  ^i^^-  (Kräfte  pro 
Quadratzentimeter)  mit  den  Inhalten  der  zugehörigen  Streifen 
fi  j  f%  iisw.,  so  erhalten  wir  die  gesamten  inneren  Normalkräfte,  die 
auf  die  einzelnen  Streifen  wirken.    Es  wirkt  also 


auf  den  Streifen  f^  die  Normalkraft     o^^fi 


-yrfif 


fg     usw. 


Die  Vorzeiclien  sind  jetzt  nicht  mehr  hinzugeschrieben;  dafür  siad 
die  EJäfte  so,  wie  sie  auf  die  Flächen  wirken  (also  als  Druck- 
kräfte, da  das  betrachtete  Lamellenstück  oberhalb  der  Nullinie 
liegt)  in  Fig.  140  c  und  d  eingezeichnet.  Da  diese  Normälkräfte 
sich  innerhalb  eines  jeden  Streifens  gleichmäßig^in  der  Breite  h 
verteilen,  wurden  sie  auf  der  Symmetrieachse  y — y  der  Streifen 
aufgetragen.     Addieren   wir   nun  diese  Kräfte  o^  •  /"^ ,  o,  •  /",  usw., 
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80   ergibt  sich   die  Summe  aller  auf  die  Seitenfläche  wirkenden 

ül'ormalkräfte.     Die  Summe  aUer  recMwinUig  auf  die  Seitenfläche 

a»ixW  des  betrachteten  LameUenstückes  wirkenden  inneren  Kräfte 

ist  äleo: 

M       ^       M       ^ 
-B  ==  -j-yrfi  +  j"^*  ''*  +  •  •  • , 

(I)  B  =  ^(/'i-y,  +  r2-y«  +  ...). 

.  Nun  gehen  wir  zu  der  rechten  Seitenfläche  und  untersnchen, 
welche  Er&fte  hier  einwirken.  In  dem  oberen  Streifen  herrscht 
die  Spannung 

M' 


d 


-^•yi; 


worin  M'  das  Moment  in  bezug  anf  Schwerpunkt  8'  (Schnitt  ß — ß) 
bedeutet,  während  J  und  y  denselben  Wert  haben  wie  vorhin. 
Entsprechend   wirken   auf  die  anderen  .Streifen  die  Spannungen 


'iM 


'M: 


^V 


ai=-- 


•  yg ;    nsw. 


Multiplizieren  wir  nun  wieder  diese  auf  die  Flächeneinheit  ein- 
wirkenden Kräfte  mit  den  Flächeninhalten  und  addieren  die  Pro- 
dukte, so  bekommen  wir  die  Summe  aller  inneren  Kräfte^  die  auf 
die  rechte  Seitenfläche  ausgeübt  werden: 


(H) 


B'= 


■(fi'yi  +  fi'y$  +  '")' 


(Die  Flächeninhalte  fi,  f^i  fs  sind  dieselben  wie  auf  der  linken 
Seite.) 

Der  Klammerausdruck  (fi'yi  +  f%*y$  +  • --)  stellt  die  Summe 
der  statischen  Momente  der  Flächenstreifen  /*, ,  /"g  usw.  in  bezug 
auf  die  NulUnie  des  Gesamtquerschnittes  dar.  ](Tach  §  47  (Zusatz) 
können  wir  hierfür  das  statische  Moment  der  Gesamtfläche 
(/^i  +  /f  +  •  •  •)  i^  bezug  auf  die  Nullinie  nehmen.  Statt  also  die 
Produkte  fi^yiy  f%* y^  usw.  einzeln  auszurechnen  und  dann  zu 
addieren,  werden  wir  einfach  die  Querschnittsfläche  F  der  ganzen 
Lamelle  mit  dem  Abstände  y^  ihres  Schwerpunktes  multiplizieren 
(Fig.  140b).  Mit  dieser  Vereinfachung  lauten  dann  unsere  Aus- 
drücke: 


(la) 
(Ha) 


12  =  ^. J. 
J 


TW    * 


U'=^'.J..y„=J|f.^, 
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wobei  zur  Abkürzung  das  statische  Moment  F^y^  der  Lamellen- 
fläche  in  bezug  auf  die  ITullinie  mit  „S"  bezeichnet  wurde.  So- 
mit haben  wir  die  rechtwinklig  zu  den  Seitenflächen  (K(X(Xr'(x'  und 
ßßß'ß'  des  betrachteten  Lamellenstückes  wirkenden  inneren  Kräfte  Jß 
und  E'  durch  zwei  sehr  einfache  Formeln  bestimmt. 

IIL  Die  horizontale  Versehlebungskratt  des  Lamellenstüekes« 

Nun  wollen  wir  den  unterschied  der  beiden  Horizontalkräfte  R 
und  R'  von  Fig.  140a  bilden.  Er  wer^e  AR  genannt  und  ergibt 
sich  aus  den  Formeln  (la)  und  (IIa): 

AR  =  R'-  jB  ==^  if' ..-f-  -  -^  •  4-  > 

(ni)  AB  =  {M'-M)4-' 

Diese  Kraft  AR  stellt  also  den  Überschuß  der  auf  die  eine  Seite 
wirkenden  Horizontalkräfte  gegenüber  der  Summe  der  auf  die 
andere  Seitenfläche  wirkenden  Kräfte  dar.  Ist  M'  größer  als  M , 
so  ist  R'  größer  als  R ;  dann  wirkt  also  der  Überschuß  AR  nach 
links.  Ist  jW'  kleiner  als  Jlf ,  so  wirkt  AR  nach  rechts.  (Bei  der 
unteren  Lamelle  sind  die  Bichtungen  umgekehrt,  da  hier  die 
Kräfte  R  und  R'  als  Zug  auf  das  Lamellenstück  wirken.)  Da 
die  Differenz  der  Momentensummen  zweier  aufeinander  folgenden 
Querschnitte  stets  gleich  der  Kraftsumme  an  der  betreffenden 
Stelle,  multipliziert  mit  der  Entfernung  der  beiden  Querschnitte, 
ist  (§  57,  I),  so  können  wir  die  obige  Formel  auch  schreiben 
(Fig.  140  a): 

(IHa)  AB^QAX'^. 

Hierin  ist  also  Q  die  Kraftsumme  des  Balkens  für  die  Stelle  des 
betrachteten  Lamellenstückes.  Ist  an  der  betreffenden  Stelle  die 
Querkraft  Q  positiv,  so  bedeutet  dieses,  daß  auch  M'—M  positiv 
ist,  und  in  diesem  Falle  wirkt,  wie  bereits  gesagt  ist,  die  Elraft  AR 
nach  Unks.  Ist  aber  Q  negativ,  so  wirkt  auf  das  betreffende 
Lamellenstück  die  Kraft  AR  nach  rechts.. 

Sobald  also  der  Träger  Fig.  139  a  Belastung  bekommt  und 
hierdurch  in  Spannung  versetzt  wird,  wirkt  im  durchgebogenen 
(gespannten)  Zustande  des  Trägers  auf  jedes  Lamellenstück  Ax 
eine  derartige  Kraft  AR.  Nach  den  Lehren  der  Mechanik  könnten 
also  die  einzelnen  Lamellenstücke  gar  nicht  im  Euhezustand  sein, 
da  die  Wirkung  einer  an  einem  Körper  vorhandenen  Kraft  stets 
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znnenmenae  uratt  oestimmt:  uie  Jüange  einer  JNieiteuung  ^nint- 
fernung  von  einem  Niet  bis  zum  nächsten)  sei  e  (Fig.  139  a).  Dann 
entfällt  auf  die  einzelnen  Niete  je  ein  Lamellenstück  von  Mitte 
Ni'etteilung  auf  der  einen  Seite  des  Nietes  bis  zur  Mitte  Niet- 
teilung auf  der  anderen  Seite;  also  ebenfalls  von  der  Länge  e. 
Ein  solches  Lamellenstück  muB  von  dem  Niet  angeschlossen  werden. 
Die  hierzu  gehörige  Verschiebungskraft  ist  nach  Formel  {III a): 

J 

und  dieser  Kraft  muß  also  von  dem  Niete  das  Gleichgewicht  ge- 
halten werden. 

Häufig  sitzen  in  einem  Lamellenschnitte  mehrere  Niete  in 
einer  Querreihe  nebeneinander.  Bei  Fig.  139  a  zum  Beispiel  wird 
man  in  jeder  Lamelle  im  allgemeinen  die  Niete  paarweise  setzen 
(je  einen  Niet  auf  j.eder  Seite  des  Trägersteges).  In  solchen  Fällen 
verteilt  sich  dann  die  aufzunehmende  Kraft  AB  auf  so  viel  Niete, 
wie  innerhalb  einer  Nietteilung  die  Lamelle  anschließen.  Ist  die 
Anzahl  dieser  Niete  n  (gewöhnlich  w  ==  1  oder  =  2),  so  lautet  also 
die  Formel  für  die  pro  Niet  aufzunehmende  Kraft: 


(IV) 


n    ^        J 


In  Worten:  Die  auf  einen  Niet  entfallende  Kraft  P  ist  gleich  der 
Querkraft  Q  an  der  betreffenden  Stelle  des  Balkens^  multipliziert  mit 
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der  Nietteilung  a,  multipliziert  mit  dem  statischen  Moment  des  an- 
zuschließenden Teiles  in  hezug  auf  die  NvMinie  äbs  Oesamtquer- 
schnittes,  dividiert  durch  das  Trägheitsmoment  des  Oesamtquerschnittes 
und  dividiert  durch  die  Anzahl  der  Niete,  die  in  ein  und  demselben 
Schnitte  den  Anschluß  des  betreffenden  Qiwrschnittsteiles  bewirken. 

Die  Formel  (IV)  gilt  natürlich  nicht  nnr  für  den  einfachen 
Fall  Fig.  139a,  sondern  immer  dann,  wenn  ein  Träger  aus  mehreren, 
in  Eichtung  der  Längsachse  verlaufenden  Teilen  besteht,  die  durch 
die  betreffenden  Niete  zu  einem  Ganzen  verbunden  werden  sollen. 

Das  staüsehe  Moment  8  ist  stets  von  etnem  der  beiden  Teile 
zu  bilden,  in  die  der  Träger  durch  die  betreffende  Längsfuge  zer- 
legt wird.  Es  ist  gleichgültig,  welchen  der  beiden  Teile  man  nimmt, 
äa  ihre  statischen  Momente  sich  nur  durch  das  Vorzeichen  unter- 
scheiden. (Zusammen  geben  sie  ja  für  die  NuUinie  das  Moment 
Null.)  Natürlich  wird  man  stets  den  einfacheren  Quersohnittsteil 
wählen. 

Das  Trägheitsmoment  c7  ist  —  wie  bereits  gesagt  —  von  dem 
gesamten  Querschnitt  und  selbstverständlich  für  dessen  Nullinie 
zu  bilden.  Sowohl  bei  der  Berechnung  von  J  als  auch  von  8  sind 
die  Querschnittsflächen  ohne  Nietabzug  zu  nehmen!  Denn  die  End- 
flächen des  zu  einem  Niete  gehörigen  Lamellenstückes  liegen  in 
den  Mitten  der  Nietteilungen,  also  da,  wo  keine  Nietlöcher  sitzen, 
und  von  den  in  diesen  Endflächen  auftretenden  Spannungen  ist 
bei  der  Ableitung  der  Formel  ausgegangen.  Es  ist  also  nicht  nur 
bequem,  sondern  auch  durchaus  berechtigt,  wenn  die  Schwächung 
der  einzelnen  Querschnittsteile  durch  Nietlöcher  bei  Anwendung 
der  obigen  Formel  nicht  berücksichtigt  wird. 

Für  die  Querkraft  Q  ist  natürlich  der  größte  (positive  oder 
negative)  Wert  einzusetzen,  der  an  der  betreffenden  Stelle  für  Q 
entstehen  kann.  Bei  beweglicher  Belastung  ist  also  zunächst  die 
für  den  Querschnitt  gefährliche  Laststellung  aufzusuchen  und  dann 
die  größte  Kraftsumme  der  betrachteten  Stelle  zu  ermitteln  (11.  und 
12.  Vortrag).  Beim  Träger  zwischen  zwei  Stützen  entsteht  die 
größte  Querkraft  stets  in  dem  unmittelbar  am  Auflager  gelegenen 
Querschnitte  (s.  10.  und  11.  Vortrag);  die  Querschnitte  nach  der 
Mitte  zu  haben  geringere  Kraftsummen.  Wenn  also  8  und  J  un- 
veränderlich sind  (Träger  mit  auf  die  ganze  Länge  durchgeführten 
Lamellen),  sind  die  Niete  am  Auflager  am  meisten  beansprucht. 
Nach  der  Mitte  zu  können  die  Niete  schwächer  genommen  oder 
in  größerem  Abstände  voneinander  gesetzt  werden  (s.  auch  die 
folgenden  Beispiele). 
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bzw.  (3  a)  und  (4  a)  der  vorigen  Paragraphen,  l^atürlich  ist  von  den 
beiden,  mit  Eücksicht  auf  Scherang  und  auf  Leibung  sich  ergeben- 
den Werten  von  N  der  TcUinere  in  die  obige  Formel  einzuführen. 

yi.  Spamumgen  bei  angeschweißten  u*  dgL  Teilen« 

Wäre  in  Fig.  140  die  Lamelle  nicht  durch  Niete,  sondern 
durch  Walzen,  Schweißeisen  usw.  mit  dem  J- Eisen  verbunden,  so 
müßte  natürlich  trotzdem  die  Kraft  AR  irgendwie  aufgenommen 
werden.  In  diesem  Falle  würden  in  der  horizontalen  Schnitt- 
fläche a — ß  (Fig.  140  a)  Spannungen  entstehen.,  die  zusammen 
eine  resultierende  Kraft  T«,  gleich  AB  liefern.  Aus  dieser  Über- 
legung erkennt  man,  daß-  bei  einem  auf  Biegung  beanspruchten 
Balken  auch  in  horizontal  gelegten  Schnitten  innere  Kräfte  wirken. 
Sie  brauchen  im  allgemeinen  nicht  weiter  untersucht  zu  werden; 
es  sollte  nur  an  dieser  Stelle  kurz  darauf  hingewiesen  werden. 


Fischer.    Statik.  28 


Digitized  by 


Google 


—     434     — 

§  78a. 
Beispiele  zu  §  78. 

Ente  Autgabe. 

I 

Ein  X' Träger  N.-P.  30  muße  durch  eine  obere  und  eine  untere 
Lamelle  ton  je  160  •  12  verstärJct  werden  {vgl.  Fig.  139a).  Die  Spann- 
weite ist  300  cm;  die  Belastung  ist  gleichförmig  verteilt  und  beträgt 
28000  leg.  Die  Niete  haben  16  mm  0  und  sitzen  paarweise  in  einem 
Abstwnd  von  e^lOem.  Die  Beanspruchung  der  Niete  ist  zu  be- 
rechnen! 

Es  ist  gleichgültig,  ob  wir  die  obere  oder  die  untere  Nietreihe 

untersuchen.  Der  anzuschließende  Querschnittsteil  Ist  ein  Bechteck 

mit  der  Fläche 

F  =  16,0  •  1,2  =-  19,2  qcm. 

Je  zwei  iN'iete  bewirken  in  einem  Querschnitte  den  Anschluß  einer 
Lamelle.  Die  auf  einen  Niet  entfallende  Kraft  ist  also  nach 
Formel  (IV): 

P  =  l.Q.10,0.j. 

8 ,  das  statische  Moment  des  anzuschließenden  Teiles,  ist  (man 
zeichne  den  Querschnitt  des  Trägers  auf!): 

8  =  J?».  15,6  =  19,2 .  15,6  =  300  cm». 
Das  Trägheitsmoment  J  der  ganzen  Querschnittsfläche  ist: 
J  =  9785  +  2 .  19,2  •  16,6« 
=  9785  +  2  .  300  •  15,6  ==  19145  cm*. 

(Das  Trägheitsmoment  der  Lamellen  in  bezug  auf  ihre  eigener 
Schwerachsen  ist  vernachlässigt  worden.) 

Die  Querkraft  Q  ist  am  größten  unmittelbar  am  Auflager 
Für  diese  Stelle  ist: 

Q^Ä  =  -i- 28000  -  14000  kg. 
Der  erste  Niet  muß  also  eine  Kraft  aufnehmen: 

^         1      HAnr\i\^         ^nf\  300  Cm» 

—  •  14000  kg  •  10,0  cm 


2  B       >--       19145  cm* 

«  1100  kg. 

Da  der  Niet  einschnittig  ist,  entstehen  hieraus  die  Beanspruchungen 
(Leibungsstärke  1,2  cm): 
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2LN.'P.  22  und  einer  Kranschiene  Bote  Erde  Nr.  2.  Die  Spann- 
weite des  Ourtstahes  —^  von  Knotenpunkt  zu  Knotenpunkt  gerechnet  — 
beträgt  1^60  m.  Die  Belastung  besteht  aus  zwei  Badlasten  von  je 
6000  kg  im  Abstände  von  1^20  m  voneinander.  Die  Beanspruchung 
der  Anschlußniete  der  Kranschiene  ist  zu  berechnen! 

Die  Lage  der  NuUinie  und  das  Trägheitsmoment  dieses 
Querschnittes  sind  bereits  in  §  54,  4.  Aufgabe,  bestimmt.  Es 
ergaben  sich: 

z  =  8,84  cm  ;     J  =  10517  cm*. 

(z  ist  der  Abstand  der  Nullinie  von  der  Schwerachse  der  Schiene ) 
Der  Flächeninhalt  der  Schiene  ist 

F  =  41,01  qcm  ; 

folglich  wird  das  statische  Moment 

8  =  41,01 .  8,84 
'    =%63  cm». 

28^ 
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Die  größte  Qnerkraft  entsteht  in  dem  Querschnitte  am  Auflager. 
Die  für  diesen  Querschnitt  gefährliche  Laststellung  der  beweglichen 
Belastung  ist  in  Fig.  141a  gezeichnet.     Es  ergibt  sich 

Q^A  =6000  +  6000.^ 

^600p(l  +  ^) 
=  7500  kg. 
(Die  erste  Last  steht  unendlich  nahe  Tor  dem  Auflager.) 


(a)  i 


k 


A    I 


f.^^fn 


•|_^>^- 


2C  N.P.  Z2  _ 


f.äO  791, 


.0,^0. 


(c) 


6oo\o  ßg 


^ 


-f.zo 


-/.  60  tn. 


eooijßg 


B 


t 


Fig.  141. 

Der  Anschluß  geschehe  durch  Niete  (bzw.  Schraubend  von 
16  mm  0,  die  paarweise  im  Abstände  e  =  11,0  cm  stehen.  Somit 
wird  die  Kraft  pro  Niet:  ^ 
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ist  (Fig.  142  o): 


8  -  24,0  •  1,4  •  30,7  =  1032  cm». 
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Das  Trägheitsmomeat  des  ganzen  Qnerschnittes  ist  (Fig.  142  b): 

J  =  i  1,0 .  60»  +  4(207  +  22,7  •  27,1«)  +  2  •  24,0  •  1,4  •  30,7» 

=  18000  +  67510  +  63340 
«148850  cm*. 

(Die  Trägheitsmomente  der  Lamellen  für  ihre  eigenen  Schwerachsen 
sind  vernachlässigt») 

Betrachten  wir  nun  die  Niete  im  Felde  0 — 1,  so  ist  für  diese 
die  Kraftsumme  Q  (Fig.  142  a): 

Q  =  40250  -  11500  =  28750  kg. 
Wir  erhalten  also  für  diese  Niete  die  zulässige  Nietteilung 
_        2510  kg      148850  cm* 
^""       28750  kg*     1032  cm» 
=  25  cm. 

Aus  praktischen  Gründen  muß  diese  Nietteilung  natürlich  kleiner 
gemacht  werden. 

Nun  wollen  wir  die  Niete  untersuchen,  die  durch  die  vertikalen 
Winkelschenkel  und  das  Stehblech  gehen  (Fig.  142  d).  Die  Längs- 
fuge, die  durch  diese  Niete  überbrückt  werden  soll,  sieht  in  der 
Querschnittsfläche  fl -förmig  aus.  Auf  der  einen  Seite  dieser  Fuge 
befindet  sich  die  gesamte  Qurtung,  bestehend  aus  den  beiden 
Winkeleisen  und  der  Lamelle  (diese  drei  TeOe  sind  durch  die 
vorhin  untersuchten  Niete  bereits  zu  einem  Ganzen  verbunden); 
auf  der  anderen  Seite  der  Fuge  ist  der  übrige  Querschnitt. 

Für  diese  Niete  ist  (Fig.  142  a  und  d):    • 

n  =  l  . 

Ä-  =  2,0 . 1,0  •  1600  =  3200  kg. 

(Leibungsdruck  ist  für  den  zweischnittigen  Niet  maßgebend.) 
Das  statische  Moment  des  anzuschließenden  Teiles  ist  jetzt: 

8  ==  24,0 . 1 ,4  .  30,7  +  2  •  22,7  •  27,1 
=  1032  +  1230 
=  2262  cm». 

(Der  erste  Teil  rührt  von  der  Lamelle,  der  zweite  von  den  beiden 
Winkeln  her.) 

Das  Trägheitsmoment  und  die  Querkraft  sind  wie  vorhin: 

J  =  148850  cm*, 
(?  =  28750  kg. 
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ganz  natürlich,  da  die  ersteren  eine  viel  größere  Querschnittsfläche 
anzuschließen  haben.  Bei  solchen  Unterschieden  in  den  Niet- 
teilungen empfiehlt  es  sich,  die  horizontalen  Niete  mit  größerem 
Durchmesser  —  in  vorliegendem  Falle  z.  B.  23  0  —  auszuführen. 
Setzt  man,  wie  gewöhnlich,  die  oberen  Niete  mit  derselben  Teilung 
wie  die  unteren,  so  braucht  man  die  ersteren  im  allgemeinen  gar 
nicht  zu  untersuchen,  da  sie  dann  stets  dicht  genug  stehen. 

Übungsaufgabe:    Ermittle  in  Fig.  142  a  die  Nietteilungen  in 
den  Feldern  1—2  und  2—31 
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wenden.    (Vgl.  §  81  a,  Absatz  V.) 

§79. 
Bestimmung  der  Lamellenlängen  nnd  Trägerquerschnitte. 

L  Die  theoretisclien  Lamellenlängen« 

Bekanntlich  sind  bei  einem  auf  Biegung  beanspruchten  Träger 
die  Momentensummen  der  einzelnen  Stellen  und  also  auch  deren 
erforderliche  Widerstandsmomente  sehr  voneinander  verschieden. 
Bei  einem  genieteten  Träger  hat  man  >es  nun  in  der  Hand,  durch 
allmähliche  Hinzufügung  von  Lamellen  die  Materialverteilung  dem 
Anwachsen  der  erforderlichen  Widerstandsmomente  anzupassen. 
Auf  diese  Weise  vermeidet  man  es,  dort,  wo  nur  geringe  Biegungs- 
momente auftreten,  unnötig  Material  anzuhäufen.  Wie  man  hier- 
bei vorgeht,  möge  an  folgendem  Beispiel  erläutert  werden: 

Bei  einem  Trager  (Fig.  143  a)  seien  für  die  einzelnen  Stellen 
die  zugehörigen  Momentensummen  bestimmt  und  aus  diesen  durch 
Division  mit  der  zulässigen  Spannung  die  erforderlichen  Wider- 
standsmomente. (Bei  beweglicher  Belastung  muß  natürlich  für 
jeden  einzelnen  Querschnitt  zunächst  die  gefährliche  Laststellung 
aufgesucht  und  dann  die  betreffende  Momentensumme  ermittelt 
werden.)  Diese  Widerstandsmomente  werden  an  den  einzelnen 
Stellen  des  Balkens  in  einem  beliebig  zu  wählenden  Maßstabe  auf- 
getragen. In  Fig.  143  a  ist  als-  Beispiel  ein  Träger  von  16,00  m 
Spannweite  genommen,  der  aus  sieben  mittleren  Feldern  von  je 
1,778  m  Länge  und  aus  den  beiden  Endfeldern  von  je  1,777  m 
Länge  besteht.  Es  bedeutet  also  Wj  das  erforderliche  Widerstands- 
moment am  Querschnitte  i;  Wg  das  erforderliche  Widerstands- 
moment bei  2]  usw.  Durch  Verbindung  der  Endpunkte  der  die 
Widerstandsmomente  darstellenden  Strecken  entsteht  dann  die 
,,KurvedererforderlichenWider8tand8momente^^.  (Maßstab  in  Fig.  143a: 
1000  cm*  des  Widerstandsmomentes  gleich  0,2  cm  in  der  Zeichnung.) 
Auf  diese  Weise  können  wir  also  in  Fig.  143  a  für  jede  Stelle  des 
Balkens  das  erforderliche  Widerstandsmoment  abgreifen. 

Nach  Ermittlung  der  erforderlichen  Widerstandsmomente  neh- 
men wir  die  einzelnen  Profile  des  GDrägers  an  und  bestimmen  die 
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also  die  »trecKe  zu  nnaen,  auf  aer  der  Träger  onne  Jüameuen  ge- 
nügt, tragen  wir  in  Fig.  143  a  W®,  das  Widerstandsmoment  des 
Trägers  ohne  Lamellen,    als  Höhe   auf   und  ziehen    dureh   deren 
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In  entsprechender  Weise  finden  wir  die  Längen  der  II.,  III.  usw. 
Lamelle,  so  daß  sich  insgesamt  folgende  ZusammensteUung  ergibt: 


(I)  i,  =  z|/i-^;     lu^l^l-^;  usw. 

Bei  parabelförmiger  Momentenfläche  lassen  sich  also  die  erforder- 
lichenLamellenlängen  Ij,  {//USw.  sehr  leicht  rechnerisch  bestimmen. 
2.  Bei  unseren  späteren  Berechnungen  werden  wir  häufig  auf 
den  Fall  stoßen,  daß  die  Kurve  der  erforderlichen  Widerstands- 
momente in  der  Mitte  eine  gerade  Linie  ist,  von  deren  Enden  je 
ein  Parabelbogen  nach  den  Auflagern  geht.  Die  Länge  dieser 
geraden  Linie  sei  V.  Man  kann  also  die  Kurve  auch  als  eine 
Parabel  bezeichnen,  deren  beiden  Hälften  aber  im  Scheitel  um 
eine  Strecke  V  auseinandergezogen  sind.  Aus  dieser  Auffassung 
folgen  dann  für  die  erforderlichen  Längen  der  einzelnen  Lamellen 
sehr  leicht  folgende  Formeln: 

(II)  Länge  der  L  LameUe:     Z^  =  Z'  +  (][  -  Z  Wl  -  ^ ;     usw. 

n.  Die  praktischen  Längen. 
Die  im  vorigen  Abschnitte  ermittelten  Längen  sind  die  so- 
genannten „theoretischen  Längen^^.  Da  nämlich  z.  B.  die  I.  Lamelle 
an  ihrem  Anfangspunkte  a  doch  nicht  angeschweißt  ist,  sondern 
durch  Niete  angeschlossen  wird,  so  müssen  wir  noch  ein  Stück 
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zugeben,  um  die  Niete  unterzubringen.  Hierdurch  entsteht  dann 
die  j.pralcUsche  Länge^^  der  Lamelle. 

Mit  wieviel  Nieten  muß  nun  z.  B.  die  I.  Lamelle  bereits  vor 
ihrem  theoretischen  Anfangspunkte  angeschlossen  werden  t  Früher 
rechnete  man  so:  Die  Lamelle  hat  —  nach  Abzug  der  Schwächung 
durch  Nietlöpher  —  eine  Querschnittsflache  F;  die  auftretende 
Spannung  sei  le.  Dann  kann  also  die  Lamelle  eine  Kraft  F'h 
'aufnehmen,  und  diese  Kraft  F^k  muß  bereits  vor  dem  Anfangs- 
punkte a  durch  Niete  angeschlossen  werden,  damit  die. Lamelle 
von  a  ab  als  tragend  gerechnet  werden  kann. 

Augenscheinlich  ist  diese  Eechnung  aber  zu  ungünstig.  Kurz 
Tor  der  Stelle  a  genügt  noch  4ler  Träger  ohne  Lamelle.  An  der 
Stelle  a  selber  würde  also  eine  ganz  dünne  Lamelle  ausreichen,  die 
dann  allmählich  von  a  aus  an  Stärke  zunehmen*  müßte.  Daraus 
folgt,  daß  es  genügt,  •  vor  der  Stelle  a  eine  Querreihe  von  zwei 
Nieten  zu  setzen,  da  wir  ja  —  theoretisch  —  nur  eine  ganz  dünne 
Lamelle  anzuschließen  haben. 

In  Fig.  143a  ist  noch  gezeigt,  wie  der  allmähliche  Anschluß 
der  Lamelle  zustande  kommt.  Es  ist  angenommen,  daß  im  ganzen 
vier  Querreihen,  d.  h.  acht  Niete,  nötig  sind,  um  die  gesamte 
Kraft  der  Lamelle  ^u  übertragen.  Jede  der  vier  Querreihen 
schließt  dann  also  ein  Viertel  der  Lamelle  an.  Der  Übergang  des 
Widerstandsmomentes  W^  (Träger  ohne  Lamellen)  zu  W  (Träger 
mit  einer  Lamelle)  vollzieht  sich  also,  entsprechend  dem  vierreihigen 
Nietanschluß,  in  einer  vierstufigen  Linie  aa'W  (Fig.  143  a),  die 
beim  ersten  Anschlußniet  beginnt  und  beim  letzten  endet  (Fig.  143  b). 
Man  sieht  auch  aus  dieser  Darstellung,  daß  es  genügt,  mit  den 
Nieten  direkt  vor  den  theoretischen  Anfangspunkten  zu  beginnen. 

§80. 

Bereehnnng  der  Stoßverbindongen. 

L  Stoß  eines  elntachen  Bleches. 

Orunäaufgdbe:  Ein  Blech  von  der  Höhe  h  und  der  Stärke  d 
ist  durch  eine  rechtwinklig  zur  Längsachse  gehende  Fuge  ä — ä 
geteilt.  Die  beiden  hierdurch  entstehenden  Teile  I  und  II  sind 
biegungsfest  miteinander  zu  verbinden  (Fig.  144)! 

L  Berechnung  der  Laschen« 

Da  die  Laschen  den  Balken  an  der  Stoßstelle  vollständig  zu 
ersetzen  haben,  müssen  sie  zusammen  dasselbe  Widerstands- 
moment besitzen  wie  jener.     Es  muß  also  sein  (Fig.  144  b): 
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Da   wir   aber   aus   diesen   drei   Gleichungen   nicht   sämtliche 
acht  Unbekannte  H  und  F  ausrechnen  können,  müssen  wir  noch 
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einige  Annahmen  zur  Hilfe  nehmen.  Di^e  sind:  a)  Die  Horizontal- 
komponenten H  wachsen  im  linearen  Verhältnis;  d.  h.  trägt  man 
die  Elräfte  H  graphisch  anf,  so  liegen  die  Endpunkte  dieser  Strecken 
auf  einer  geraden  Linie.  In  analytischer  Form  lautet  diese  An- 
nahme: Die  Kräfte  H  verhalten  sich  wie  ihre  Abstände  y  von 
einem,  zunächst  noch  unbestimmten,  Punkte  L .  ß)  Die  Yertikal- 
komponenten  V  seien  einander  gleich. 

Die  Annahme  a)j  über  das  Verhältnis  der  Kräfte  H  zuein- 
ander, wird  wahrscheinlich  richtig  sein;  denn  die  Kräfte  H  spielen 
am  Stoße  dieselbe  Bolle,  wie  die  Normalspannungen  o  an  einer 
durchlaufenden  Stelle,  und  von  den  Spannungen  o  ließ  sich  eine 
ähnliche  Annahme  herleiten.  Die  Annahme  ß)  wird  dagegen  wahr- 
scheinlich falsch  seiD.  Denn  die  Kräfte  F  ersetzen  die  Schub- 
spannungen (§  41),  die  sonst  an  dieser  Stelle  wirksam  wären,  *und 
da  diese  Spannungen  sich  nicht  gleichmäßig  über  den  Querschnitt 
verteilen,  werden  sich  die  Kräfte  V  auch  nicht  gleichmäßig  auf 
die  Niete  verteilen.  Sie  ist  aber  die  einfachste  Voraussetzung  und, 
in  Ermangelung  einer  besseren,  allgemein  gebräuchlich. 

In  Formeln  gekleidet  lauten  die  beiden  Annahmen: 

\)    JBTi :  H^.H^iH^^y^iy^x  y^  :  y^  , 

Nun  stellen  wir  die  Gleichgewichtsbedingungeii  auf,  und  zwar 
wollen  wir  als  Bezugspunkt  für  die  Momente  den  Punkt  L  (dessen 
Lage  wir  also  zunächst  als  bekannt  einführen)  nehmen: 

(I)     R^ H,  -  ffjj  -f  ff«  +  ff^  =  0  , 

(II)     Äy  =  +  ii  -  Pi  -  Fl  -  F,  -  F,  -  7^  «  0  , 

(in)  2:3f  =  +^-a'-Pi-pi'-ffi-yi-F,.y,-ff,.y3-H^-y^  =  0. 

(In  der  letzten  Gleichung  haben  V^. ,  .V^  das  Lot  NuU;  um 
dieses  zu  erreichen,  wurde  L  als  Bezugspunkt  gewählt.) 

Die  erste  Gleichung  sagt  aus,  daß  ein  Teil  der  Horizontal- 
komponenten nach  links  und  der  andere  nach  rechts  gehen  muß, 
damit  die  Summe  sämtlicher  horizontalen  Kräfte  gleich  Null  wird. 
Deshalb  wurden  in  Fig.  144  c  die  Kräfte  H  von  vornherein  in 
dieser  Weise  angenommen. 

Um  nun  zwei  zusammengehörige  Seitenkräfte,  z.  B.  F^ 
und  Hl ,  zu  berechnen,  drücken  wir  mit  Hilfe  der  Voraus- 
setzungen a)  und  ß)  sämtUche  Unbekannten  F  und  H  durch  F^ 
und  Hl  aus: 
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«)     H, : ffj  =  yi : Vt ',     hieraus     ffj  =  ^Hj  ; 

Vi 

F,:ff,  =yi:y,;  „  F,  =^fl,  ; 

yi     . 

/8)     7,=7i;     F,-F,;     V.^Vy. 
Hiermit  gehen  die  G^eichgewichtsbedingungen  über  in: 

(la)     -ff,_^H,+^H,  +  ^ffj  =  0, 
Vi  Vi  Vi 

(IIa)     +^-P,_7,-F,-Fi-y,  =  0, 

(Illa)     +4.a'-P,pi'-Hi.y,-^H,.y,-^H..y,-^ff,.y,=0 

yi  yi  3fi 

Nun  schreiben  wir  für  A—Pi^  Summe  aller  seitlich  vom  Stoße 
befindlichen  Kräfte,  die  Abkürzung  Q  (Querkraft);  A-a'  —  P^^pi 
ist  das  Moment  in  bezug  auf  Punkt  L  und  werde  mit  M'  be- 
zeichnet.    Dann  ergibt  sich    nach  einer    einfachen   Umformung: 

(I  b)  -  ?^  •  ( +  y  1  +  ^2  -  3/8  -  yJ  =  0  , 

Vi 

(IIb)  Q-4F,  =  0, 

(Illb)  M'--^.{y}+  y^+  yi+y^y^O. 

Vi 

Für  zwei  andere  zusammengehörige  Kräfte,  z.  B.  V^  und  H^ , 
würden  die  entsprechenden  Gleichungen  lauten: 

TT 

-  •;-  •  (+  yi  +  2^2  -  ys  -  yJ  =  0 » 

3^2 

0-473  =  0, 

y% 

Da  nun  H^ ,  Hg  ^^*  nicht  sämtlich  gleich  Null  sein  können, 
so  muß  in  der  ersten  Oleichung  der  in  der  Klammer  stehende 
Ausdruck  gleich  Null  sein,  damit  das  Produkt  gleich  Null  wird. 
In  der  dritten  Oleichung  wollen  wir  noch  statt  des  Momentes 
M'  =  +-A  'a'  —  P^'Px  das  Moment  M  =  +-4.  •  a  —  Pj •  Pi ,  in  bezug 
auf  einen  im  Stoße  gelegenen  Punkt,  einführen.  Der  Unter- 
schied gegen  M'  ist  sehr  gering  (nämlich  gleich  Q  • « ,  vgl.  §  57, 1), 
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and  es  rechnet  sich  mit  der  Entfernung  a  bequemer  als  mit  a\ 
Somit  erhalten  wir  die  Gleichungen: 

(Ic)     +^1  +  ^2 -ys- 1/4-0;    oder    yi  +  yj-ys+^ii 

(IIc)         F, «  +  !(?; 

(me)         JBi  B  — 5 5 5 5-  •  «1  . 

vl  +  vl  +  yt  +  yl 

Aus  der  ersten  von  diesen  drei  Gleichungen  können  wir  die 
Lage  des  Punktes  i,  aus  der  zweiten  die  Größe  der  Vertikal- 
komponente Vi  und  aus  der  dritten  die  Größe  der  Horizontal- 
Komponente  JJi  bestimmen.  Die  Lage  des  Punktes  L  bestimmen 
wir  durch  seine  Entfernung  von  einem  Niet,  z.  B.  von  Niet  2. 
Wir  setzen  dann 

yi  =  «1  +  a? ,    y«  =  a? ,    y»  =  «2  -  a? ,    ^4  =  «8  +  «i  -  a? 
und  erhalten  aus  Gleichung  (Ic): 

Ci  +  a?  +  iP  =  e2— a?  +  e8  +  e2— rp, 
*  4(r  =  — «1  +  2e,  +  6,  , 

~et  + 2^2  +  ^8 
^ 4 • 

In  entsprechender  Weise  wird  die  Lage  von  L  bestimmt, 
wenn  mehr  als  vier  Niete  vorhanden  sind.  Nun  können  wir  der 
Zeichnung  die  Abstände  y^,  y^^  y^  und  y^  entnehmen  und  be- 
rechneü  Fj  und  Jffi .  Die  Eichtungen  der  Kräfte  F  und  H  ergeben 
sich  am  einfachsten  aus  der  Überlegung,  daß  bei  einer  positiven 
(nach  oben  gerichteten)  Querkraft  die  Kräfte  F  nach  unten  zeigen 
müssen,  und  daß  bei  einem  rechts  drehenden  Moment  if  das 
Moment  der  Kräfte  H  nach  links  drehen  muß. 

Sobald  Fj  und  H^  gefunden  sind,  ergibt  sich  nach  Fig.  144  d 
die  Kraft  N^ ,  die  der  Niet  1  auf  das  Blech  ausübt,  aus  der 
Gleichung  

Aus  N^  berechnen  wir  dann  die  auftretende  Scherspannung 
und  Flächenpressung.  Am  größten  ist  H  und  somit  die  gesamte 
Kraft  JSf  für  den  Niet,  der  am  weitesten  vom  Punkte  L  entfernt  ist. 

Bemerkung:  Formel  III c  ist  genau  so  gebaut  wie  die  Biegungsformel 
a  SS  (Af :  J)y,  wie  ja  auch  die  Ableitungen  übereinstimmen.  Man  nennt  des- 
halb die  Summe  {y\-\-  y\-\-  ..)  direkt  das  Trägheitsmoment  Jg  der  Nietgruppe 
und  Jsx)fi  das  Widerstapdsmoment  Wg.  (Punkt  L  entspricht  der  Nullinie.) 
Hiermit  lautet  Formel  III c:  J^  =  M :  ir^. 
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b)  Die  Niete  sitzen  gleichmäßig  verteilt. 

Für  den  besonders  wichtigen  Fall,  daß  die  Niete  symmetrisch 
in  der  Höhenrichtung  angeordnet  sind,  muß  der  'Punkt  L  augen- 
scheinlich in  der  Mitte  liegen.    Dieses  ergibt  auch  die  Eechnung; 

denn  wenn  6^  =  e^  ist,  wird  o?  ==  -^  «2  •     ß®i  symmetrischer  Niet- 

anordnung  braucht  man  also  die  Gleichung  (Ic)  nicht,  sondern 
kann  die  Abstände  y^ ,  y^  usw.  direkt .  der  Zeichnung  entnehmen. 
Bei  der  Ermittlung  der  Kräfte  H  kommt^  es  nun  vor  allen 
Dingen  darauf  an,  die  Summe  s/i  +  yl  +  •  •  •  schnell  auszurechnen. 
Sind  die  Nietentfernungen  einander  gleich,  so  lassen  sich  hierfür 
einfache  Formeln  ableiten.  Für  Fig.  145  a  ergibt  sich  folgende 
Rechnung:  Die  Entfernung  der  beiden  äußersten  Niete  sei  &; 
die  Anzahl  der  Niete  sei  n  (»  9).  Dann  ist  die  Anzahl  der  Niet- 
teilungen gleich  n  — 1(«=  8),  so  daß  sich  für  eine  Nietteilung  der 

Wert  ergibt  «= — ZTv""  ft")'  ^^^  ^^  ^^*^*  ^®  Niete  mit  0, 
l...r,  1'. .  .r'  numerieren.  (Für  die  Ausrechnung  der  Summe 
Vi  +  yl  ^ifiw.  ist  es  natürlich  gleichgültig,  in  welcher  Eeihenfolge 
wir  die  Glieder  nehmen.)    Dann  ist 


f  h 

yr  =  r'e-=r- 


n-1' 

(Die  Abstände  e  sind  natürlich  nicht  zu  verwechsetn  mit 
der  Nietteilung  e  von  §  78.) 

Wir  wollen  die  Summe  y?  +  yl  +  •  •  •  zunächst  von  der  einen 
Hälfte  der  Niete,  o^fj  nehmen  und  erhalten  dann 

ft'        r(r  +  l)(2f  +  l). 
""  (n-l)*'  6  ♦ 

denn  die  Somme  ans  den  Quadraten  der  ersten  r  Zahlen  läßt  sich  ^ 

bekanntlich  darstellen  durch  da«  Produkt  -^r(r +  l)(2r +.1);  vgl. 

o 

Fi.eher,  Stetlk.  29 
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Quadraten  der  Abstände  y   ausgerechnet.     Für  sämüiehe  Niete 
ergibt  sich  das  Doppelte: 

yi  +  •  •  •  +  yr  +  »1    -T  •  •'-ryr    —  ti    .     _  jv     24 

^  A''-(ro+l)n 
~    12(n-l)     • 

Wenn  'wir  jetzt  für  den  äußersten  Niet,   r,   die  Horizontal- 
kraft bestimmen  wollen,  so  haben  wir  nach  Formel  (lue): 

M 


H,= 


ft*-(n  +  l)n 
12 .  (n  - 1) 


h 
Nun  ist  y,  =  -5-  ;  folglich 


M- 


12  (»  - 1) 
6(n  -  1) 
h-n{n+  1) 


riVV  ff-^    6(n-l)_ilf 

(IV)  fl,._._^__^__./. 

Den  Wert  —7 — — tt  wollen  wir  mit  /  bezeichnen.    Wenn  man 

n{n  +  1) 

also  das  Moment  M  an  der  Stoßstelle  bestimmt,  ferner  die  Ent- 
fernung.^ der  beiden  äußersten  Niete  voneinander  und  die  An- 
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zahl  n  der  Niete  angenommeii  hat,  kann  man  mit  Hilfe  der 
obigen  f^ormel  die»  im  äußersten  Niet  vorkommende  größte  Hori- 
zontalkraft R  sehr  schnell  berechnen. 


T""-t"'T"'^^""***'"*"'^vt      ♦ :  4 


(?  ^  ^  ■^      -^ 

•     ->  ^  ^  ^  4      ^  4-  ^  -^ 

^       \  4-  4  4x^^ 

6        .                                      ^                  '  ^                  4-      -^ 
-*--^ -4-4 4 4- -4- ^"^ 

(a)      (b)     (c)     (d)        Ce) 

Fig.  145. 

Ebenso  wie  für  Fig.  145  a  kann  man  nun  für  andere  Niet- 
anordnungen die  Horizontalkomponente  f  durch  eine  entsprechende 
Formel  ,. 

bestimmen,  wobei  f  natürlich  je  nach  der  Nietanordnung  einen 
verschiedenen  Wert  hat.  Die  gebräuchlichsten  Fälle  sind  in 
Fig.  145  b — e  gezeichnet  und  jedesmal  der  Koeffizient  f  hinzu-  , 
geschrieben:  In  diesen  Formeln  bedeutet  n  stets  die  Anzahl  Niete 
in  der  dem  Stoße  zunächst  befindlichen  Eeihe.  Bei  einw  Niet- 
reihe hatten  wir  /  =  —. — —^  gefunden.  (Diese  Formel  gilt  auch 
w(w  +  Ij 

dann,  wenn  n  eine  gerade  Zahl  ist,  d.  h.  wenn  in  der  Mitte  kein 
Niet  sitzt.)  Bei  zvoei  Nietreihen  auf  jeder  Seite  des  Stoßes  ist  f 
halb  so  groß,  da  in  Gleichung  (III o)  die  im  Nenner  stehende 
Summe  yi+ya  +  ...  doppelt  so  groß  wird;  usw.  Auf  diese 
Weise  kann  man  alle  möglichen  Anordnungen  zusammenstellen. 
In  der  folgenden  Tabelle  ist  der  Faktor  f  bereits  aufgerechnet 
(nach  F.  Dircksen).  Man  braucht  also  nur  das  Moment  M  durch  den 
Abstand  h  zu  dividieren,  den  Faktor /*  aus  der  Tabelle  hinzuzunehmen 
und  hat  dann  sofort  die  Horizontalkraft  des  äußersten  Nietes. 

29* 
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Tabelle  für  den  Paktor  ,/". 


n 

(Niet- 
anzahl  in 
der  ersten 

Reihe 
neben  der 
StoAfuge) 

Nietanordnung  seitlich  (links)  der  Stoßfuge 
I                    II                   III                   IV                  V 

• 

.     6(1.-1) 
■     n(in-l) 

• 

Eine 
Nietreihe 

•  • 

•  •        >//  = 

•  •   8(n  -  1) 

•  •    nCn  +  1) 

•  • 

Zwei  Niet. 

reihen,  Niete 

paarweis 

• 

••    6(n-l) 
•.   fi(2n-l) 

•• 

Zwei 

Nietreihen, 

Niete  versetzt 

•  • 

•  •     //K* 

•  ••   2(n-l) 

•  ••         i- 

• 

•  • 

Drei 
Nietreihen 

•    • 

•••.8(»-l) 

•  • 
•  • 

Vier 
Nietreilian 

2 

3 
4 
5 

1,000 
1.000 
0,900 
0,800 

0,500 
0,500 
0,450 
0,400 

1,000 

0,800  • 

0,643 

0,533 

0,500 
0,444 
0,375 
0,320 

0,500 
0,400 
0,322 
0,267 

6 

7 
8 

0,714 
0,643 
0,583 
0,683 
0,491 

0,357 
0,321 
0,292 
0,267 
0,245 

0,455 
0,396 
0,350 
0,314 
0,284 

0,278 
0,245 
0,219 
0,198 
0,180 

0,227 
0,198 
0,175 
0,157 
0,142 

11 

12 
13 
14 
15 

0,456 
0,423 
0,396 
0,371 
0,350 

0,227 
0,211 
0,198 
0,186 
0,175 

0,260 
,    0,239 
0,222 
0,206 
0,193 

0,165 
0,153 
0,142 
0,133 
0,124 

0,130 
0,120 
0,111 
0,103 
0,097 

16 

17 

19 
20 

0,331 
0,314 
0,298 
0,284 
.0,271 

0,165 
0,157 
0,149 
0,142 
0,136 

0,181 
0,171 
0,162 
0,153 
0,146 

0,117 
0,111 
0,105 
0,100 
0,095 

0,091 
0,086 
0,081 
0,077 
0,078 

21 
22 
23 
24 
25 

0,260 
0,249 
0,239 
0,230 
0,222 

0,130 
0,124 
0,120 
0,115 
0,111 

0,139 
0,133 
0,128 
0,122 
0,118 

0,091 
0,087 
0,083 
0,080 
0,077 

0,070 
0,067 
0,064 
0,061 
0,059 

n,  StoS  des  Stehbleches  eines  Blechträgera. 
Das  Stehblech  eines  Blechträgers,  das  an  einer  Stelle  durch 
einen  Stoß  unterbrochen  ist,  befindet  sich  in  geni^u  derselben 
Lage  wie  das  Blech  Fig.  144  a:  Es  stellt  einen  Körper  von  einer 
bestimmten  Höhe  und  Stärke  dar,  dessen  linker  und  rechter  Teil 
durch  Stoßlaschen  und  -niete  biegungsfest  verbunden  werden  sollen. 
Der  Unterschied  ist  nur  der,  daß  jetzt  die  Kraft-  und  die  Mo- 
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menteDsumme,  die  dieses  Blech  zn  übertragen  hat,  nicht  gegeben 
sind,  sondern  aus  der  gesamten  Querkraft  und  dem  gesamten 
Moment  des  Blechträgers  an  der  betreffenden  Stelle  erst  ermittelt 
werden  müssen.  Hinsichtlich  dieser  Anteile  ersieht  man  folgendes: 
Es  wäre  natürlich  falsch,  in  die  Formeln  zur  Berechnung  der 
Stoßverbindung  des  Stehbleches  die  ganze  Querkraft  Q  und  das 
ganze  Moment  M  einzuführen,  die  an  der  betreffenden  Stelle  auf 
den  Blechträger  einwirken.  Denn  ein  Teil  von  Querkraft  und 
Moment  wird  von  den  anderen  Konstruktionsteilen  (Winkeln  und 
Lameüen)  aufgenommen  und  kommt  also  für  die  Stoßverbindung 
des  Stehbleohes  nicht  in  Betracht.  Für  die  Stoßniete  sind  viel- 
mehr nur  die  Anteile  von  Q  und  M  in  Bechnung  zu  stellen,  die 
sonst  von  dem  Steh1;)Iech  aufgenommen  werden  würden,  und  die 
jetzt  also,  da  das  Stehblech  durchbrochen  ist,  durch  Niete  und 
Laschen  übertragen  werden  müssen.  Um  sie  von  den  Gesamt- 
werten Q  und  M  zu  unterscheiden,  woUen  wir  sie  mit  Q,  und  M, 
bezeichnen. 

a)  Hinsichtlich  der  Querkraft  Q  wissen  wir  aus  unseren  früheren 
Untersuchungen  (§  41),  daß  sie  zum  größten  Teil  von  den  mittleren 
Fasern  des  Balkens,  aly)  vom  Stehbleoh,  aufgenommen  wird.  Des- 
halb ist  es  vielfach  gebräuchlich,  für  Q  seinen  vollen  Wert  ein- 
zusetzen. Dieses  ist  aber  sehr  ungünstig  gerechnet,  weil  nämlich 
die  größte  Querkraft  Q  und  das  größte  Moment  M  nicht  bei  der- 
selben Laststellung  entstehen  werden.  Da  jedoch  die  vertikale 
Seitenkraft  V  gegenüber  der  horizontalen  Kraft  H  gewöhnlich 
ziemlich  gering  ist,  so  kann  man  diese  etwas  sehr  ungünstige  An- 
nahme schließlich  auch  machen. 

b)  Das  Moment  Ms  bestimmt  sich  aus  folgender  Überlegung: 
Beträgt  an  der  Stoßstelle  das  Gesamtmoment  M  und  das  gesamte 
Trägheitsmoment  des  Blechträgers  Jj  so  ist  in  einer  beliebigen 
Stelle  des  Stehbleches  (z.  B.  in  seiner  äußersten  Faser)  die  Span- 
nung bekanntlich:  jf 

worin  y  die  Entfernung  dieser  Stelle  von  der  NuUinie  bedeutet. 
Andererseits  ergibt  sich   diese  Spannung  a,   wenn   wir  das 
Stehblech  für  sich  betrachten,  gleich: 

M, 

worin  Jf,  das  Moment  ist,   das  von  dem  Stehbleoh  allein  auf- 
genommen  werden  muß,   während  J«  das  Trägheitsmoment  des 
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m- 

^^'v».*' 

B: 
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{.*.,; 
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Stehbleches  ist.  Aus  der  Qleichsetzung  der  beiden  Ausdrficke 
für  G  bekommen  wir  dann: 

M,  M 

M.  ^  M 
J,   ^  J   ' 

Id  Worten:  Der  auf  das  Stehblech  entfallende  Teil  M,  des  Oesamt- 
momentes  M  ergibt  sieh  aus  diesem  j  indem  man  M  mit  dem  Ver- 
hältnis des  TrägJ^itsmomentes  J,  des  StehblecJ^es  zu  dem  Trägheits- 
momente J  des  OesamtquerschniUes  multipliziert. 

Wenn  der  Stehblechstoß  an  einer  Stelle  des  Trägers  liegt,  an 
der  das  Material  nicht  vollständig  ausgenutzt  ist,  kann  man  zur 
Ermittlung  von  M,  auch  folgenden  Weg  einschlagen:  Man  be- 
stimmt zunächst  das  Moment  M',  das  von  den  Gurtungen  auf- 
genommen werden  könate,  wenn  die  zulässige  Biegungsspannung  Je 
erreicht  werden  würde.     Also: 

worin  W  das  Widerstandsmoment  des  nur  aus  Winkeln  und  La- 
mellen bestehenden  Querschnittes  ist.  Der  Unterschied  zwischen 
M  und  M'  bleibt  dann  augenscheinlich  für  das  Stehblech  übrig. 
Es  ist  somit  nach  dieser  Bechnung: 

3f,  =  Jf  -  M% 

und  dieser  Best  Jf«  muß  von  den  Nieten  übertragen  werden.  Liegt 
der  Stoß  beispielsweise  unmittelbar  hinter  dem  Anfang  einer  Lamelle 
(also  dort,  wo  der  Querschnitt  mehr  Material  hat,  als  für  das  be- 
treffende Moment  M  erforderlich  ist),  so  kann  es  vorkommen,  daß 
Lamellen  und  Winkel  bereits  zur  Aufnahme  des  Gesamtmomentes  M 
ausreichen.  In  diesem  Falle  bleibt  für  die  Stoßniete  des  Steh- 
bleches überhaupt  kein  Moment  M,'  übrig,  so  daß  sie  nur  die 
Querkraft, Q  aufzunehmen  hätten.  Man  muß  aber  bedenken,  daß 
bei  einer  solchen  Bemessung  der  Stoßverbindung  in  die  Be- 
anspruchung der  Gurte  eine  ünstetigkeit  hineinkommt.  Im  Inter- 
esse einer  sicheren  Konstruktion  liegt  es  jedenfalls,  die  größte  Be- 
anspruchung an  der  Stoßstelle  nicht  höher  zu  halten  als  in  den 
benachbarten  Punkten,  um  hierdurch  eine  gewisse  Begelmäßigkeit 
in  den  Spannungen  zu  erzielen.  Die  Klärung  dieser  Fragen  durch 
experimentelle  Forschung  muß  als  eine  der  dringendsten  Aufgaben 
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der  Statik  bezeichnet  werden.     Bei  den  folgenden  Berechnungen 
werden  wir  übrigens  immer  mit  der  Formd 

arbeiten.    Dieser  Wert  üf,  ist  also  in  Formel  (IV)  bzw.  (III  c)  als 
Moment  einzusetzen. 


BDL  StoS  der  Corte  eines  Biechträgerg.     ' 

Die  Gurte  (Winkeleisen  und  Lamellen)  werden  beim  Stoße 
wie  einfache  Zug-  bzw.  Druckstäbe  behandelt.  Man  sieht  also 
davon  ab,  daß  in  den  einzelnen  Fasern  die  Spannungen  vonein- 
ander verschieden  sind. 

Die  Lamellen  werden  demnach  wie  Flacheisen  miteinander 
verbunden.  Die  Laschen  müssen  denselben  Querschnitt  haben  wie 
die  gestoßenen  Teile.  Die  Niete  müssen  die  in  der  betreffenden 
Lamelle  enthaltene  Kraft  aufnehmen. 

Die  Winkeleisen  werden  entweder  durch  Stoßwinkel  oder  durch 
rechtwinklig  zueinander  stehende  Flacheisen  gelascht.  Hinsichtlich 
der  Laschen  und  Stoßniete  gilt  das  für  die  Lamellen  Gesagte. 

Die  genaue  Anordnung  und  Berechnung  eines  solchen  Stoßes 
wird  an  dem  Beispiele  §  81a  durchgeführt  werden. 


IV,  Zosammentassnng  und  Ergänzong« 
Zusammenfassung:  Bei  der  Stoß  Verbindung  eines  auf  Biegung 
beanspruchten  Balkens  tritt  im  allgemeinen  an  jedem  Niete  eine 
schräg  gerichtete  Kraft  N  auf,  deren  Vertikalkomponente  V  und 
deren  Horizontalkomponente  H  wit  getrennt  bestimmen.  Die 
Vertikalkomponente  wird  gleich  der  Eraftsumme  Q  der  Stoßstdle^ 
dividiert  durch  die  Anzahl  der  Niete  auf  einer  Seite  des  Stoßes, 
angenommen  {V  ^  Q:x).  Die  Horizontalkomponente  H  muß  im 
allgemeinen  aud  der  Momentensumme  M  der  Stoßstelle  mittels 
der  Formeln  (III c)  und  (Ic)  bestimmt  werden.  Für  den  Spezial- 
fall —  Niete  in  gleichen  Abständen  e  voneinander  —  ergibt  sich 
aber  für  die  Horizontalkomponente  des  äußersten,  am  meisten  be- 
anspruchten Nietes  die  einfachere  Formel: 

TT        ^     f 

worin  f  ein  von  der  Nietanzahl  und  -anordnung  abhängiger  Faktor 
ist,  der  aus  Fig.  145  entnommen  werden  kann.  Aus  dieser  Formel 
folgt  omgekehrt,  daß  bei  gegebener  zulässiger  Horizontalkraft  H 
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eine  bestimmte  Nietgnippe  ein  Moment  aufnehmen  kann: 

Jlf  =  ^. 

In  die  Formel  H  =  {M :h)»f  ist  für  M  natürlich  diejenige 
Momentensumme  einzusetzen,  die  das  gestoßene  Blech  an  der  Stoß- 
stelle aufzunehmen  hat.  Ist  das  Blech  für  sich  allein  (Fig.  144), 
so  muß  also  das  gesamte  Moment  des  Balkens  eingesetzt  werden. 
Ist  das  Blech  aber  nur  ein  Bestandteil  eines  größeren  Querschnittes, 
z.  B.  Stehblech  bei  einem  Blechträger,  so  ist  vom  Oesamtmoment  [M] 
nur  der  Teil  M,  einzusetzen,  der  auf  das  Blech  entfällt;  nämlich 

l^achdem  dann  V  und  H  auf  diese  Weise  bestimmt  sind,  ergibt  sich 
die  gesamte  vom  Niete  aufzunehmende  Kraft  als  Besultierende 

von  V  und  H:  , 

N^yV^  +  HK 

Ergänzung:  Häufig  ergibt  sich  die  Vertikalkomponente  V  so 
gering,  daß  man  sie  vernachlässigen  kann.  Dann  ist  also  die  ge- 
samte Nietkraft  N  gleich  der  Horizontalkomponente  H,  Drücken 
wir  nun  die  Nietkraft  H  durch  die  auftretende  Scherspannung  t 

und  Flachenspannung  p  aus,  R  =«  2--^- *  und  H  =  ddp,  so  finden 

wir  bei  einer* doppelseitigen  Laschung  die  Gleichungen: 

(V)       2^.t  =  -=-•/•;    hieraus    t^'-irf'-^t    (^  =  Nietdurchm.) 

4  a  n         n<^  ^ 

(VI)'  d^p  «  -^  .  /• ;         „        p  =  ^f .  -r  .  (a  «  Stehblechstarke) 

n  h       ad 

Die  Scherspannung  t  wird   nur   in  den  seltensten  Fällen  in 

Betracht  kommen,  da  ö  fast  stets  kleiner  als  0,8  d  sein  wird. 

§  80a. 

Beispiele  zu  §  80. 
Ergte  Aufgabe. 
Der  Blechträger  Fig.  142  a  habe  in  der  Mitte  einen  StehhUch' 
stoß.     Die  Stoßniete  sind  zu  berechnen  I 

Auf  jeder  Seite  des  Stoßes  mögen  sich  zwei  Nietreihen  be- 
finden, in  der  Anordnung  Fig.  145  b.  Der  Abstand  der  äußersten 
Niete  voneinander  sei  ä  =  49,0 cm;  die  Anzahl  der  Niete  in  der 
dem  Stoße  zunächst  liegenden  Eeihe  sei  n  =  8.  (Hiernach  zeichne 
man  den  Stoß  auf.) 
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Faktor  f  finden  wir  aus  der  Tabelle  S,  452  (Anordnung  11,  n  =  8): 
f  -B  0,292.   Der  Einfluß  der  Querkraft  möge  vernachlässigt  werden. 
Dann  ergibt  sich  die  größte  Nietkraft: 
j^=.H  =  626cm_*  ^ 
49  cm 
und  der  größte  Leibungsdruck  (bei  d  — 2,0  cm  und  ^  =  1,0  cm): 

V  -  ^^  =  1,87  «/qcm  =  1870  kg/qcm. 

Zweite  Aufgabe* 

Wie  gestaltet  sich  die  Stoßberechnung ,  falls  die  Niete  ungleichen 
Durchmesser  haben? 

Bei  den  bisherigen  Stoßberechnungen  haben  wir  nur  den  Fall 
berücksichtigt,  daß  sämtliche  Stoßniete  den  gleichen  Durchmesser 
haben.  In  der  Praxis  kommt  aber  auch  der  Fall  vor,  daß  man 
den  äußersten  Nieten  (die  am  meisten  zu  tragen  haben)  größeren 
Durohmesser  gibt  als  den  dazwischen  liegenden  Nieten. 

Als  Beispiel  diene  der  in  Fig.  146  h  gezeichnete  Stehblechstoß 
(entnommen  der  Berechnung  §  81a).  Das  vom  Stehbleche  zu  fiber- 
tragende Moment  sei 

Jf,  =  203acm^. 
Die  Aliordnung  und  Abstände  der  Niete  sind  aus  Fig.  146  h  er- 
sichtlich. Und  zwar  haben  der  oberste  und  der  unterste  Niet 
23  mm  0;  die  anderen  Niete  haben  20  mm  0.  Wegen  dieser  Ver- 
schiedenheit der  Durchmesser  wollen  wir  die  äußersten  und  die 
mittleren  Niete  getrennt  voneinander  behandeln. 

Bezeichnen  wir  die  von  einem  äußersten  Niet  ausgeübte  Kraft 
mit  Hl,  so  bilden  je  ein  oberster  und  ein  unterster  Niet  ein  Kräfte- 
paar Hl  •  97,0  (Fig.  146  h).  Da  zwei  Nietreihen  auf  jeder  Stoßseite  vor- 
handen sind,  üben  also  die  vier  23  er  Niete  insgesamt  ein  Moment  aus: 

2fi  =  2  •  ffi  •  97,0. 

Bei  den  mittleren  (20  er)  Nieten  werde  die  größte  Horizontal- 
kraft mit  H^  bezeichnet.     Diese  Niete  sitzen  in   gleichen  Ab- 
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Die  Summe  der  beiden  durch  die  Niete  übertragenen  Momente  Mi 

und  jSfji  muß  gleich  dem  aufzunehmenden  Moment  M,  sein.     Es 

besteht  also  die  Bedingung: 

7fi  'S 
(I)  2ffi .  97,0  +  ff,  .  "ö^  =  Jlf.  =  2030  cmt. 

Aus  dieser  einen  Gleichung  lassen  sich  aber  die  beiden  unbekannten 

Nietkräfte  ffj  und  ffg  nicht  ausrechnen.     Wir   müssen  vielmehr 

noch  eine  Beziehung  zwischen  ff^  und  ff 2  aulstellen: 

Hätten  die  Niete  1  und  2  (Fig.  146  h)  gleichen  Durchmesser,  so 

76  5    97  0 
wäre  einfach  ffg  :  ffi  =  y,  =  ^i  =  —9—  '•  —k—  ==  '^6>5  •  9'7>0  zu  setzen 

(§  80,  I).  Jetzt,  bei  den  ungleichen  Durchmessern  von  2,0  cm  und 
2,3  cm,  können  wir  nicht  annehmen,  daß  das  obige  Verhältnis 
ohne  Rücksicht  auf  die  Durchmesser  bestehen  bleibt.  Wir  machen 
vielmehr  die  Annahme,  daß  nicht  die  gesamten  Nietkräfte  ffg  und  ff^ , 
sondern  die  zugehörigen  Leihungsärücke  p^  und  Pi  in  diesem  Ver- 
hältnis stehen  mögen.     Es  sei  also: 

P2:Pi  =  2^2:^1  =  76,5:97,0. 
Dann  kommen  wir  auf  die  Nietkräfte  ff,  indem  wir  den  Leibungs- 
druck p  eines  Nietes  durch  seine  Kraft  ff,  den  Durchmesser  d  und  v 
die  Leibungsstärke  d  ausdrücken: 

ffg        ffj  . 
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druck  der  Niete  1: 

(Scherspannung  kommt  nicht  in  Betracht,  da  d  <  0,8  d  ist.)  Hier- 
mit ist  die  Nietverbindung  des  Stehblechstoßes  erledigt. 

Wiederholung:  Haben  die  Niete  einer  Stoßverbindung  gleiche 
Stärke  und  gleiche  Abstände  voneinander,  so  überträgt  die  Niet- 
gruppe ein  Moment: 

(^  —  Abstand  der  äußersten  Niete;  f  ein  von  der  Anzahl  n  und 
der  Anordnung  der  Niete  abhängiger  Faktor.)  Hieraus  ist  bei 
vorgeschriebenem  Moment  die  größte  Horizontalkraft  B.  zu  be- 
rechnen. 

Kommen  zu  einer  solchen  Nietgruppe  oben  und  unten  noch 
Niete  von  anderem  Durchmesser  hinzu,  so  wird  deren  Moment 
besonders  berechnet  und  zu  dem  vorigen  Moment  hinzugezählt. 
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Um  aber  in  dem  Gesamtmomeat  nur  eine  Nietkraft  ff  als  Un- 
bekannte zu  haben,  müssen  die  anderen  mittels  der  Annahme 
durch  H  ausgedruckt  werden:  Das  Verhältnis  zweier  Nietkräfte 
ist  gleich  dem  Verhältnis  ihrer  Abstände  y  von  dem  Mittelpunkte  L 
der  Beihe,  multipliziert  mit  dem  Verhältnis  der  Nietdurchmesser  (und 
eventl.  noch  multipliziert  mit  dem  Verhältnis  der  Leibungsstärken). 
Insgesamt  übertragen  die  Niete  also  (m  =  J.nzahl  der  Nietreihen): 

f  Vi  äi     f 

Bei  vorgeschriebenem  M  ist  hieraus  H^  zu  berechnen. 

§81. 

Aligemeine  Eonstniktionsregeln.   Nietabzug. 

I.  AMgemeine  Konstmkttonsregeln. 

Am  Schlüsse  unserer  Untersuchungen  über  Nietträger  mögen 
noch  einige  Konstruktionsregeln  erwähnt  werden: 

Die  Höhe  des  Stehbleches  nehme  man,  falls  genügend  Kon- 
struktionshöhe vorhanden  ist,  gleich  Vig  —  */io "~  Vs  ^^  Spannweite 
des  Trägers.  Kleinere  Höhen  verursachen  größeren  Materialaufwand. 

Die  Stärke  des  Stehbleches  schwankt  je  nach  seiner  Höhe 
zwischen  8 — 14  mm.    Üblich  sind  10  bzw.  12  mm. 

Für  die  Chirtiüinkel  nimmt  man  bei  kleinen  Trägern  z.  B. 
<80-80-10,  bei  mittleren  Trägern  100  •100-12  und  bei  großen 
Trägem  120 -120 '13.  Natürlich  lassen  sich  aber  gerade  hierfür 
keine  bestimmten  Normen  aufstellen. 

Die  LameUen  werden  gewöhnlich  so  breit  gewählt,  daß  sie 
auf  jeder  Seite  ca.  1  cm  über  die  Winkelschenkel  überstehen. 

Ferner  möge  noch  folgende,  von  Professor  MüUer- Breslau 
gegebene  Annäherungsformel  aufgeführt  werden:  Ist  die  G^esamt- 
höhe  eines  Trägers  ä,  seine  Stehblechhöhe  Äoj  ^^^^  Widerstands- 
moment ohne  Lamellen  W^^  so  müssen  die  Lamellen  einer  Gurtung 
einen  Flächeninhalt  von 

\        h 

erhalten,  um  das  Widerstandsmoment  W^  auf  das  erforderliche 
Widerstandsmoment  W  zu  erhöhen.  Auf  diese  Weise  kann  man 
die  erforderliche  Lamellenfläche  überschlagen,  wenn  man,  von 
Stehblech  und  Gurtwinkeln  ausgehend,  ein  bestimmtes  Wider- 
standsmoment W  erreichen  will. 
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U.  Ntetabzug. 

Allgemeines:  Bei  Berechnung  der  vorhandenen  Widerstands- 
momente muB  in  den  gezogenen  Qnerschnittsteilen  auf  jeden  Fall 
die  Schwächung  durch  Nietlöcher  berücksichtigt  werden.  Denn 
durch  die  Nietlöcher  wird  ja  tatsächlich  der  Querschnitt  der  be- 
treffenden Lamelle  od.  dgl.  vermindert.  Bei  den  auf  Druek 
beanspruchten  Fasern  brauchen  die  Nietlöcher  nicht  abgezogen 
zu  werden,  da  der  Nietschaft  das  .Loch  ausfüllt  und  aläo  auch 
den  Druck  übertragen  kann.  Nach  dieser  Begel  wurde  man  also 
bei  einem  Träger  zwischen  zwei  Stützen  in  der  unteren  Gurtung 
die  Nietlöcher  abziehen,  in  der  oberen  nicht. 

um  aber  das  Widerstandsmoment  bequem  berechnen  zu  können, 
zieht  man  —  wenigstens  bei  symmetrischen  Querschnittsformen  — 
oben  und  unten  die  Nietlöcher  ab.  Dann  bleibt  die  NuUinie  in 
ihrer  alten  La*ge  und  man  erleichtert  sich  die  Bechenarbeit. 

Besonderes:  Wir  wollen  nun  noch  genauer  untersuchen,  welche 
Niete  man  abziehen  muß;  die  horizontalen  oder  die  vertikalen. 
Als  Beispiel  mögen  die  Fig.  146  d — f  genommen  werden,  wo  ein 
Träger  ohne  Lainellen,  mit  einer  Lamelle  und  mit  zwei  Lamellen 
gezeichnet  ist.     Man  ersieht  folgendes: 

Beim  Träger  ohne  Lamellen  (Trägheitsmoment  J^,  Fig.  146 d), 
müssen  natürlich  die  horizontalen  Niete  abgezogen  werden.  Und 
zwar  muB  vom  Stehblech  eine  ganze  Nietreihe  abgezogen  werden, 
wie  sie  ja  am  Stoße  oder  am  Anschluß  eines  Aussteifungswinkels 
tatsächlich  auftritt.  Erfahrungsgemäß  beträgt  dieser  Abzug  beim 
Stehblech  rund  ^/k  von  dessen  Trägheitsmoment. 

Bei  J^  (Träger  mit  einer  Lamelle)  kommen  horizontale  und 
vertikale  Niete  vor  (Fig.  146  c),  und  es  fragt  sich  nun,  welche 
abgezogen  werden  müssen.  Bei  einer  ordnungsmäßigen  Vernietung 
sind  die  horizontalen  und  die  vertikalen  Niete  gegeneinander  ver- 
setzt, so  daß  in  einem  Querschnitte  des  Trägers  entweder  nur 
horizontale  oder  nur  vertikale  Niete,  niemals  aber  beide  zu- 
sammen, vorkommen.  Die  vertikalen  Nietlöcher  ergeben  im  all- 
gemeinen mehr  Abzug  als  die  horizontalen  (vgl.  das  Beispiel  §  81  a). 
Es  erscheint  also  gerechtfertigt,  bei  der  Ermittlung  von  J'  nur  die 
vertikalen  Nietlöcher  zu  berücksichtigen  (Fijg.  146  e),  die  horizontalen 
dagegen  nicht  abzuziehen.  Das  Stehbleöh  wäre  demnach  bei  J' 
mit  vollem  Trägheitsmomente  einzusetzen. 

Dieser  Anschauung  hinsichtlich  des  Nietabzuges  steht  aber 
folgendes  Bedenken  entgegen,  das  sich  auf  den  Verlauf  der  even- 
tuellen Bruohfuge  eines  solchen  Trägers  stützt.     Diese  Bruchfuge 
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wird  ^ämlich  nicht  glatt  in  einem  Querschnitte  des  Balkens  ver- 
laufen.  Sie  «wird  vielmehr  bei  den  Oorten  in  d^en  schwächster 
Stelle  anfangen,  nnd  dann,  sobald  die  Ourte  zerstört  sind  nnd 
das  Stehblech  an  die  Beihe  kommt,  in  der  schwächsten  Stelle  des 
Stehbleches  weiterlaufen.  Bei  einem  solchen  zusammengesetzten 
Trager  wird  also  jeder  einzelne  Teil  an  seiner  schwächsten  SteUe 
zerstört  werden,  so  daB  die  gesamte  Bruchfuge  des  Balkens  lUcht 
einen  glatten  Querschnitt  bildet,  sondern  in  jedem  Einzelteil  an 
dessen  schwächster  Stelle  verläuft. 

Hiemach  könnte  es  angebracht  scheinen,  bei  Berechnung 
von  J'  auch  das  Stehblech  mit  Nietabzug  zu  nehmen.  Allerdings 
bezieht  sich  die  obige  Betrachtung  auf  den  Zustand  des  Bruches, 
dessen  Spannungsverteilung  von  dem  normalen  Zustande,  solange 
die  Gurte  als  tragend  vorhanden  sind,  natürlich  durchaus  ver- 
schieden ist.  Eine  sichere  Lösung  der  Frage  ließe  sich  nur  durch 
Versuche  erzielen,  indem  man  derartige  Träger  mit  und  ohne 
durchlöchertem  Stehbleche  bis  zum  Bruche  belastet. 

Leider  bestehen  auch  keine  feststehenden  Vorschriften  oder 
Übungen,  ob  man  bei  Berechnung  eines  Trägers  mit  Lamellen 
die  I^ietverschwächung  des  Stehbleches  berücksichtigen  soll  oder 
nicht.  Im  Brückenbau  ist  es  wohl  gebräuchlich,  diesen  Abzug 
zu  machen.  Man  hat  dann  auch  beim  Konstruieren  freiere  Hand, 
indem  man  beim  AnwiDkeln  anderer  Konstruktionen  an  das  Steh- 
blech die  Anschlußniete  nicht  so  ängstlich  gegen  die  Lamellen- 
niete des  Trägers  versetzen  muß. 

Zusammenfaesung:  Beim  GDräger  ohne  Lamellen  sind  die  Niete 
im  Stehbleche  Und  in  den  vertikalen  Winkelschenkeln  abzuziehen. 
(Vorausgesetzt  natürlich,  daß  die  horizontalen  Winkelschenkel  nicht 
etwa  infolge  anderweitiger  Umstände  ebenfalls  Nietlöcher  ent- 
halten.) Beim  Träger  mit  Lamellen  sind  die  Löcher  in  den  La- 
mellen und  in  den  horizontalen  Winkelschenkeln  abzuziehen.  Für 
das  Stehblech  braucht  eine  Nietverschwächung  nicht  unbedingt 
gerechnet  zu  werden,  falls  die  Niete  tatsächlich  so  angeordnet 
sind,  daß  die  Lamellenniete  und  die  Stehblechniete  stets  gegen- 
einander versetzt  sind. 

Zusatz:  Will  man  die  Verschwächung  des  Stehbleches  infolge 
einer  vertikalen  Nietreihe  genauer  berechnen,  so  kann  man  folgen- 
dermaßen vorgehen: 

Die  Niete  seien  nach  Fig  145  a  angeordnet.  Nietdurch- 
messer »  d ,  Blechstärke  »  d .  Dann  wird  der  Abzug  vom 
Trägheitsmoment 


Digitized  by 


Google 


—     463     — 
infolge  des  Nietes  0:     ts^«**! 

1  J    ' 

„        „         „       2:     j^dd^  +  dd>y$    usw. 

Die  Werte  :ny^ä^  sii^d  so  klein,  daß  wir  sie  vernachlässigeD 
köunen.     Wir  erhalten  also  den  gesamten  Abzug 

Kun   hatten   wir  im  Anschluß  an  Fig.  145  für  die  Summe 

h^.nin  +  1) 
y?  +  ya  +  •  •  •  ^^^  Wert  .    ^    >     gefunden,  worin  h  die  Ent- 

fernung der  äußersten  Niete  voneinander  und  n  die  Anzahl  der 
Niete  ist.     Somit  wird  , 

Um  diesen  Betrag  verkleinert  sich  also  das  Trägheitsmoment 
des.Stehbleches  infolge  einer  senkrechten  Nietreihe. 

Wie  bereits  gesagt,  ergibt  diese  genaue  Ausrechnung,  daß 
man  beim  Stehblech  rund  Vs  seines  Trägheitsmomentes  als  Niet- 
xverschwäohung  absetzen  muß. 


§81a. 
Beispiel:  Vollständige  Durehreehnung  eines  genieteten  Trägers. 

Aufgabe:  Ein  Blechträger  van  l  »  11,00  m  Spannweite  trägt  eine 
feststehende,  gleichmäßig  verteilte  Nutzlast  von  P  =  85000  kg.  Die 
zulässigen  Spannungen  seien:  Normalspannung  h  »  1000  kglqqm, 
Scherspannung  t^^  0,91c  =  900  Tcgiqcm  und  LeibungsdruoJc  p  ^  2t 
«  1800  kgjqom.     Der  Träger  ist  zu  berechnen! 

Nach  den  Untersuchungen  dieses  Vortrages  zerfällt  die  Be- 
rechnung eines  solchen  Trägers  in  folgende  einzelne  Abschnitte. 

I.  Berechnung  der  Momente  and  erforderliehen  Widerstandsmomente. 

Der  Träger  hat  außer  der  Nutzlast  natürlich  noch  sein  eigenes 
Gewicht  zu  tragen.  Letzteres  schätzen  wir  zu  450  kg/m.  Für 
die  ganze  Länge  beträgt  also  diese  Last: 

0  =  11,00  •  450  =  rd.  6000  kg. 
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Da   die  Nutzlast  P  ebenfalls   eine  unbewegliche  Belastung  sein 
sollte,  können  0  und  P  zu  einer  Qesamtlast 

Q  =  5000  +  85000 
-«  90000  kg 

vereinigt  werden.     Für  diese  Belastung  ist  also  der  Träger  zu 
dimensionieren. 

Bei  gleichmäßig  verteilter  Belastung  ist  die  Momentenfläche 
eine  Parabel.    Das  größte  Moment  tritt  in  der  Mitte  auf  und  ist: 

Q .  l       90,00  - 1100 


Jf  = 


8  8 

12380  cmt. 


Hieraus  folgt  (mit  Je  =  1000  kg/qcm  =  1,00  t/qcm): 
F«,  =  i^  =  12380  cm». 

Die  Kurve  der  erforderlichen  Widerstakidsmomente  ist  eine  Parabel 
von  der  Pfeühöhe  W  =  12380  cm».  In  Fig.  146  b  ist  diese  Parabel 
im  Maßstabe:  6000  cm»  Widerstandsmoment  »  1  cm  in  der  Zeich- 
nung, dargestellt.  

II.  Wahl  der  Quersehnltte  und  Bereehnung  der  Torhandenen 
Widerstandsmomente. 

Als  Grundlage  für  den  Querschnitt  nehmen  wir  ein  Stehblech 
1100  •  12  mm  und  vier  Gurtwinkel  120  •  120  •  13 .  Eine  überschläg- 
liche Bechnung  bzw.  ein  Nachschlagen  in  Tabellen  ergibt,  daß  wir 
noch  oben  und  unten  Lamellen  von  rd.  260  •  22  mm.  brauchen, 
um  das  größte  erforderliche  Widerstandsmoment  W  =»  12380  cm» 
zu  erreichen.  Wir  wählen  eine  I.  Lamelle  260*10  und  eine 
n.  Lamelle  260*12  (Fig.  146  c)  und  berechnen  nun  für  den  Fall, 
daß  dieser  angenommene  Träger  ohne  Lamellen,  mit  einer  La- 
melle und  mit  zwei  Lamellen  ist,  die  vorhandenen  Widerstands- 
momente.   Diese  drei  Falle  sind  in  Fig.  146  d — f  dargestellt. 

Hinsichtlich  der  Nietabzüge  ergibt  sich  für  diesen  Träger  aus 
§  81, 11  folgendes: 

Das  Stehblech  wird  durch  die  Niete  der  Aussteifungswinkel 
und  durch  die  Niete  des  Stehblechstoßes  geschwächt.  Da  diese 
Niete  zunächst  noch  nicht  bekannt  sind,  wollen  wir  rd.  ^j^  des 
Stehblechträgheitsmomentes    als    Nietabzug   absetzen.      Den   ge- 
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nauen  Wert  können  wir  nachträglich,  bei  Berechnung  der  Stoßniete, 
bestimmen. 

Bei  den  WinkeUisen  müssen  entweder  die  horizontalen  oder 
die  vertikalen  Niete  abgezogen  werden;  die  ersteren  bei  Berechnung 
von  W^  (Fig.  146 d),  die  letzteren  bei  W  und  W"  (Fig.  146 e  und  f). 
Für  die  Lamellen  kommen  nur  die  vertikalen  Niete  in  Betracht. 

Hiernach  ist  die  folgende  Tabelle  aufgestellt  (vgl.  Fig.  146  d — f): 


QaerschnittsteU 

Flflcheninhalt 
(om«) 

Trägheitsmoment 
(ohne  Nietabzug) 

(cm*) 

Nietabzug  (cm«) 

•Trägheit». 

moment 

(mit  Nietabzug) 

(cm*) 

horizontale  Niete 

vertikale  Niete 

Stohblech 
1.110. 1^2 

182,0 

^'^;2^^^  =  188100 

-il88100  =  26620 

106480 

188100 

Gartwinkel 
4.  <^  120.120.18 

4.20,7^:118,8 

4.898=     1570 
1183-61.56^  =  815820 

4.2,8.1,8.49,0«  =  28720 

4.2,8.1,8.54,85*  =  858S0 

288670 

282060 

817890 

L  lAmeUe 
2.26,0.1,0 

2.26,0=  62,0 

52,0.56^  =  160170 

4.2,8.1,0.55,5>  =28840 

, 

181880 

n.  LameUe 
2. 26,0.1,2 

281,2»  62,4 

62,4-56^=199900 

4. 2,8.1,2. 66,6>  =85870 

164580 

Cresamt: 

866,2 

810660 

99040 

711620 

Aus  diesen  Beiträgen  der  einzelnen  Querschnittsteile  ergeben  sich 
nun  die  Trägheits-  und  Widerstandsmomente  des  Gesamtquer- 
schnittes: J°,  W  (Träger  ohne  Lamellen);  J',  TT'  (mit  der  1.  La- 
melle); J'',  tF"  (mit  beiden  Lamellen).  Bei  J°  sind  die  horizontalen 
Niete  abgezogen;  bei  J^,  J"  nur  die  vertikalen.  Vorsichtiger 
wäre  es  allerdings  gewesen,  bei  J'  und  J'^  auch  beim  Stehblech 
einen  Nietabzug  (horizontale  Niete)   zu  machen  (vgl.   §  81,  II). 


Trägheitsmomente 
(cm*) 

Widerstandsmomente 

(cm») 

J»- 

106480 
288670 
395150  cm* 

TF»  = 

395150         „,oA      . 
— — -_=    7180cm' 
55,0 

133 100 
282060 
131830 
546990  cm* 

TF'  = 

^-  -™- 

J»== 

164530 
711520  cm* 

Fr^  = 

^-— 

^isoher,  Statik. 
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III.  Ermittelung  der  Lamellenlängen. 
Die  theoretisch  erforderlichen  Längen  der  Lamellen  ergeben 
sich  rechnerisch  nach  §  79,  I  (erster  Spezialfall): 


L  Lamelle:    h^  llOOl/l  -  ^^  =  1 100 yi  -  0,580 
«  1100  iÖ^2Q  =  1100 . 0,648  =  713  cm, 
IL  Lamelle:  In  =  llOOl/l  -  .^^Jf_  =  1100/1-0,789  ==  505  cm. 

In  Fig.  146  b  sind  diese  Lamellenlängen  auch  nach  der  zeichne- 
rischen Methode  bestimmt  (§  79,  I;  Fig.  143). 

Wollte  man  nun  die  Lamellen  so  anschließen,  daß  vor  ihren 
theoretischen  Anfangspunkten  bereits  die  ganze  Lamelle  befestigt 
ist,  so  ergäbe  sich  z.  B.  für  die  1.  Lamelle  folgende  Rechnung:  Der 
Lamellenquerschnitt   ist,   nach   Abzug   zweier   Nietlöcher   von  je 

2,3  cm  0: 

Fl  =  (26,0  -  2  •  2,3) .  1,0  -  21,4  qcm. 

Er  kann  also  bei  der  vorgeschriebenen  zulässigen  Spannung  Je  eine 

Kraft  aufnehmen: 

p=.jp,.fe  =  21,4.Ä(kg). 

Da  für  die  (einschnittigen)  Anschlußniete  die  Beanspruchung  auf 

Abscheren  maßgebend  ist,  müssen  sie  insgesamt  eine  Scherfläche 

^-     T 

haben.  Setzt  man  nun  für  die  anzuschließende  Lamellenkraft  P 
und  die  zulässige  Scherspannung  t  die  berechneten  bzw.  vor- 
geschriebenen Werte  ein, 

P  =  JPr  ft    tmd    <  =  0,9  •  * , 
80  ergibt  sich  für  die  erforderliche  Scherfläche  der  Niete  die  Größe: 
Fr-k       F;        21,4       oo.,,^ 

^•*="ö;9^=o;9="o;9""2^'^^"°*- 

Es  würden  hiernach  sechs  Niete  von  23  mm  0  mit  einer  Scher- 
fläche von 

6 --^^^  -  6  •  4,15  =  24,9  qcm 

zu  wählen  sein,  die  paarweise  in  drei  Beihen  zu  setzen  wären. 
In  dieser  Weise  werden  häufig  die  zum  „Einbinden^^  der  La* 
meUen  nötigen  Niete  berechnet.  Wie  aber  in  §  79,  U  hingewiesen 
ist,  ist  ein  derartiger  Anschluß  zu  vorsichtig.  Es  genügt,  vor 
den  theoretischen  Anfangspunkt  eine  Querreihe  Niete  zu  setzen. 

30* 
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IV.  B€8tiininang  d«  Qii«ikriUto. 

Als  Vorarbeit  zur  Ermittlung  der  Niettefluiig  müssen  die 
Qaerkrafte  bestimmt  werden.  Es  genügt,  eim*ge  Stellen  des  Balkens 
herauszugreifen  und  für  diese  die  Querkrafte  aufzustellen.  Und 
zwar  wollen  wir  die  Querschnitte  über  dem  Auflager,  am  Anfange 
der  L  und  IL  Lamelle,  untersuchen  (Querschnitt  0 ,  a  und  h  in 
Fig.  146c). 

Bei  direkt  wirkender,  gleichmäßig  verteilter  Belastung  ist 
die  Kraftsumme  für  irgendeine  Stelle  (§§  59,  76}:. 

worin  q  die  Belastung  pro  Längeneinheit  bedeutet,  während  xZ 
die  Entfernung  des  betrachteten  Querschnittes  von  der  Trager- 
mitte ist.    Die  Bdastung  q  beträgt  bei  unserer  Aufgabe: 

90000  ^  ,  90,00  ,, 

kg/m  =  — —  t/m. 


*        11,00  ^'  11,00 

Die  Entfernungen  x*'  der  Punkte  a  und  b  sind: 
7,13     ,  5,05  ,    , 

Für  den  Querschnitt  am  Auflager  braucht  man  natürlich  nicht 
die  obige  Formel,  da  ^an  dieser  Stelle  die  Qperkraft  gltidi  d^n 
Auflagerdruck,  also  gleich  der  halben  Gesamtlast,  ist.  In  dieser 
Weise  sind  für  die  betrachteten  Stellen  0,  a  und  b  die  Querkräfte 
ausgerechnet  (s.  die  folgende  Tabelle  in  Absatz  Y). 


T.  Bestfmmmig  dar  zvlissiswi  NIettUhuig. 

Wir  untersuchen  die  Niete,  die  durch  die  yertikal^i  Winkd- 
sdienkel  und  das  Stehblech  hindurchgehen,  da  diese  mehr  be- 
ansprucht  sind  als  die  Lamellenniete  (vg^  3.  Beispiel  in  §  78). 
Die  Formel  zur  Berechnung  der  größten  zulässigen  Nietteilung  e 
lautet: 

N    J 

Der  durch  diese  Niete  anzuschlieBende  Quersohnittsteil  ist 
die  Gurtung,  bestehend  aus  den  beiden  Gurtwinkeln  bzw.  aus  den 
Gurtwinkeln  mit  einer  oder  zwei  Lamdlen.    Zum  AnschhiaBe  einer 
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Onrtang  ist  in  einem  Schnitte  immer  nnr  ein  Niet  vorhanden. 
Es  ist  also  in  die  obige  Formel  für  n  der  Wert 

einzusetzen.  "^ 

Für  die  Tragfähigkeit  N  eines  solchen  zweischnittigen  Nietes 
kommt  bei  einem  Durchmesser  von  2,3  cm  die  Beanspruchung 
auf  Leibungsdruck  in  Betracht.  Denn  die  geringste  Leibungs- 
starke ist  1,2  cm  (Stehblech);  es  ist  also  d  <Oßd.  Der  zulässige 
Leibungsdruck  ist  p  =  1800  kg/qcm,  so  daß  sich  ergibt: 

2^  =-  2,3  •  1,2 .  1800 
•  =4970  kg. 

Die  Querkräfte  Q  sind  bereits  in  dem  vorigen  Absätze  dieses 
Paragraphen  erläutert. 

Die  Trägheitsmomente  J  sind  aus  der  früheren  Tabelle  der 
Trägheitsmomente*  (Absatz  II)  zu  entnehmen.  Es  ist  aber  zu  be- 
achten, daB  sie  in  die  Formel  für  die  Nietteflungen  ohne  Niet- 
abzug einzusetzen  sind. 

Die  statischen  Momente  8  der  anzuschließenden  Querschnitts- 
teile  müssen  noch  berechnet  werden.  Die  hierzu  nötigen  Flächen- 
inhalte und  Schwerpunktsabstände  können  aus  der  Tabelle  für 
die  Trägheitsmomente  entnommen  werden. 

Hiemach  ist  in  der  folgenden  Tabelle  für  die  betrachteten 
Stellen  &,  a  und  h  des  Trägers  (Fig.  146c)  die  Nietteilung  e  be- 
stimmt. 


Trftger- 
BteUtt 

Qaerkzaft       « 

(t) 

SUtiaehes 
Moment  8 

CcmO 

Trtgheits. 
moment  J 

(cm*) 

J 

8 

(cm) 

Niettoüii]|g«t.l.^.^ 

[ir»2^.1^.1,800r.4^t] 
(cm) 

0 

igo^oo.Äjoo 

2.28,7.«^ 
^  =  8068 

188100  +  817800 
/•»460490 

147 

So'''-'^ 

• 

26,0.65^-1448 
5^=^4606 

100170 
J«»  810000 

186 

^^.106,2,0 

h 

90,00    ofiS  _  oftn« 
11/»      2        ""^ 

8U-66^»17eB 
^»0272 

190900 

120 

S-^-*^ 

Jft»810M0 

Da  man  aus  xnraktischen  Gründen  die  Nietteilung  nicht  über 
16  cm  nehmen  wird,  würde  man  bei  diesem  Träger  am  Auflager 
mit  ca.  16  cm  Teilung  beginnen  und  diese  Nietentfemung  auf  der 
ganzen  Trägerlänge  beibehalten.  Die  Stellen  a  und  h  hätten  also 
gar  nidit  untersucht  zu  werden  brauchen. 
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den  Quotienten  J:8  nicht  ausrechnet,  sondern  ihn  angenähert 
gleich  dem  Abstände  der  beiden  horizontalen  Nietreihen  im  oberen 
und  im  unteren  Gurtwinkel  setzt.  Statt  des  Abstandes  dieser 
Nietreihen  kann  man  auch  die  Höhe  des  Stehbleches  —  Hq  — 
einfuhren,  wodurch  die  Rechnung  noch  bequemer  wird.  Nach 
dieser  Anoäherungsn^ethode  erhält  man  stets  kleinere  Nietteilungen 
als  beim  genauen  Verfahren  und  rechnet  also  zugunsten  der 
Sicherheit.  

Tl.  Anordnung  und  Berechnung  der  Stofiyerbindungeiu 

Um  den  Träger  bequem  in  zwei  Teilen  nach  der  Baustelle 
transportieren  zu  können,  ist  in  der  Mitte  ein  vollständiger  Stoß 
vorgesehen.  Da  dieser  erst  während  des  Aufsteilens  zusammen- 
genietet wird,. nennt  man  ihn  bekanntlich  einen  „Universal"-  oder 
„Montagestoß". 

a)  Allgemeine  Anordnung  des  Stoßes. 

Man  kann  einen  solchen  Stoß  in  verschiedener  Weise  an- 
ordnen.    In  Fig.  146  ist  er  folgendermaßen  ausgebildet: 

Das  Stehhlech  ist  in  der  Fuge  <% — oc  gestoßen  (Fig.  146g  und  h). 
Gedeckt  wird  diese  Fuge  durch  zwei  Stoßlaschen  350-13,  die  auf 
der  ganzen  Höhe  der  Fuge  (110  cm)  durchgehen.  Um  für  diese 
Stoßlaschen  Platz  zu  machen,  müssen  demnach  die  Gurtwinkel 
vor  den  Laschen,  an  den  Stellen  ßy  Fig.  146  g,  aufhören. 

Die  ChurtwinJcel  sind  also  auf  der  Strecke  ß — ß  unterbrochen 
(Fig.  146  g  und  i).  Um  die  links  und  rechts  von  der  Stoßstelle 
liegenden  Teile  eines  Winkels  zu  verbinden,  ist  auf  jeden  der 
W;inkel  120  •  120  •  13  ein  Stoßwinkel  110  •  110  •  14  aufgelegt.  Diese 
Stoßwinkel   dienen   also   zur  Überbrückung    der    durchbrocheneo 
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übertragen  kann,  und  die  Summe  dieser  Momente  gleich  dem 
aufzunehmenden  Moment  Mg  gesetzt.  Auf  diese  Weise  entsteht 
eine  Gleichung  zur  Berechnung  der  Nietkräfte.    Um  aber  in  dieser 
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2H..„,0  +  H.Ä.M.m_2030o«.., 

ffi(194  + 215)  =  2030 

Hl -4,95« 

4  95 
Leibnngsdrack  p^  =       '         — 1,80  t/qcm. 

Hiermit  ist  die  größte  Nietbeanspruchung  am  Stehblechstoße  bestimmt. 

y)  Verminderung  des  Siehblechträgheitsmomentes  durch  die  Stoßniete. 
Jetzt,  da  die  Mete  festgelegt  sind,  können  wir  auch  den  genauen 
Betrag  berechnen,  um  den  das  Trägheitsmoment  des  Stehbleches 
durch  die  Stoßniete  vermindert  wird.  Fs  kommen  naturlich  nur  die 
in  einem  Querschnitte  des  Stehbleches  sitzende  Niete  in  Betracht. 

Die  23er  Niete  ergeben  einen  Abzug: 


M  =  2.2,3.1.2(^)*. 


Der  durch  die  Gruppe  der  20  er  Niete  verursachte  Ausfall  an  Träg- 
heitsmoment ist  nach  §  81,  U: 

Ar        20    19    7fi  52^0(10+1) 
zrj,-2,0.1,2.76,5«^f2(iö:--jy. 

Insgesamt  beträgt  also  der  Nietabzug: 

J  J  =  2 . 2,3  . 1,2(^)'+  2,0 . 1,2  .  76,5^^1 

=  13000  +  14300  =  27300  cm^ . 
Unsere  ursprüngliche  Schätzung  war  also  genügend  genau. 

c)  Der  Stoß  der  Gurte. 
In  Fig.  146  i  ist  der  Stoß  eines  der  unteren  Ourtwinkel  be- 
sonders  gezeichnet:   Die   in   dem  Winkel   enthaltene  Kraft   wird 
durch  die  Niete  w  in  den  Stoßwinkel  110 -110  «14  geleitet   und 
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von  diesem  auf  der  anderen  Seite  wieder  an  den  Qurtwinkel  zurück- 
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Zum  Schlüsse  dieses  Beispiels  mögen  die  Formeln  zur  Be- 
rechnung eines  einfachen  Tangen tiallagers  abgeleitet  werden. 

Der  Auflagerdruck  sei  A,  Damit  er  auch  dann,  wenn  der 
Träger  sich  durchbiegt,  möglichst  auf  der  Mittellinie  m — w 
der  Platte  (Fig.  147b)  bleibt,  geben  wir  dieser  eine  kleine  Wöl- 
bung (Tangentiallager).  Unter  der  Vorraussetzung,  daß  die  Platte 
einen  starren  Körper  bildet,  kann  man  eine  ziemlich  gleichmäßige 
Verteilung  des  Druckes  in  der  Grundfläche  a  X  ^  annehmen.  Es 
entfällt  dann  auf  ein  Quadratzentimeter  der  Berührungsfläche 
zwischen  Platte  und  Mauerwerk  bzw.  Unterlagstein,  die 

A 
Pressung     p  =  — -  . 

Nimmt  man  für  p  einen  zulässigen  Wert  an,  so  kann  man 
aus  dieser  Formel  die  erforderliche  Grundfläche  «•&  bestimmen. 

Die  StärJce  d  der  Platte  ergibt  sich  aus  der  Biegungsbean- 
spruchung. In  der  Breitenrichtung  h  (Fig.  147  c)  haben  wir  oben 
die  verteilte  Belastung  A  und  unten  an  jeder  Stelle  den  Gegen- 
druck   des   Mauerwerkes   (Auflagersteines).      In    dieser    Richtung 
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kann  also  kein  Abbiegen  der  Platte  eintreten.  Wohl  aber  in 
Eichtung  der  Länge  a  (Fig.  147  a).  Hier  haben  wir  die  Belastung 
an  der  oberen  Fläche  nur  im  Punkte  w;  an  der  unteren  Fläche 
sind  die  Kräfte  auf  die  Länge  a  verteilt,  so  daß  ein  Durchbiegen 
der  Platte  eintreten  wird.  Das  Biegungsmoment  infolge  der 
^unteren  Belastung  (p)  ist  für  einen  Querschnitt  um  so  größer, 
je  näher  er  nach  der  Mitte  m  liegt.  Der  gefährliche  Querschnitt 
ist  augenscheinlich  bei  (xf — a  (Fig.  147  a  und  b).  Denn  hier  hat 
das  Biegungsmoment  beinahe  seinen  Größtwert  erreicht,  während 
der  Querschnitt  nur  mit  der  Höhe  a' — a,  ohne  Verstärkungs- 
rippe i2,  zu  rechnen  ist.     Für  einen  Querschnitt,  der  noch  mehr 


jrt 


Fig.  147. 


nach  der  Mitte  zu  liegt,  ist  das  Biegungsmoment  zwar  etwas 
größer;  dafür  hat  aber  auch  das  Widerstandsmoment  durch  das 
Hinzutreten  der  Eippe  B  bedeutend  zugenommen ,  so  daß  sich 
eine  kleinere  Biegungsspannung  ergeben  wird.  Um  nun  die 
Untersuchung  zu  vereinfachen,  rechnen  wir  so:  Wir  stellen  da$ 
Biegungsmoment  für  die  Mitte,  m^  in  Bechnung,  berücksichtigen 
aber  nur  den  Querschnitt  an  der  Stelle  a.  — (x  oder,  was  auf 
dasselbe  hinauskommt,  den  Querschnitt  in  der  Mitte  ohne  Ver- 
stärkungsrippe JS.     Das  Moment  für  die  Mitte  ist  (Fig.  147  a) 

A  'a 


if  =  lA.la. 


8 


denn  die  Ersatzkraft  sämtlicher  auf  der  einen  Seite  von  m  wir- 
kenden Drücke  ist  gleich  dem  halben  Auflagerdruck  A ,  und  der 

Abstand  ist  -j-a.    Für  das  Widerstandsmoment  kommt  der  in 
4 
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Fig.  147  c  schraffierte  Querschnitt  in  Betracht.  Wir  rechnen 
für  ihn 

d.  h.y  wir  nehmen  ihn  als  ein  Eechteck  by,d  s,u.  nnd  lassen 
die  Eippe  R'  nnd  die  oberen  seitlichen  Führungen  ebenfalls  un- 
berücksichtigt. Dann  findet  ^  sich  die  größte  Spannung  in  der 
Lagerplatte  1 


Dann  wird 


Für  den  vorliegenden  Fall  ergibt  sich  also  folgende  Bech- 
nung:   Es  ist 

A  »  45000  kg. 
Ferner  nehmen  wir 

a  =  &  s  60,0  cm  5     i  «  5,8  cm. 

-_      45000-50      oQ-ior^A      1 
M  = r «  281250  cmkg, 

o 

F- 4- 50 -5,8«  =  281  cm», 
o 

Hieraus  folgen  die  Beanspruchungen: 

Pressung  auf  den  ünterlagstein    p  ==  =  18  kg/qcm, 

281250 
Biegungsspannung  der  Platte         o  ==  — ^öi —  =  ^^00  kg/qcm. 

Für  den  Unterlagstein  ist  z.  B.  fester  Sandstein  zu  verwenden, 
für  die  Platte  ist  Stahl  erforderlich. 

Will  man  die  Eippe  B'  und  die  Führungsleisten  berück- 
sichtigen, so  muß  man  erst  die  Lage  der  Schwecachse  s — s  und 
für  diese  das  Trägheitsmoment  ausrechnen,  und  findet  dann  die 
größten  Spannungen 

Ol  =  — jr€i'  (in  der  obersten  Schicht), 
aa  ==  +  -pöj  •  (in  der  untersten  Schicht). 

u 

Häufig  ergeben  sich  diese  Spannungen  aber  größer  als  die 
für  das  Eechteck  berechneten;  denn  das  Trägheitsmoment  hat 
durch  das  Hinzukommen  der  Eippe  und  der  Führungen  wenig 
zugenommen,  während  die  Entfernungen  der  äußersten  Fasern 
bedeutend  größer  geworden  sind. 
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Konstruktion  auch  Gewähr  gegen  zu  groJie  innren Diegungen  Desitzen. 
Letztere  können  —  namentlich  bei  beweglicher  Last  —  leicht  zu 
Schwingungen  des  Balkens  Veranlassung  geben,  die  die  Sicher- 
heit des  Bauwerkes  gefährden.  Aus  diesem  Grunde  ist  es  in 
vielen  Fällen  notwendig,  auch  die  Durchbiegungen  zu  unter- 
suchen. Außerdem  wird  sich  die  Theorie  der  elastischen  Form- 
änderungen als  nötig  erweisen  zur  Untersuchung  von  statisch 
unbestimmt  gelagerten  Trägern. 

Zunächst  wollen  wir  zwei  Voraufgaben  erledigen  (§  82  bis  §  83  a). 
Aus  diesen  folgen  dann  mit  Leichtigkeit  alle  weiteren  Biegungs- 
untersuchungen. 

§82. 

Der  Drehnngswinkel  zweier  Querschnitte  gegeneinander. 

L  Die  Querschnitte  liegen  unendlich  nahe  beieinander. 

In  Fig.  148  a  stelle  die  stark  gezeichnete  Linie  ein  Stück 
eines  auf  Biegung  beanspruchten  Stabes  dar.  Es  ist  für  das 
Folgende  gleichgültig,  ob  es  sich  um  einen  Träger  auf  zwei 
Stützen,  einen  Freiträger  oder  um  einen  Teil  ein^  größeren,  sta- 
tisch bestimmten  oder  statisch  unbestimmten  Konstruktion  han- 
delt. Wir  wollen  annehmen,  daß  die  Momente  für  die  einzelnen 
Querschnitte  bereits  berechnet  und  in  den  betreffenden  Punkten 
graphisch  aufgetragen  sind.  Die  in  Fig.  148  a  gezeichnete  Fläche 
stellt  also  nicht  die  Belastungen  dar,  sondern  bedeutet  die 
Momentenfläche.  Der  Einfachheit  wegen  ist  sie  direkt  auf  den 
Träger  aufgezeichnet. 

In  Fig.  148  c  ist  nun  das  Stück  x  im  ursprünglichen  Zustand 
(vor  der  Durchbiegung)    und   in  Fig.  148  d  im   durchgebogenen 
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Zustand  in  größerem  Maßstabe  dargestellt.  Ich  denke  mir  die 
Länge  x  durch  eine  große  Anzahl  von  Schnitten  in  lauter  Stücke 
von  der  sehr  kleinen  Länge  u  zerlegt.  Di^  neutrale  Faserschicht 
sei  NN\  Dieses  möge  also  die  Schicht  sein,  die  ihre  ursprüng- 
liche Länge  beibehält.  Für  eine  andere  Faserschicht,  z.  B.  Schicht 
ah  zwischen  Schnitt  0  und  Schnitt  2,  berechnen  wir  dann  die 
Spannung  nach  der  allgemeinen  Biegu'ngsformel 

M 

Das  Moment  M  ändert  sich  von  Querschnitt  zu  Querschnitt. 
Wenn  wir  aber  die  Entfernung  u  zweier  Querschnitte  unendlich 


Fig.  148. 

klein  nehmen,  ist  die  Zu-  oder  Abnahme,  die  das  Moment  inner- 
halb einer  solchen  unendlich  kleinen  Strecke  erfährt,  ebenfalls 
nur  unendlich  klein.  Wir  können  dann  also,  ohne  daß  dadurch 
ein  Fehler  von  endlicher  Größe  in  die  Bechnung  hineinkommt, 
für  jeden  Abschnitt  u  einen  konstanten  Mittelwert  des  Momentes 
einführen.  Er  werde  für  die  erste  Strecke  mit  Jfo-i  bezeichnet 
(Fig.  148  a).  Da  wir  außerdem  den  allgemeinen  Fall  annehmen 
wollen,  daß  auch  die  Trägheitsmomente  des  Balkens  an  den 
einzelnen  Querschnitten  verschieden  sind,  so  führen  wir  für  das 
Trägheitsmoment  auf  der  ersten  Strecke  u  ebenfalls  einen  Mittel- 
wert, Jo-if  ©i^•  I^^r  Abstand  y  ist  beliebig  genommen.  Wir 
erhalten  dann  die  Spannung  in  der  Schicht  ah: 

o^—^-±.y. 
</o-i 
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Die  durch  diese  Spannung  henrorgerufene  Dehnung  ergibt   sich 

hieratis:  ,_         ' 

iL  _    -^0-1 

und  das  Stück  ^.i,   um   das  die  ursprüngliche  Länge  u  dieser 
Schicht  zunimmt: 


Ziehen  wir  nun  in  Fig.  148  d  durch  N  die  Parallele  zu  1 — 1%  so  ist 
ab  gleich  der  Länge  u,  folglich  aa'  gleich  der  Verlängerung  Aq.^. 
Den  Winkel  aJVa'  bezeichne  ich  mit  9o-i-  Wir  wollen  seine 
Größe  nicht,  wie  gewöhnlich,  in  Orad,  Minuten  und  Sekunden 
messen;  sondern  wir  bestimmen  sie  dadurch,  daß  wir  angeben,  in 
welchem  Verhältnis  der  zu  diesem  Winkel  gehörige  Kreisbogen 
zum  Badius  steht.  Augenscheinlich  kann  man  auf  diese  Weise 
die  Größe  eines  Winkels  ebensogut  bestimmen  wie  durch  die 
Angabe  der  Grade.  Für  einen  Winkel  von  z.  B.  360^  ist  das  Ver- 
hältnis von  Kreisbogen  zu  Badius  gleich  2r^:r»2jc  —  6,28;  für 

einen  Winkel  von  180°:)  -^2 r;x:r  =  Ji  =  3,14;   für  einen  Winkel 

1  n 

von  90°:)   —  2r7i:r  « -^  —  1,57  ;    für    einen   Winkel    von    20°:) 

—  2r7r:r  = -^^  — 0,35,   usw.     Ih   der   höheren  Mathematik   ist 

lo  y 

diese  Methode,  die  Winkel  durch  „Bogenmaß'^  zu  messen,  all- 
gemein üblich,  da  sie  die  zweckmäßigere  ist.  Haben  wir  dann  bei 
einer  in  dieser  Weise  durchgeführten  Bechnung  für  einen  Winkel 
beispielsweise  die  Größe  von  1,96  (unbenannte  Zahl)  gefunden,  so 
können  wir  diese  Größe  natürlich  auch  in  Grad  umrechnen: 
ein  Winkel  von  der  Größe  n       ist  gleich  180° 

196  180° -1,96 

um  nun  die  Größe  des  Winkels  9?o-i  ^^  bestimmen,  beachten 
wir,  daß  wir  mit  genügender  Genauigkeit  die  Verlängerung  X^.^ 
als  einen  Kreisbogen  mit  dem  Badius  y  um  den  Punkt  N  als 
Mittelpunkt  auffassen  können.  Die  Größe  des  Winkels  fo-i»  üi 
Bogenmaß  ausgedrückt,  ist  also 

io-i       Mo^i'U     y 


9^0-1  ■" 


y         B-Jo-i     y 
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Verlängern  wir  die  Linien  0— ^ö"'  und  1 — V  bis  zn  ihrem 
Schnittpunkte  Oj  Ij  so  erscheint  an  dieser  Stelle  ebenfalls  der 
Winkel  9^0-1  •  ^^  wollen  ihn  jetzt  den  Drehungsmnkel  van 
Schnitt  0  gegen  Schnitt  1  nennen,  weil  diese  beiden  Querschnitte 
sich  infolge  der  Durchbiegung  nm  diesen  Winkel  970-1  g^en- 
einander  gedreht  haben.  Er  ist  also  derjenige  Winkel,  den  die 
beiden  Schnitte  nach  der  Durchbiegung  miteinander  einschließen. 
Durch  die  obige  Gleichung  ist  seine  OröSe  im  Bogenmaß  bestimmt. 

Gehen  wir  jetzt  zu  zwei  folgenden  Schnitten,  so  finden  wir 
deren  Drehungswinkel  9>|.s  in  Fig.  148  in  genau  entsprechender 
Weise  zu: 

worin  if^-s  und  J^.,  das  Biegungs-   und   das  Trägheitsmoment 
zwischen  den  Schnitten  1  und  2  sind.     Ferner  ergibt  sich 

Drehungswinkel  von  Schnitt  2  gegen  3:  9^2 -s  =*  ^'"^  '     ; 

Allgemein  bekommen  wir  also  den  Drehungswinkel  zweier 
unendlich  benachbarter  Schnitte  gegeneinander,  indem  wir  das  an 
dieser  Stelle  befindliche  Biegungsmoment  multiplizieren  mit  dem 
unendlich  kleinen  Abstand  u  der  bdden  Querschnitte  und  divi- 
dieren durch  das  Produkt  aus  Elastizitätsmodul  mal  Trägheits- 
moment an  der  betreffenden  Stelle. 

2.  Die  Querschnitte  haben  eine  endliche  Eattemnng  x  Toaeinandcr, 

Um  nun  den  Drehungswinkel  der  beiden  Querschnitte  0  und  n 
gegeneinander  zu  finden,  verlängern  wir  die  Linie  n — »'  bis  zum 
Punkte  Oj  n  (Fig.  148d).  Dann  ist  zunächst  <9?5.»  =<a.  Hier- 
mit ergibt  sich 

(da  der  Außenwinkel  am  Dreieck  gleich  der  Summe  der  beiden 
ihm  gegenüberliegenden  Dreieckswinkel  ist).    Weiterhin  finden  wir 

und  schließlich 

<9?o-i.  =  <y  +  9?o-i  f 
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ist  eine  Aufgabe  der  Integralrechnung.  Wir  können  sie  aber  mit 
Hilfe  einiger  geometrischen  Betrachtungen  auch  auf  elementare 
Weise  finden.  Denken  wir  uns  nämlich  die  Ordinaten  Jfo-i, 
Jf|.t  usw;  der  Momentenfläche  Fig.  148  a  durch  die  an  den  be- 
treffenden Stellen  vorhandenen  Trägheitsmomente  Jq-i»  ^i-i  ^^• 
dividiert,  die  auf  diese  Weise  gefundenen  Werte  durch  Strecken 
dargestellt  und  deren  Endpunkte  miteinander  verbunden  (Fig.  148  b), 
so  erhalten  wir  eine  neue  Fläche,  die  wir  die  jjverzerrte  Momenten^ 
fläohe^^  nennen  wollen.  Der  erste  Streifen  dieser  Fläche  (in  Fig.  148  b 

rechtssteigend  schraffiert)  hat  also  die  Höhe  -=4^ .  Sein  Fläohen- 

M  ^"* 

inhalt  ergibt  sich  zu     J^"*  »tt,    da  wir  ihn  als  ein  unendlich 

t/o-i 

schmales  Trapez  ansehen  können.  Der  Inhalt  des  zweiten  Streifens 
ist  entsprechend  ^"*  •Uj  und  der  Inhalt  der  gesamten  ver« 
zerrten  Momentenfläche  ist  somit 

u-  T  "»        T  r  •  •  •  f 

Fischer»  Statik.  31 
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tr  ist  also  eine  graphische  Darstellung  der  in  der  ohigen  Klammef 
enthaltenen  Summe.  Setzen  wir  diesen  Wert  in  Gleichung  (I)  ein, 
so  erhalten  wir 

(II)  <9>o-«-|'' 

d.  h.  der  Drehungswinkel  wweier  Querschnitte  gegeneinander  ist  gleich 
der  zwischen  diesen  Querschnitten  liegenden  verzerrten  Momenten- 
flache^  dividiert  durch  den  Elastizitätsmodul  des  Stabes. 

Die  verzerrte  Momentenfläche  %'  ist  immer  sehr  leicht  zu 
finden.  Für  den  besonders  häufig  vorkommenden  Fall,  daß  der 
Träger  konstantes  Trägheitsmoment  hat,  daß  also  J^.^»  j^.^e^ . . . 
gleich  einem  bestimmten  Werte  J  ist,  ist  %^  nichts  anderes  als 

1 
die  im  -^-fachen  Maßstabe  aufgetragene  Momentenfläche  ^  von 

Fig.  148a.     (Jede  der  Ordinaten  M^^^  ^\-%  ^^w.   ist  am  das 

-=r- fache  verkleinert.)   In  diesem  Falle  brauchen  wir  die  Fläche  ^' 

ü 

gar  nicht  zu  zeichnen,  sondern  nehmen  den  Inhalt  der  Fläche  % 
und  dividieren  diesen  durch  J.  In  dem  anderen,  sehr  oft  vor- 
kommenden Fall,  daß  das  Trägheitsmoment  auf  eine  Strecke  x^ 
einen  bestimmten  Wert  J^,  dann  eine  Strecke  o\  hindurch  einen 
Wert  J^,  dann  J^  usw.  hat  (Träger  mit  Lamellen),  finden  wir 
die  verzerrte  Momentenfläche  %\  indem  wir  das  erste,  x^  lange 

Stück  der  Momentenfläche  $  im  -=r-- fachen  Maßstabe,  das  nächste 

1  •^ 

Stück  im  -y^- fachen  Maßstabe  aufzeichnen,  usw.  Für  den  all- 
gemeinen Fall,  daß  das  Trägheitsmoment  sich  von  Punkt  zu  Punkt 
ändert  (Konsole,  Kranausleger  usw.),  nehmen  wir  entweder  ein 
mittleres  Trägheitsmoment  an,  oder  wir  teUen  die  Momenten- 
fläche ^  in  eine  Anzahl  Teile  und  dividieren  die. Höhe  eines  jeden 
Teiles  durch   das  an  dieser  Stelle  befindliche  Trägheitsmoment. 

§  82a. 

Beispiele  zu  §  82. 

Erste  Aalgabe. 

Ein  Träger  I  N.-P.  30  von  l  =»  800  cm  Länge  trage  eine  Rleich- 
mäßig  verteilte  Last  von  P»  6500  kg.  Der  Drehungswinkel  des 
ersten  und  des  letzten  Querschnittes  gegeneinander  soll  bestimmt 
werden  I 
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In  Fig.  149a  ist  dieser  Träger  in  Beiner  ursprünglichen,  ge- 
raden Gestalt,  und  in  Fig.  149  b  im  durchgebogenen  Zustande  ge- 
zeichnet. Wir -sollen  nun  den  Winkel  970.»  bestimmen, .  den  die 
Querschnitte  0  und  n  miteinander  einschließen.  Zu  seiner  Berech- 
nung brauchen  wir  die  verzerrte  Momentenfläche.  Die  normale 
Momentenfläche  ist  in  Fig.  149c  dargestellt.  Sie  ist  für  gleich- 
mäßig verteilte  Belastung  be- 
kanntlich eine  Parabel  mit  der 


0,TL 


PfeühöhejP«. 


Aus  der  Mather 


matik  ist  bekannt  (§  55),  daß 
der  Inhalt  eines  Parabelab- 
schnittes gleich  */,  von  dem  In- 
,  halt  des  umschriebenen  Becht- 
eckes  ist.  Wir  bekommen  also 
als  Inhalt  der  normalen  Mo- 
mentenfläche 


g" 


.I.±l„ 


FV. 


El 

3  '  8  12 
Nun  müssen  wir  jede  Ordinate 
dieser  Momentenfläche  dividie- 
ren durch  daß  an  der  betreffen- 
den Stelle  vorhandene  Träg- 
heitsmoment, um  die  verzerrte 
Momentenfläche  -zu  erhalten. 
Im  vorliegenden  Falle  ist  aber 
das  Trägheitsmoment  für  alle 
Stellen  dasselbe,  da  es  sich  um 
einen  Walzträger  handelt;  und 
zwar  ist  nach  den  Tabellen 
J  =  9785  cm*.  Wir  bekommen 
Momentenfläche 

3f 


Fig.  149. 

also  den  Inhalt  der  verzerrten 


^       T       12 


FV 
J 


Hiermit  ergibt  sich  (bei  einem  Elastizitätsmodul  B' 
der  Drehung&winkel 

g'  _  1   PI* 
'^  H       12  BJ 

1  6500  kg  >  (800  cm)« 


^2160000  kg/qcm> 


Vo-n 


12  2150000  kg/cm«  •  9785  cm*  ' 


31" 
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1         6500  kg  >  640000  cm« 
<PQ^n  =  j2  2150000  kg/cm«.  9785  cm*  * 
^'o-n  =  0,0165. 
Dieses  ist  also  die,  im  Bogenmaß  gemessene,  Größe  des  Winkels 
(po^n'    Mit  anderen  Worten:  Wenn  wir  um  den  Punkt  ö,n  mit 
einem   beliebigen   Badius  r  den  Ereis  schlagen,    so    ergibt   die 
Länge  des  Bogens  b  dividiert  durch  die  Länge  des  Badius  r  die 
Zahl  0,0165;   es  ist  also  &=^  0,0165 -r.     Nehmen   wir  r  gerade 
gleich  1,0  cm,  so  wird  der  Bogen  b  gleich  0,0165  cm.    Man  sieht, 
daß  die  wirklich  zustande  kommende  Drehung  der  Querschnitte 
natürlich  bedeutend  kleiner  ist,  als  in  Fig.  149  b  der  Deutlichkeit 
wegen  gezeichnet  wurde.    Zur  Übung  wollen  wir  dieses  Bogen- 
maß auch  noch  in  Oradmaß  umrechnen.    Wir  erhalten  dann  die 
Anzahl  x  der  Orade  aus  der  Gleichung 
(ß :  360°  —  0,0165  r :  2  r  «  , 
0,0165.360 

Dieses  ist  also  die  im  Oradmaß  gemessene  Größe  des  Winkels  9?o-n- 
» 

Zweite  Aulgabe> 

Der  WinJcely  Junter  dem  eich  zwei  Stabelemente  im  durch- 
gebogenen Zustande  schneidenj  ist  zu  bestimmenl 

An  Fig.  149  b  wollen  wir  noch  folgende  Betrachtung  knäpfen. 
Wenn  wir  das  erste  und  das  letzte  Stück  der  Stabachse  gerad- 
linig verlängern  bis  zu  ihrem  Schnittpunkte  «,  so  entsteht  ein 
Viereck  s — 0 — (o^n) — n,  mit  den  beiden  rechten  Winkeln  bei  0 
und  bei  n .  .  Daraus  folgt,  daß  in  diesem  Viereck  <  ä  +  <  (po-n 
«=  2  JS  ist.  Andererseits  ist  aber  auch  der  Winkel  yo.»  'in  Fig.  149b 
mit  dem  Winkel  a  zusammen  gleich  2B.    Mithin  ist: 

Der  Winkel  yo-»»  w%ter  dem  sich  zwei  Stabelemente  resp.  deren  Verlänge- 
rungen schneiden^  ist  also  ebenso  groß  wie  der  Drehungswinkel  9?o-ii 
der  beiden  senkrecht  zu  diesen  Stabelementen  stehenden  Querschniüe. 

Zusatz.  In  Fig.  148  und  149  sind  positive  Momente  ange- 
nommen (oben  Druck,  unten  Zug).  Dann  krümmt  sich  der  Balken 
nach  unten.  Bei  negativen  Momenten  (oben  Zug,  unten  Druck) 
wölbt  er  sich  nach  oben.  Man  merke  sich  den  anschaulichen  Zu- 
sammenhang: 

PoslüTes  Moment:   Krümmung  der  betreffenden  Stelle  ^.^i 
Negatives       „      :  „  „  „  »,---. 
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§  83. 

Die  Absehnitte  der  einzelnen  Stabelemente  auf  einer  rechtwinklig 
znm  Stabe  gezogenen  Geraden« 

In  Fig.  150b  stelle  oft^  einen  Teil  eines  Balkens  dar,  der 
irgendwie  belastet  und  irgendwie  gestützt  ist.  $^  (Fig.  150a)  sei 
die  zu  dieser  Belastung  und  Stützung  gehörige  verzerrte  Mo- 
mentenfläche (d.  *h.  wir  haben  für  jede  Stelle  des  Balkens  das 
Moment  M  ausgerechnet,  dieses  Moment  durch  das  an  der  be- 
treffenden Stelle  vorhandene  Trägheitsmoment  dividiert  und  dann 
aufgetragen).  Nun  denke  ich  mir  die  Stabachse  in  die  Stücke  0 , 
i,  2...n  zerlegt.  Im  durchgebogenen  Zustande  (Fig.  150c) 
schließen  diese  Stabelemente  <lie  Winkel  j^o-n  Yi-t  nsw.  mitein- 
ander ein.  Am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  haben  wir 
gesehen,  daß  diese  Winkel  ebenso  groß  sind  Wie  die  entsprechenden 
Drehungswinkel  q>.  Es  ist  also  z.B.  der  Winkel  /1.9  (zwischen 
den  beiden  Stabelementen  1  und  2,  gleich  dem  Winkel  91-29  den 
die  zu  diesen  Stabelementen  gehörigen  Querschnitte  (1)  und  (2) 
miteinander  bilden.  Da  nun  dieser  Winkel  gleich  ist  dem 
zwischen  den  Querschnitten  (1)  und  (2)  liegenden  Teile  fa  der  ver- 
zerrten Momentenfläche,  dividiert  durch  den  Elastizitätsmodul  E , 
so  folgt,  daß  auch  yi.j  gleich  fjrJS?  ist.  Wir  finden  also  irgend- 
einen Winkel  y  "^on  Fig.  150c,  indem  wir  die  Mitten  der  beiden 
zu  diesem  Winkel  gehörigen  Stabelemente  hinaufloten  und  den 
hierdurch  bestimmten  Streifen  der  Fläche  %'  durch  den  Elasti- 
zitätsmodul JE  dividieren.  In  Wirklichkeit  müssen  natürlich  die 
Stabelemente'  unendlich  klein  genommen  werden;  denn  der  Stab 
besteht  im  durchgebogenen  Zustande  nicht  aus  einzelnen  Knicken, 
sondern  bildet  eine  kontinuierlich  durchlaufende  Linie.  Der  erste 
Winkel  y  liegt  also  unmittelbar  am  Auflager;  der  zu  ihm  ge- 
hörige Streifen  der  Fläche  t$^  fängt  mithin  bei  a  an.  Daran  reiht 
sich  dann  der  nächste,  unendlich  schmale  Streifen,  durch  den  der 
nächste  Winkel  y  bestimmt  ist;  usw. 

Kun  wollen  wir  an  beliebiger  Stelle  eine  Linie  L^-L  senk- 
recht zu  der  Linie  ö^^  ziehen  und  alle  Stabelemente  bis  zu  dieser 
Linie  verlängern.  Das  Stück,  das  auf  £— i  durch  die  Verlänge- 
rungen r  und  2'  zweier  beliebiger  Stabelemente,  z.  B.  1  und  2, 
abgeschnitten  wird,  nenne  ich  Zt^^  (Fig.  150c).  Die  Berechnung 
von  «1.2  wird  nun  dadurch  vereinfacht,  daß  der  Unterschied 
zwischen  der  ursprünglichen  und  der  durchgebogenen  Gestalt  des 
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Balkens  sehr  gering  ist.  Das  Dreieck  V — 2' — Zi^^  sieht  in  Wirk- 
lichkeit nicht  so  aas,  wie  es  in  Fig.  150  c  der  Deutlichkeit  wegen 
gezeichnet  wurde,  sondern  ungefähr  so,  wie  Fig.  150d  zeigt.  Die 
Linie  L — L^  die  zu  der  Linie  a'b"  senkrecht  gezogen  wurde, 
kann  also  auch  als  zu  der  Linie  V  oder  2'  senkrecht  stehend  an- 
genommen werden.  Da  nun  ferner  ein  unendlich  kleiner  Kreis- 
bogen stets  als  eine  gerade,  zum  Radius  senkrecht  stehende  Linie 
betrachtet  werden  darf,  und  umgekehrt,  so  können  wir  das 
Stück  01.2  d'ls  einen  unendlich  kleinen  Kreisbogen  auffassen,  der 
senkrecht  zu  seinen   beiden  Badien  r  und  2^  steht  und  in  0 


Fig.  150. 

seinen  Mittelpunkt  hat.  Als  Radius  nehmen  wir  r  oder  2';  beide 
Entfernungen  unterscheiden  sich  ja  nur  um  eine  unendHch  kleine 
Strecke.  Der  Zentriwinkel  dieses  Kreisbogens  ist  yi.j.  Die 
Länge  «1.2  erscheint  also  in  der  einfachen  Form:' 

Bogen  2^1.2  =  Radius  r  X  Zentriwinkel  5'i-2> 

wobei  der  Winkel  itn  Bogenmaß  einzusetzen  ist.  Von  diesem 
Kunstgriff,  eine  Gerade  durch  einen  Kreisbogen  zu  ersetzen, 
macht  man  vielfach  Gebrauch,  wenn  es  sich  um  die  Berechnung 
einer  Strecke  handelt,  die  senkrecht  zu  einer  anderen  steht  und 
im  Verhältnis  zu  dieser  verschwindend  klein  ist.  Die  Rechnung 
wird    hierdurch    bedeutend    einfacher    und    der    Fehler    ist    ver- 
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schwindend  klein*  Für  den  Winkel  /|.s  haben  wir  nach  dem 
Früheren  die  Formel 

worin  [2  den  über  1,  2  liegenden  Streifen  der  verzerrten  Mo- 
mententläche  bedeutet.  Der  Eadius  r  kann  nach  Fig.  150  c  und  a 
noch  durch  den  Schwerpunktsabstand  J2  des  Flächenstreifens  fj 
von  der  Linie  L — L  ersetzt  werden.  Insgesamt  erhalten  wir  für 
«i_2  den  Ausdruck: 

^i-2  =  ^f2' Ja; 

d.  h.:  Das  Stück  2?i_,,  das  durch  die  Verlängerungen  zweier 
Stabelemente  1  und  2  auf  der  Geraden  L—L  abgeschnitten  wird, 
ist  gleich  dem  zu  1  j  2  gehörigen  Streifen  fi  der  verzerrten  Mo- 
mentenfläche mal  dem  Abstände  ü  bis  zur  Geraden,  und  dividiert 
durch  JB. 

In  entsprechender  Weise  lassen  sich  die  anderen  Abschnitte 
2^0-1}  ^2-8  ^idw.  finden.  Immer  ist  hierbei  zu  beachten,  daß  die 
Stabelemente,  resp.  deren  Verlängerungen  nahezu  horizontal  ver- 
laufen, und  daß  also  die  Abschnitte  s^  als  senkrecht  zu  den  Stab- 
elementen stehende  kleine  Kreisbögen  aufgefaßt  werden  dürfen. 
Für  den  Gesamtabschnitt  a^o-««  zwischen  dem  ersten  und  dem 
letzten  Stabelement,  bekommen  wir  somit: 

^.i.-^(fo'-Jo'  +  fi'-j(  +  fi-X5 +  ...). 

Statt  nun  aber  jeden  einzelnen  Flächenstreifen  mit  seinem 
Schwerpunktsabstand  zu  multiplizieren,  werden  wir  zweckmäßig 
die  gesamte  Fläche  ^^  mit  ihrem  Schwerpunktsabstand  Iq  nehmen. 
Denn  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkt  einer  Fläche  ist  dieser 
Punkt  ja  gerade  dadurch  ausgezeichnet  ^  daß  das  Produkt  aus 
Gesamtfläche  mal  Schwerpunktsabstand  gleich  ist  der  Summe  der 
Produkte  aus  den  einzelnen  Flächenstreifen  mal  ihren  zugehörigen 
Schwerpunktsabständen.     Somit  erhalten   wir  das  Schlußresultat 

d.  h.  Die  Sirecke  ü^-m  die  durch  das  erste  und  durch  das  letzte 
Element  eines  BaXkenteües  a'b'  auf  einer  senkrecht  zu  a'h'  ge- 
zogenen Geraden  L — L  abgeschnitten  wird,  ist  gleich  dem  Inhalte  ^' 
der  zu  a'h'  gehörigen  verzerrten  Momentenflache ^  multipliziert  mit 
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§  83a. 
Beispiel  zu  §  83. 
Bin  Träger  IB".-P.  30  von  ?=  800  cm  (Fig.  151a)  trage  eine 
Last  von  P  — 4000  kg.    Welche  Strecke  «o-n  schneiden  die  Ver- 
längerungen des  ersten  und  des  letzten  Trägerelementes  auf  einer 
im  Abstände  von  100  cm  seitlich  von  B  gezogenen  Geraden  L — L  ab! 
Die   einfache  Momentenfläche  ist  in  Fig.  151b   gezeichnet. 

^      1  ,  Pah      1  ü    , 

Die  verzerrte  Momentenfläche  ergibt  sich  hieraus  durch  Di- 
vision mit  dem  konstanten  Trägheitsmoment  J  =  9785  cm*,  also 

IPah 

Nun  müssen  wir  das  statische  Moment  dieser  Fläche  in  be- 
zug  auf  die  Linie  £— i  bilden.  Wenn  man  irgendein  Dreieck 
ABC  hat,  dessen  Eckpunkte  die  Abstände  x^^  x^  und  x^  von 
einer  Geraden  X — L  haben,  so  ist  der  Abstand  des  Schwer- 
punktes von  der  betreffenden  Geraden  gleich  -^{x^  +  x^  +  x^).  In 
Fig.  151b  wird  also 

Jb  =  4(900  +  300  +  100)  ;=  433,3  cm. 

ö 


Digitized  by 


Google 


—    489    — 

Das  Produkt  ans  tS''h' 

1   4000  kg' 200  cm  •  600  cm 


5'-Jo  = 


9785  cm* 


433,3  cm 


10600000^. 
cm 


Hiermit  ergibt  sich  die  Strecke  ^.m: 

10600000 


^:b^'* 


kg_ 
cm 


2150000 


cm* 


«  4,9  cm. 
Diese  Strecke  würde,  wenn  man  sie  in  Fig.  151c  maBstäbUch 
einzeichnen  wollte,  in  einer  Länge  von  ^/^  mm  erscheinen.    Daraus 
erkennt  man,  daß  die  Stabelemente  auch  in  ihrer  durchgebogenen 
Lage    als    vertikal    zu    der 


^.41000^ 


'CLm600< 


^'^^:griC^|z; 


Linie  L — L  stehend  angenom- 
men werden  können,  so  daß 
die  Strecke  ^.,»  als  ein  un- 
endlich kleiner  Kreisbogen  er- 
scheint. 

Wenn  wir  in  Fig.  161c 
die  Linie  L — L  durch  den 
Schwerpunkt  B  der  Momen- 
tenfläche angenommen  hätten, 
so  wurde  der  Abstand  £0  gleich 
Kuli  einzusetzen  sein.  Folg- 
lich, wird  für  diese  Linie  der 
Abschnitt 

«o.«-^5'.0  =  0. 

Dieses    bedeutet:    Die   Ver- 
längerungen des  ersten  und  Pig.  151. 
des     letzten     Stabelementes 

treffen  auf  der  durch  den  Schwerpunkt  S  der  verzerrten  Momenten- 
fläche gezogenen  Vertikalen  zusammen. 

Wenn  man  bei  irgendeiner  Kurve  ein  Element  derselben  gerad- 
linig verlängert,  so  nennt  man  diese  Gerade  bekanntlich  die  an 
die  Kurve  in  dem  betreffenden  Punkte  gelegte  Ton^ento.  Nach 
dieser  Ausdrucksweise  bezeichnet  man  die  Strecke  «b-»  ^^  die- 
jenige Länge,  die  von  den  an  die  Punkte  0  und  n  der  Stabachse 
gelegten  Tangenten  auf  der  Geraden  L — L  abgeschnitten  wird. 
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§84. 
Darehbiegnngen  und  Ansschla^inkel  des  Freiträgers. 

Der  in  Fig.  152  a  gezeichnete  einseitig  eingespannte  Träger  sei 
durch  eine  beliebige  Belastung,  beanspracht.  Es  soll  die  Gestalt 
bestimmt  werden,  die  der  Träger  infolge  der  Belastung  annimmt 
(Fig.  152b). 

Die  Form,  die  ein  Stab  im  durchgebogenen  Zustande  hat, 
nennen  wir  seine  y,elastische  Linie*^.  Diese  ist  vollständig  be- 
stimmt, sobald  w4r  von  jedem  Punkte  des  Stabes  angeben,  um' 
wieviel  er  sich  in  vertikaler  und  in  horizontaler  Richtung  ver- 
schiebt. Im  vorliegenden  Falle  kommen  aber  merkbare  Horizontal- 
verschiebungen überhaupt  nicht  vor.  Die  Stabachse  (d.  i.  die 
neutrale  Faserschicht)  behält  ja  bei  der  Durchbiegung  ihre  ursprüng- 
liche Länge  bei.  Allerdings  nimmt  sie  die  Gestalt  einer  Kurve 
an,  so  daß  hierdurch  außer  der  vertikalen  auch  eine  seitliche  Ver- 
schiebung eintreten  könnte.  Da  aber  die  elastische  Linie  stets 
eine  sehr  flache  Kurve  ist,  so  sind  diese  horizontalen  Abweichungen 
verschwindend  klein.  Man  wird  dieses  am  besten  einsehen,  wenn 
man  versucht,  in  einer  Zeichnung  die  Durchbiegungen  maßstäblich 
einzutragen.  Wenn  man  dann  den  Maßstab  auch  so  groß  wählt, 
daß  die  Durchbiegungen  selber  zu  erkennen  sind,  so  wird  es  doch 
nicht  gelingen,  eine  horizontale  Verschiebung  nachzuweisen.  Mathe- 
matisch kommt  dieses  dadurch  zum  Ausdruck,  daß  in  einem  recht- 
winkligen Dreieck  mit  einer  sehr  kleinen  Kathete  die  andere 
Kathete  sich  nur  um  einen  verschwindend  kleinen  Betrag  von 
der  Hypotenuse  unterscheidet.  Bei  der  Genauigkeit,  mit  der  wir 
unsere  technischen  Berechnungen  überhaupt  durchführen  können, 
fallen  also  die  Horizontalverschiebungen  gänzlich  außer  Betracht 

Um  nun  die  Verschiebungen  in  vertikaler  Bichtung  zu  be- 
stimmen, zeichnen  wir  zunächst  die  zu  der  Belastung  gehörige 
verzerrte  Momentenfläche  g'  (Fig.  152  a).  Dann  denken  wir  uns 
den  Stab  wieder  in  einzelne  Stabelemente  zerlegt.  Das  erste 
Element,  0  in  Fig.  152a  und  b,  erfährt  infolge  der  festen  Ein- 
mauerung  weder  eine  Verschiebung  noch  eine  Drehung.  Um  nun 
die  Verschiebung  eines  anderen  Punktes,  z.  B.  c ,  zu  finden,  ziehe 
ich  durch  c'  eine  vertikale  Linie  £— i .  Dann  zeigt  Fig.  152  b,  daß 
die  Senkung  d  des  Punktes  o  identisch  ist  mit  der  Strecke  «6-wj 
die  die  Elemente  0  und  m  auf  der  Geraden  L — L  abschneiden. 
Dieses  kommt  eben  daher,  weil  das  Element  0  seine  ursprüng- 
liche horizontale  Lage  beibehält.     Die  Strecke  «o-«  können   wir 
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aber  nach  dem  Früheren  bestimmen:  Wir  berechnen  den  Inhalt 
5o-m  ^es  zwischen  0  nnd  m  liegenden  Teiles  der  verzerrten  Mo- 
mentenfläche, bestimmen  seinen  Schwerpunktsabstand  %  von  der 
Linie  L — L  tmd  erhalten 


'  ^-11 


"VoO-m*?  ' 


Hiermit  ist  die  Durchbiegung  an  der  Stelle  m  gefunden.    Für 
den  äußersten  Punkt  ergibt  sich  entsprechend: 

.      1 


B 


r-Jo. 


Fig.  162.. 

Eigentlich  müßten  wir  die  Geraden  L—L  senkrecht  zu  den  Ver^ 
bindungslinien  oV^  und  a'V  ziehen.  Wie  aber  bereits  im  vorigen 
Paragraphen  erläutert  wurde,  kann  dadurch,  daß  wir  L — L  senk- 
recht zur  ursprünglichen  Stabachse  nehmen,  kein  nachweisbarer 
Fehler  in  die  Bechnung  hineinkommen. 

Außer  der  Durchbiegung  wollen  wir  auch  noch  die  „Aos- 
sehlagwinkeP^  bestimmen.  Mit  diesem  Ausdrucke  bezeichnen  wir 
die  Winkel,  die  die  einzelnen  Stabelemente  im  durchgebogenen  Zu- 
stande des  Stabes  mit  ihrer  ursprünglichen  (horizontalen)  Bichtung 
bilden.  Beim  Eleknent  0  ist  dieser  Winkel  gleich  Null,  denn  dieses 
Element  bleibt  ja  fest  eingespannt.  Bei  einem  anderen  Element, 
z.  B.  bei  m ,  ergibt  sich  nach  Fig.  152  b,  daß  der  Ausschlagwinkel  a» 
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'gleich  dem  Winkel  /o-»  ^^9  den  die  beiden  Elemente  0  und  m  mit* 
einander  bilden.  Da  nun  der  Winkel  /o-m  nach  dem  Früheren 
gleich  dem  zwischen  0  und  m  liegenden  Teile  t^o-»  der  verzerrten 
Momentenfl&che,  dividiert  durch  E  ist,  so  ist  also  auch 

<Ä«  "=  ^  •  5o-«  • 
Für  das  äußerste  Element  ergibt  sich: 

Durch  die  Angaben  der  Einsenkungen  d  und  der  Ausschlag- 
winkel (X  können  wir  jede  Frage  hinsichtlich  der  Gestalt  der 
elastischen  Linien  beantworten. 

Zusammenfassung  zur  Berechnung  der  Formänderungen  eines' 
Freiträgers:  Bei  einem  Freiträger  ist  der  Ausschlagwinkel  irgend- 
eines Stabelementes  gleich  dem  Inhalte  der  zwischen  diesem  Ele- 
mente und  der  Einspannstelle  befindlichen  verzerrten  Momenten- 
fläche,  dividiert  durch  E .  Die  Einsenkung  an  irgendeinem  Punkte 
ist  gleich  dem  Inhalte  der  zwischen  diesem  Punkte  und  der  Ein- 
spannstelle befindlichen  verzerrten  Momentenfläche,  multipliziert 
mit  dem  Schwerpunktsabstand  und  dividiert  durch  E. 


§84a. 
Beispiele  zu  §  84. 
L  Belastang  durch  Einzellast  am  Ende  (Fig.  153). 
Für  eine  Stelle  m  (Fig.  153  a)  ist  das  Moment  M  =»P*x;  für 
den  Einspannungsquerschnitt  ist  Jf  =-  P  •  2 .    Wenn  wir  also  ein 
Dreieck  mit  der  Höhe  P-Z  zeichnen  (Fig.  163b),  so  ergeben  die 
Ordinaten  dieses  Dreiecks  für  jeden  Punkt  des  Balkens  das  zu- 
gehörige Biegungsmoment;   Fig.  153  b  ist  demnach  die  einfache 
Momentenfläche.   Aus  ihr  finden  wir  die  verzerrte  Momentenfläche, 
indem  wir  durch  J  dividieren.    (J  sei  konstant.) 

Der    Inhalt    eines    Trapezes    (Fig.    153  c)    ist    bekanntlich 

—  (a  +  5)  A ;     die    Schwerpunktsabstände    sind    «  —  -5- —=--  , 

A    a  4-  2  D 

^  ^      T-T-  .     Somit  wird  für  die  Stelle  m : 

0     a  +  0 

I.  Ausschlagwinker 

1     i(Pg  +  Pa?)(?-a?)        Pjt  +  xjil-^w)       P{P-x^ 


(I)     «, 


E  J  2EJ  2EJ 


V 
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Fig.  163. 


fernt  ist,  und  können  dann  i  ausrechnen.  Eine  derartige  Glei- 
chung nennt  man  die  jjQUichung  der  elagtischen  Linie^^  für  den 
betreffenden  Stab.  Für  das  Stabende  selber  ist  o;  —  0  einzusetzen. 
Es  ergeben  sich  somit  für  den  äußersten  Punkt: 

Aussehlagwinkel   a  «  g  ^j  ,       Einsenknng   /«  g  , 

Katürlich  kann  man  diese  Werte  auch  direkt  ableiten: 

1    i-PM        PP 


Ä  — 


E 


2EJ  ' 
PV 


1^    \'Pia    2^ 

E*       J       '3         3JBJ  • 
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In  manchen  Tabellen  findet  man  nicht  die  Durchbiegungen  d, 
sondern  die  Abstände  y  (Fig.  153  d)  für  die  einzelnen  Stabponkte 
angegeben.  Man  kann  natürlich  die  obige  Formel  (11)  auch  hierf  fir 
umrechnen.    Denn  es  ist 


^«»r- 


%EJ 


Die  Gleichung  (II)  geht  also  über  in 
P«»  P 


hEJ 


6EJ 

P 
6EJ 

P 
6EJ 


{2P-5PX  +  X«), 


Diese  Gldcbung  kann   man  auch   in   der  Form  schreiben  (vgl. 
Hütte  usw.): 


Hiernach  sind  die  Abstände  y  etwas  einfacher  zu  berechnen  als 
nach  Gleichung  (11)  die  Einsenkungen  d.  Grundsätzlich  sollte 
man  aber  daran-  festhalten,  unter  „Durchbiegung"  oder  „Ein- 
senkung"  stets  den  Höhenunterschied  zwischen  der  alten  und  der 
neuen  Lage  eines  Punktes  zu  verstehen. 

Zahlenbeispiel:  Es  sei  l  =  250  cm,  P  ==  550  kg.  Der  Träger  sei 
ein  Holzbalken  von  18  X  24  cm;  E  =  100000  kg/qcm. 

Wie  groß  sind  Ausschlagwinkel  und  Einsenkung  am  Endet 


Ä 


550  kg  •  (250  cm)2 


/•  = 


2  - 100000  ^g/cm« .  20736  cm* 
550  kg .  (250  cm)3 


3  - 100000  kg/cm2 .  20736  cm* 


0,0083 ; 
« 1,38  cm. 


Wenn  also  auf  dem  Ende  dieses  Balkens  eine  vertikale  Säule  von 
z.  B.  300  cm  Höhe  stehen  wurde,  so  wurde  diese  infolge  der 
Durchbiegung  um  300  •  0,0083  =  2,5  cm  seitlich  ausschlagen.  Bei 
ruhender  Last  sind  diese  Formänderungen  nicht  bedenklich,  da 
die  Beanspruchung  nicht  zu  hoch  ist  (80  kg/qcm).  Bei  wechselnder 
Belastung  ist  die  Konstruktion  aber  zu  unsicher,  da  infolge  der 
großen  Durchbiegungen  ^ehr  gefährliche  Schwingungen ,  eintreten 
würden. 
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n.  GleiehmiUMg  Terteilte  Last  g  (Fig.  154  a). 

Gesucht  sind  Ausschlagwinkel  undBurchbiegung  am  Ende(F{g.  154b). 
Das  Trägheitsmoment  sei  J  cm^.  Zunächst  müssen  wir  die  ge- 
wöhnliche Momentenfläche  bestimmen.  Für  eine  Stelle,  die  vom 
Ende  um  x  entfernt  ist,  ist  das  Moment 

Für  die  Einspannstelle  ist 

Die  beiden  Momente  M  und  M'  verhalten  sich  demnach  wie  die 
Quadrate  der  Abstände  x  und  l.  Daraus  folgt:  Tragen  wir  die 
Momente  an  den  einzelnen  Stellen  des  Balkens  auf,  so  ergibt  sid) 
eine  Parabel  (s.  §  55,  1).  Und  es  wird  für  Fig.%154c  (vgl.  §  65, 
Skizze  IX): 

cr,_l    ,^^^^       ._3 


S=3-^V^     ^o  =  jr 


Mithin 


^       U'  3'  2J       6EJ  ^  6EJ  ' 

1^  1  lIL    3         1   gl^       1   G'P 
'       -B  ■  3  '2J  "4         8  -BJ       8    EJ  * 

m.  Yerschiedene  Belastungsfälle. 

Aufgabe  1.  Ein  Freiträger  von  l  cm  Länge  "ist  in  einöm  Ab- 
stände \  vom  Auflager  durch  P  belastet.  Wie  groß  sind  Aus- 
schlagwinkel und  Einsenkung  am  Endet     (Fig.  154  d.) 

Die  elastische  Linie  (Fig.  154  e)  bildet  von  a'  bis  fe'  eine  Kurve 
und  geht  von  da  ab  als  gerade  Linie  weiter.  Denn,  da  auf  der 
Strecke  1^  keine  Momente  wirken,  so  finden  auf  dieser  Länge 
auch  keine  Beanspruchungen  und  folglich  auch  keine  Verdrehun- 
gen   der   Stabquerschnitte    gegeneinander    statt.      Man    hat  also 

<a  =<ä'  =  -=-5'.    Die  Einsenkung  am  Ende  ist:  /"«-^S'-Eo* 

(Man  setze  selber  Zahlenwerte  ein!) 

Aufgabe  2«  Ein  Freiträger  von  l  Länge  ist  unter  einem 
Winkel  ß  gegen  die  Horizontale  eingespannt  und  wird  dann  durch 
P  belastet.  Wie  groß  ist  die  Verschiebung  des  Endpunktes  in 
vertikaler  Eichtungt 
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Biegung  auch  noch  auf  Zug 
beansprucht  (durch  die  Kom- 
ponente Pamß,)  Die  hier- 
durch hinzukommende 
Formänderung  kann  eben- 
falls leicht  berechnet  werden, 
ist  jedoch  belanglos. 

Autgabe  3.  Bei  dem  in 
Fig.  154  i  gezeichneten  Frei- 
träger aus  Walzeisen  (IN.-P.) 
sollen  das  Profil .  und  die 
Durchbiegung  am  Ende  be- 
stimmt werden!  Außerdem 
soll  angenommen  werden, 
daß  infolge  !N'achgiebigkeit 
der  Widerlager  eine  Drehung 
des    Stabelementes    0     um 


^  =  i/^o  eintritt  und  der 
hierdurch  hervorgerufene  Zusatz  zu  der  Einsenkung  berechnet 
werden  I 

§85. 

Ausschlagwinkel  und  Durchbiegungen  des  Trägers  auf  zwei 

Stützen. 

Beim  Freiträger  wurde  die  Berechnung  der  Formänderungen 
dadurch  yereinfacht,  daß  wir  ein  Stabelement  hatten ,  dessen 
Drehung  und  Senkung  wir  ohne  weiteres  angeben  konnten.    Von 
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Fig.  155. 

Wir   haben   also   wieder   zwei  Angaben,   von  denen  aus  wir  die 
anderen  Formänderungen  bestimmen  können. 

1.  Um  zunächst  den  Aasschlagwinkel  (Xo  des  ersten  Elementes 
zu  finden,  berechne  ich  die  Strecke  «o-n>  die  die  Verlängerung  des 
•Elementes  0  auf  einer  durch  den  Punkt  V  vertikal  zu  a'y  ge- 
zogenen Geraden  abschneidet.    Diese  Strecke  ist  nach  dem  Früheren : 

^0-«  = -^'S'*  Jo  • 
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(^^  =»  Inhalt  der  verzerrten  Momentenfläche.)  In  dem  Drei- 
ecke a'h'c^  sind  also  zwei  Seiten  nnd  der  eingeschlossene  (rechte) 
Winkel  bekannt;  wir  können  hieraus  den  noch  anbekannten 
Winkel  «o  finden.  Bei  seiner  Berechnung  berücksichtigen  wir 
natürlich  den  Umstand,  daß  2^0 -«  ^^i^  verschwindend  kleine  Strecke 
ist  nnd  demnach  als  Kreisbogen  nm  a^  mit  dem  Badins  l  auf- 
gefaßt werden  darf.     Dann  wird 


«0  = 


IE        l 

Hiermit  ist  der  erste  Ausschlagwinkgl  oc^  gefanden.  Mit  Hilfe 
dieses  Winkels  «0  lassen  sich  die  anderen  leicht  bestimmen.  Nach 
Pig.  155b  ist: 

«2  =  «1  -  yi-2  ==  «0  —  ro-i  —  yi-2  > 


«Ä 


^2  —  ^2-8 


Äft 


70- 


71-2—72- 


asw. 


Drücken  wir  noch  in  diesen  GlöichuDgen  die  einzelnen  Winkel  y 
durch  die  Inhalte  der  darüberliegenden  Strfeifen  der  verzerrten 
Momentenfläche  aus,  so  ergeben  sich  zur  Berechnung  der  Aus- 
schlagwinkel folgende  Gleichungen: 

*^    ^3  =  ^(^-(K  +  f2'  +  f30);     nsw. 

(Man  beachte,  daß  die  Elemente  unendlich  klein  sind,  und 
daß  also  der  erste  Streifen  unmittelbar  am  Auflager  beginnt.)  All- 
gemein erhält  man  den  Ausschlagwinkel  eines  Stabelementes,  in- 

^^^  -  bildet,  hiervon  den  seitlich 


(I) 


dem  man  zunächst  das  Produkt 


l 


von    dem  Stabelement  liegenden  Teil   der  Fläche  g'  subtrahiert 
und  das  Ganze  durch  E  dividiert. 

Diese  Eegel  läßt  sich  nun  in  einer  einfachen,  sich  leicht 
dem  Gedächtnis  einprägenden  Form  darstellen.  Denken  wir  uns 
nämlich,  die  Fläche  g'  sei  nicht  eine  Momentenfläche,  sondern 
eine  Belastungsfläche.     Sie  stelle  alUi  z.  B.  eine  Mauer  dar,  die 
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der  Balken  zu  tragen  hat.  Wenn  wir  dann  den  Auflagerdmck  A 
dieses  Trägers  berechnen  sollten,  so  wnrden  wir  das  Gewicht  3' 
mit  dem  Schwerpnnktsabstand  jo  von  B  mnltiplizieren  und  durch 
die  Spannweite  l  dividieren;  also 

Wenn  wir  ferner  für  irgendeinen  Querschnitt  die  Querkraft 
berechnen  sollen,  so  erhalten  wir 

Vergleicht  man  diese  Ausdrücke  mit  den  zur  Berechnung  der  Aus- 
schlagwinkel aufgestellten  Gleichungen,  so  ergibt  sich:  Der  Aus- 
schlagmnJcel  oc  <m  irgendeiner  Stelle  des  durchgebogenen  Balkens  ist 
gleich  der  durch  E  dividierten  Querkraft  eitles  gedachten  Balkens^  der 
die  Fläche  ^'  als  Belastungsfläche  trägt.  Dieser  Satz  stimmt  auch 
für  das  erste  Stabelement,  denn  am  Auflager  ist  ja  die  Querkraft 
eines  Balkens  gleich  der  Auflagerkraft. 

2.  Nun  gehen  wir  zur  Berechnung  der  Durchbiegungen  selber 
über.  Wenn  wir  in  Fig.  155  d  das  erste  Element  verlängern,  so 
erscheint  die  Einsenkung  d^  irgendeines  anderen  Elementes  m 
gleich  der  Differenz  zweier  Strecken,  y^  und  «o-«*  Diese  beiden 
Strecken  lassen  sich  aus  dem  Vorhergehenden  berechnen.  Die 
erste,  y^ ,  ist  gleich  o^o'^f  worin  sp  die  Entfernung  von  m  bis  a 
ist.     (Es  handelt  sich   um   eine  verschwindend  kleine  Kathete.) 

Die  zweite,  s?o-»t  Ißt  bekanntlich  gleich  -^-^o-»*??  worin  go-« 

der  Inhalt  der  verzerrten  Momentenfläche  zwischen  a  und  m, 
und  jr  ihr  Schwerpunktsabstand  bis  m  sind.  Somit  ist  die  Ein- 
senkung d^  ausgedrückt  durch: 


dl)  i„  =  ^(^-«-go'-,-x). 


Auch  diese  Formel  läßt  einen  einfachen  Vergleich  zu:  Denken  wir 
uns  auf  den  Balken  die  Momentenfläche  $'  als  Belastung  aufgebracht 
und  für  die  Steilem  das  Biegungsmoment  berechnet,  so  bekämenNwii 


> 
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Diese  Fläche  denken  wir  uns  nun  als  Belastung  9,uf  einen  Balken 
aufgebracht   (Fig.  156  c)    und   berechnen   dann   dessen   Biegungs- 
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inoment  in  der  Mitte.    Dieses  gibt  nach  Division  mit  E  die  ge- 
suchte Durchbiegung  an.     Der  Auflag^rdruck  ist: 


«  =  »  =  -1:^1!^. 


24    J     cm« 

3    j         3 
Der  Schwerpunktsabstand  j  ist  gleich    -5-  tt  =»  t^  ^ .    Mithin 

o  2        16 

cm  ^    5    PP  kg 

""384    J    cm' 


nna  rsr  /  l  \  1      PP        5        kffCm»  • 


Hiermit  ergibt  sich  die  gesuchte  Durchbiegung 

^      1      5    PPcm^   lag 
'  "■  ^  *  384    J     kg  '  cm 

6    Pfi 

U.  Einzellast  P  in  der  Mitte, 

^       PI      ^       IPl      PP      ^,      PP      ^       1  PP    l        PP 
^="T'    ^'^T^'T'-S^'    ^^87^    ^*"'2'8J'3"^487 

1   PZ» 


§86. 
Weitere  Beispiele.    Graphische  Methoden. 


/ 


L  Anwendung  eines  graphisehen  Verlahreng. 

Eine  Stahlfeder  von  l  =  12,00  cm  Länge  ist  nach  Fig.  157 
belastet.  Die  Durchbiegungen  an  den  einzelnen  Stellen  sollen  be- 
stimmt werden!   Abmessungen  der  Feder:  ä  =  0,1  cm,  b  =  10,0  cm, 

mithin  J  =  Jg*^^'^'^*  ""  1200^^** 

Die  normale  Momentenfläche  wurde  in  Fig.  157  c  gezeichnet. 
Aus  ihr  ergibt  sich  die  verzerrte  Momentenfläche  durcli  Division 
mit  J.  Die  hierdurch  entstandenen  Werte  sind  in  Fig.  1^7  d  ein- 
geschrieben.   Die  Benennungen  der  Ordinaten  dieser  Fläche  sind: 

£  »=  — ?-. .    H'un  soÜen  wir  uns  also  einen  Balken  denken, 

cm*        cm' 

der  diese  Fläche  als  Belastung  trägt,  und  dessen  Momente  be- 
stimmen. TTm  diese  genau  zu  erhalten,  müßte  man  die  Fläche 
(Fig.  157  d)  in  eine  ihöglichst  große  Anzahl  von  Streifen  zerlegen, 
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schnitt  m  des  (gedachten)  Balkens  Fig.  157  d  das  Biegungsmoment  9)2: 

Hieraus  ergibt  sich  die  gesuchte  Durchbiegung  des  wirklich  vor- 
handenen Balkens: 

Um  das  Ausrechnen  dieses  Ausdruckes  zu  sparen,  wollen  wir  die 
Polweite  ^  nicht  beliebig,  sondern  gleich  E  nehmen.  Dann  wird 
n,ämlich 

E    ^* 

(I)  rf  =  ^, 

d.  h.  da»  zu  den  Werten  toi  i  ^2  ^^^-  ^^^  ^^  Polweite  B  gezeichnete 
Seilpolygon  gibt  direkt  die  Durchbiegungm  an. 

Um  die  Durchbiegungen  an  den  einzelnen  Stellen  genauer  zu 
erhalten,  müßte  man  die  Fläche  ^^  natürlich  nicht  in  vier,  sondern 
in  mehr  Streifen  einteilen.  Dann  würde  das  Seilpolygon  die  in 
Fig.  157  f  einpunktierte  Oestalt  annehmen. 
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Zusatz  1.  In  diesem  Beispiele  wurden  die  Abmessungen  so 
gewählt,  daß  die  Länge  des  Trägers  maßstäblioh  gezeiohnet  werden 
konnte.  Dann  erseheinen  also  auch  die  Durchbiegungen  maß- 
stäblich. Im  allgemeinen  muß  man  ja  aber  die  Systemfigur  in 
einem   kleineren   Maßstabe   darstellen;    z.  B.  im  Maßstabe  l:x. 


SKff 


Fig.  157. 

Dann  erscheint  also  auch  das  Seilpolygon  in  diesem  kleineren 
Längenmaßstab;  d.  h.  die  Enickpunkte  O^l^i  usw.  des  Seilpolygons 
rücken  entsprechend  näher  aneinander.  Da  nun  die  Neigung  der 
einzelnen  Seilstrahlen  gegen  die  Horizontale  unverändert' geblieben 
ist  (denn  sie  sind  ja  stets  parallel  den  entsprechenden  Polstrahlen 
des  Eräftepolygons  Fig.  157  e),  so  folgt  daraus,  daß  auch  die  Ordi- 
naten  ^  entsprechend'  kleiner  werden.  Wenn  wir  also  in  Fig.  157 
die  Längen  im  Maßstab  1 :  x  auftragen,  so  erhalten  wir  auch  die 
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Ordinaten  des  Seilpolygons  am  das  y- fache;  d.  h.  die  Durch- 
biegnngen  erscheinen  2^ -mal  so  groß,  als  sie  wirklich  sind. 

Zusatz  2.  Statt  die  Werte  toij  w^  usw.  aus  der  Fläche  ^' 
auszurechnen  (Fig.  157  d),  können  wir  auch  einfach  die  Werte  tr, 
und  trg  aus  der  wirklichen  Momentehfläche  g  (Fig-  157  c)  nehmen 
und  zu  diesen  das  Kräfte-  und  das  Seilpolygon  zeichnen.  Da 
wir  dann  aber  die  J-fach  zu  großen  Werte  auftragen,  wurden 
wir  auch  das  Seilpolygon  im  J- fachen  Maßstabe  erhalten.  Das 
wäre  im  allgemeinen  nicht  angenehm.  Wir  helfen  uns  dadurch, 
daß  wir  auch  die  Polweite  im  J- fachen  Maßstabe  nehmen.  Dann 
erhalten  die  Polstrahlen  dieselbe  Neigung,  als  ob  die  richtigen 
Werte  wi  usw.  aufgetragen  wären,  und  das  Seilpolygon  erscheint 
also  in  dem  verlangten  Maßstabe. 

Zusammenfassung.  Ist  ein  Träger  im  Maßstabe  1 :  w  gezeichnet 
und  wollen  wir  die  Durchbiegungen  im  y- fachen  der  natür- 
lichen Größe  haben,  so  bestimmen  wir  zunächst  die  wirkliche 
Momentenfläche  5>  berechnen  von  dieser  die  Werte  w^ ,  w^  usw. 
der  einzelnen  Streifen,  tragen  diese  Werte  auf,   nehmen  die  Pol- 

E 
weite  §  = J  und  zeichnen  das  Seilpolygon.     Dessen  Ordi- 

naten  geben  dann  in  dem  verlangten  Maßstabe  die  Durchbiegungen 

an.    (Die  Werte  w^  usw.  haben  die  Benennung  cm  •  cmkg  =  cm^kg; 

kg 
die  Polweite  §  hat  die  Benennung  —~  •  cm*  =«  cm^kg.) 


In  diesem  Beispiele  hatten  wir  ein  konstantes  J*   Jetzt  wollen 
wir  das  Verfahren  auch  für  veränderliches  J  verwenden. 
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IL  Dnrchbiegmigen  eines  Blechträgers*  (Veränderliches  J.) 
Der  Trägermaßstab  sei  l:x.  Der  Maßstab  für  die  Durch- 
biegungen soll  y :  1  sein.  Von  dem  vorigen  Beispiele  unterscheidet 
sich  dieses  dadurch,  daß  der  Träger  in  Fig.  158  für  die  ver- 
schiedenen Querschnitte  verschiedene  Trägheitsmomente  hat.  Diese 
seien  J^  (für  den  Querschnitt  ohne  Lamellen),  Jf  und  J^'.  Zunächst 
wurde  die  wirkliche  Momentenfläche  g  gezeichnet  (Fig.  158  b). 
l)ann  wurde  ^  in  Streifen  zerlegt.  Letztere  wurden  so  angenommen, 
daß  überall  da,  wo  eine  Last  steht,  und  da,  wo  sich  das  Trägheits- 
moment ändert,  ein  neuer  Streifen  beginnt.    Eigentlich  müßten 


Hafsstab  fdr  die  Ihirckbysgungen  z/.-  f 


Fig.  168. 

wir  nun  den  Streifen  vo^  durch  das  Trägheitsmoment  J^,  den 
Streifen  vo^   durch   J^,   die   Streifen  io^   bis  iTj   durch  J''  usw. 

teilen,   diese  Werte  auftragen  und   mit  der  Pol  weite  daa 

Seilpolygon  zeichnen,  um  dann  die  Einsenkungen  im  ^-fachen 
Maßstabe  zu  erhalten.  Statt  dessen  verfahren  wir  aber,  wie  in 
Zusatz  2 im  vorigen  Beispiel  angegeben  wurde:  Wir  tragen  v)^  selber 
auf  (also  einen  Jo-fach  zu  großen  Wert),  nehmen  dafür  aber  die 

Polweite  ebenfalls  Jo-mal  so  groß,  also  gleich  •  Jq  (Fig.  158  c). 

Dann  haben  die  Strahlen  I  und  II  dieselbe  Neigung,  als  ob  wir 
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4A  TP 

den  Wert  -~  mit  der  Polweite  aufgetragen  hätten.    Zu  dem 

nächsten  Werte,  uo^ ,  gehört  bereits  ein  anderes  Trägheitsmoment, 

ja 

nämlich   J'  •     Wir    müssen    also    die  Polweite    gleich J' 

nehmen.  Da  der  neue  Pol,  0',  außerdem  auf  dem  Strähle  II 
liegen  muß,  so  ist  seine  Lage  bestimmt  und  der  Strahl  III  kann 
eingezeichnet  werden.  Entsprechend  bestimmen  wir  den  Pol  0" , 
der  zu  den  Werten  Wj  bis  to^  gehört;  usw.  Dann  zeichnen  wir 
zu  diesen  Polstrahlen  die  Seilstrahlen  (Fig.  158  d)  und  erhalten  für 
irgendeinen  Punkt  m  des  Trägers  die  y -fache  Durchbiegung, 
dargestellt  durch  die  Ordinate  ^  des  Seilpolygons. 

Zusatz.  Bisher  haben  wir  angenommen,  daß  wir  die  wirk- 
lichen Momente  M  durch  Eechnung  ermittelt  und  hierdurch  die 
Fläche  5  bestimmt  hätten.  Häufig  liegt  nun  der  Fall  vor,  daß 
•  auch  die  Momente  M  mittels  Seilpolygon  gefunden  worden  sind. 
Nehmen  wir  also  an,  daß  Fig.  158  b  nicht  die  eigentliche  Mo- 
mentenfläche 5  wäre,  sondern  nur  das  zu  den  Lasten  P^  und  Pj 
mit  ^er  Polweite  H  gezeichnete  Seilpolygon  darstelle.  Dann 
wurde  also  die  wirkliche  Momentenfläche  H'-mal  so  groß  sein; 
denn  es  ist  ja  M  =  H-y.  Statt  aber  etwa  Fig.  löiSb  im  H- 
fachen  Maßstabe  umzuzeichnen,  bestimmen  wir  einfach  die  Flächen- 
inhalte fi ,  /*£  usw.  der  einzelnen  Streifen,  tragen  diese  in  Fig.  158  c 
an  Stelle  der  Werte  to^ ,  «?,   usw.   auf  und  nehmen  dafür  aber 

die  Pol  weite  gleich  ^tel  von  §.     Denn   die  Inhalte  der  StreJ- 

,    IL 

fen  fi  1  fi  usw.  sind  proportional  den  Werten  w^ ,  w^  usw.     (Es 

ist  /^i  ==  —  • «?! ,  fi  =  -^''iJ02  usw.)    Wenn  wir  also  die  Polweite  in 

demselben  Verhältnis  verkleinern  (1 :  J2),  in  dem  die  Werte  f  kleiner 
sind  als  die  Werte  iß ,  so  bleibt  die  Neigung  der  Polstrahlen  und 
demnach  auch  das  Seilpolygon  unverändert. 

Zusammenfassung.  Ist  bei  einem  Träger  nicht  die  wirkliche 
Momentenfläche  g  gegeben,  sondern  wurden  die  Biegungsmomente 
graphisch  mittels  Seilpolygon  ermittelt,  so  bestimmen  wir  gra- 
phisch die  Durchbiegungen,  indem  wir  die  einzelnen  Flächen- 
streifen des  ersten  Seilpolygons  ausmessen,  diese  Flächeninhalte 
/*! ,  f^  auftragen  und  mit  den  Polweiten 

H      H'  x-y  '        ~H      H'  x-y        ^^' 
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das  zweite  Seilpolygon  zeichnen.  Diesel  gibt  die  Durchbiegungen 
im  9 -fachen  Maßstabe  an.  Hinsichtlich  der  Maßstäbe  ist  zu 
Werken:  In  der  Formel  M  =^H *y  muß  der  eine  Wert  als  Länge, 
4er  andere  als  Kraft  gemessen  werden.  Wir  wollen  die  Ordi- 
naten  y  im  Längenmaßstab  und  die  Polweite  H  im  Kräftemaßstab 
messen.  Dann  haben  also  die  Werte  f^ ,  f^  usw.  die  Bezeichnung 
cm*cm  =  cm^.  Dieselbe  Bezeichnung  haben  die  Polweiten,  wie 
sich  aus  den  Formeln  ergibt.  Wir  nehmen  dann  als  Maßstab 
z.  B.  100000  cm»  =»  1  cm,  od.  dgl.,  tragen  hiernach  die  Werte  f^ , 

/g   usw.   und   die  Polweiten  •=• ,   -^ usw.  auf  und 

zeichnen  das  Seilpolygon.  *^  '^ 

Bemerkung:   Die  Trägheitsmomente  werden  bei  Berechnung 
von  Durchbiegungen  At^ts  ohne  Nietabzug  genommen. 


nL  Beispiel  tür  eine  lugammengesetite  Konstroktlom 

Aufgabe:  Der  in  Fig.  159  skizzierte  Kranausleger  ist  durch 
eine  Last  P  beansprucht.  Die  Verschiebung  des  Endpunktes  soU 
berechnet  werden.  Der  horizontale  Arm  habe  das  durchschnitt- 
liche Trägheitsmoment  J,  der  vertikale  das  Trägheitsmoment  J' 
und  den  Querschnitt  F . 

Zunächst  bestimmen  wir  die  Auflagerdräcke  und  Momente. 
Der  Ausleger  sei  unten  durch  ein  Spurlager  gestützt  und  darüber 
durch  ein  Halslager  geführt  (Fig.  159b).    Die  Aufiagerkräfte  sind: 


Br^H 


\ 


Die  Momente  für  die  einzelnen  Teile  sind  in  Fig.  159  b 
graphisch  aufgetragen;  die  dort  gezeichneten  Flächen  sind  also 
die  Flächen  g.  Um  nun  die  Durchbiegung  zu  bestimmen,  be- 
trachte ich  zunächst  den  horizontalen  Arm,  «während  der  verti- 
kale Teil  als  starr  angesehen  wird.  Dann  haben  wir  es  mit 
einem  einfachen  Freiträger  zu  tun,  der  am  linken  E^de  fest  ein- 
gespannt ist  und  am  rechten  Ende  die  Einzellast  P  trägt.  Seine 
Durchbiegung  ist  nach  dem  Früheren  (Fig.  159  c): 

1    Pl^ 

Somit  ist  der  AnteU,  den  der  horizontale  Arm  zur  Gesamt' 
einsenkung  liefert,  bestimmt. 
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Nun  gehen  wir  zum  vertikalen  Teile  über  (Fig.  159b,  d  u.  e). 
Dieser  erscheint  als  ein  Träger,  der  bei  a  ein  festes  und  bei 
h  ein  bewegliches  Lager  hat.  (Eine  Einspannung  ist  bei  h  nicht 
anzunehmen.)  Seine  Momentenfläche  besteht  aus  einem  Breieck 
und  aus  einem  Bechteck.  Die  Eläche  des  ersteren  sei  |^2>>  ^^ 
des  letzteren  ^^j^  (Fig.  159  d).  Die  elastische  Linie  dieses  Stabes 
hat  die  in  Fig.  159e  skizzierte  Form.  Uns'  kommt  es  haupt- 
sächlich auf  die  YerschiebuDg  d^  und  den  Ausschlagwinkel  a^  am 
Endpunkte  an.  Zu  deren  Bestimmung  lesen  wir  aus  Fig.  159  d. 
und  eder  Beihe  nach  ab: 


h 


Ferner 

Dieser  Winkel  ««  ist  also  derjenige  Winkel,  um  den  das 
Endelement  n  des  vertikalen  Teiles  gegen  seine  ursprüngliche 
(vertikale)  Bichtung  ausschlägt.  Da  nun  an  dieser  Stelle  der 
vertikale  und  der  horizontale  Arm  miteinander  verbunden  sind^ 
so  schlägt  letzterer  um  denselben  Betrag  gegen  die  Horizontale 
aus.     Hierdurch  senkt  sich  der  Angrif&punkt  der  Last  um: 
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Insgesamt  erleidet  also  der  Endpunkt  des  Auslegers  folgende  Ver- 
schiebungen (Fig.  159  f): 


in  vertikaler  Richtung:     d^  6^  +  d^^  -^-^  i—  +  —^-p—^j  t 
„  horizontaler      „  d'  =  y^eJ^  V^'^-  3"  ^V  * 


-j    gmpmnmnT,^ 


Fig.  169. 

Da  der  vertikale  Teil  einen  Druck  F  «  P  aufzunehmen  hat, 

P  K 

wird  er  außerdem  um  eine  Strecke  =-=r  zusammengedrückt.    Dieser 

Betrag  käme  also  noch  zu  der  Senkung  hinzu.  Er  ist  aber  im 
Verhältnis  zu  den  durch  die  Biegung  verursaditen  Formänderungen 
so  gering,  daß  er  vernachlässigt  werden  darf. 

Anfgabe.  Man  leite  die  Formeln  (II)  und  (III)  auch  in  der 
Weise  ab,  daß  man  den  Teil  rnn  als  einen  Freiträger  von  der 
Länge  h^  betrachtet,   dessen  Einspannstelle  um  einen  Winkel  (X^, 
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(d.  i.  der  Ausschlagwinkel  des  Elementes  m)  nachgibt.  Ferüer 
-setze  man  Zahlenwerte  ein  und  rechne  das  Beispiel  vollständig 
dnrch.  

ScMußbemerJcung.  Bei  der  Untersuchung  der  elastischen  Form- 
änderungen haben  wir  bisher  stets  den  —  theoretisch  sehr  schwer 
yerfolgbaren  —  Einfluß  der  Schubspannungen  t  yemachlässigt. 
Durch  diese  vergrößern  sich  die  Durchbiegungen  durchschnittlich 
um  etwa  57o;  doch  wird  dieser  Zuschlag  fast  stets  vema<^ässigt. 


15.  Vortrag: 

Der  eingespannte  Träger  nnd  der  dnrchlanfende  Träger  auf 
mehreren  Stützen. 

§87.  . 
Der  eingespannte  Träger. 
L  Der  Balken  mit  fester  Etnspannung. 

Bei  der  wichtigsten  Trägerart,  dem  Balken  auf  zwei  Stützen, 
.  ist  bisher  stet»  vorausgesetzt,  daß  die  Enden  frei  auf  den  Lagern 
aufliegen.  Für  diesen  Fall  haben  wir  in  den  früheren  Unter- 
suchungen die  Anflagerkräfte,  Momente,  Querkräfte,  Spannungen 
und  schließlich  auch  die  elastischen  Formändejungen  bestimmt. 

In  Fig.  160a  ist  nun  angenommen,  daß  ein  Balken  an  seinen 
Enden  eingespannt  (eingemauert)  sei.  Zwischen  einem  solchen 
„eingespannten  Träger"  (Fig.  160a)  und  einem  frei  aufliegenden 
Träger  (Fig.  160c)  besteht  augenscheinlich  folgender  Unterschied: 
Beim  ersteren  sind  infolge  der  Einmaüerung  die  beiden  äußersten 
Stabelemente  0  und  n  gezwungen,  auch  nach  der  Belastung  ihre 
ursprüngliche  horizontale  Lage  beizubehalten;  beim  letzteren  führen 
sie  infolge  der  Belastung  eine  kleine  Drehung  aus,  so  daß  die 
Ausschlagwinkel  ccq  und  ßo  entstehen  (Fig.  160c).  Dieses  ist  also 
der  Unterschied  zwischen  den  beiden  Trägerarten  hinsichtlich  der 
Formänderungen. 

Wodurch  kommt  nun  der  Unterschied  zustandet  Zunächst 
haben  die  Stabelemente  0  tmd  n  in  Fig.  160  a  ebenfalls  das  Be- 
streben, sich  bei  Belastung  des  Trägers  zu  drehen.  Infolge  der 
Einmaüerung  können  sie  aber  diese  Drehung  nicht  ausführen.    Sie 
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erhalten  vielmehr  von  der  über  den  Auflagern  befindlichen  Auflast 
einen  Gegendruck,  der  sie  in  ihrer  ursprünglichen  Lage  festhält. 
Auf  den  frei  aufliegenden  Träger  auf  zwei  Stützen  wirken  außer- 
halb der  Stützpunkte  überhaupt  keine  Kräfte  ein.  ;  Beim  ein- 
gespannten Träger  dagegen  sind  solche  Kräfte  vorhanden,  nämlich 
die  Gegendrücke  der  Aufmauerungen.  Diese  Kräfte  sind  sogar 
sehr  beträchtlich  und  bringen  auch  in  bezug  auf  die  Punkte  A 
und  B  bereits  Momente  hervor.  Dieses  ist  also  der  Unter- 
schied zwischen  beiden  Trägerarten  hinsichtlich  der  vorhandenen 
Kräfte. 


,^4_X_Li!4^  s^ 


ri 


-?- 


— -..yg^ 
i «■•? 


771^ 


Fig.  160. 


Statt  durch  Einmauerung  kann  die  Einspannung  eines 
Trägers  AB  auch  dadurch  geschehen,  daß  auf  die  Stabelemente  0 
und  n  Kräftepaare  wirken.  Wirkt  bei  0  ein  linksherum  zeigendes 
und  bei  n  ein  rechtsherum  zeigendes  Ejäftepaar,  so  kann  hier- 
durch augenscheinlich  ebenfalls  erreicht  werden,  daß  die  Ausschlag- 
winkel des  ersten  und  des  letzten  Stabelementes  gleich  Null 
werden;  d.  h.  daß  der  Balken  „eingespannt"  ist.  Dieser  Fall,  daß 
die  Einspannung  durch  Kräftepaare  geschieht,  ist  für  die  weiteren 
Untersuchungen  besonders  wichtig.  Kamentlich  beim  Träger  auf 
mehreren  Stützen  lassen  sich  die  einzelpen  Teile  als  Balken  auf- 
fassen, die  durch  feräftepaare  eingespannt  sind  (§  88).  Wir  wollen 
deshalb  zunächst  die  Berechnung  eines  derartig  durch  Kräftepaare 
eingespannten  Balkens  erledigen. 
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a)  Berechnung  der  Einspannmomente. 

Das  Moment  des  Kräftepaares  bei  A  werde  Mj^  und  das  bei 
B  werde  Mb  genannt.  Gemeinsam  führen  sie  die  Bezeichnung 
^jEinspannmoment^^.  Die  Größe  dieser.  Einspannmomente  kann 
nicht  ans  den  Gleichgewichtsbedingungen  der  Statik  bestimmt 
werden.  Denn  wir  haben  am  Balken  Fig.  160  b  erstens  die  Auflager- 
kräfte  an  den  beiden  Lagerstellen  und  außerdem  noch  die  beiden 
Einspannmomente.  Wenn  wir  letztere  zunächst  in  die  Eechnung 
einführten,  so  könnten  wir  aus  dem  Gleichgewicht  des  Körpers  AB 
die  Auflagerdrücke  bestimmen.  Dann  sind  aber  auch  die  Gleich- 
gewichtsbedingungen verbraucht,  so  daß  3f^  und  Mg  als  (zwei)  Un- 
bekannte zurückbleiben.  Die  Konstruktion  ist  (zweifach)  statisch 
unbestimmt. 

Wir  müssen  also  das  elastische  Verhalten  des  Trägers  unter- 
suchen. Hierbei  ergibt  sich  naturgemäß  folgender  Bechnungsgang: 
Da  die  Wirkung  der  Einspannmomente  darin  besteht,  daß  der 
Ausschlagwinkel  des  ersten  und  des  letzten  Stabelementes  gleich 
Null  werden,  so  werden  wir  zunächst  die  Ausdrücke  für  die 
Ausschlagwinkel  aufstellen.  In  diesen  Ausdrücken  kommen 
natürlich  auch  Jtf^  und  M^  vor.  Dann  setzen  wir  die  Anschlag- 
Winkel  gleich  Null  und  erhalten  zwei  Gleichungen  zur  Bestimmung 
von  Mji  und  JJf^. 

Die  folgende  Untersuchung  gewinnt  an  Klarheit,  wenn  wir 
den  Einfluß  der  Lasten  P  und  der  Einspannmomente  getrennt 
aufstellen.  Betrachten  wir  zunächst  die  Wirkung  der'  Kräfte  P, 
ohne  die  Einspannmomente.  Dieser  Fall  ist  in  Fig.  160  c  dar- 
gestellt. Die  Auflagerdrücke  Aq  und  Bq  und  die  dazugehörige 
Momentenfläche  ^q  l^^^eii  sich  in  bekannter  Weise  aus  den  Lasten 
bestimmen.  Hieraus  ergeben  sich  dann  für  diesen  Fall  die  Aus- 
schlagwinkel 

Nachdem  somit  die  Lasten  P  erledigt  sind,  untersuchen  wir  den 
Einfluß  der  auf  das  Element  0  wirkenden  Einspannung.  Pas 
Moment  der  Einspannkräfte  in  bezug  auf  den  Punkt  A  war  mit 
M^  bezeichnet.  Weiter  sollen  jetzt  also  keine  Kräfte  berück- 
sichtigt werden.  Es  entstehen  dann  für  diesen  Fall  die  in  Fig.  160f 
und  e  eingeschriebenen  Momente  und  Auflagerdrücke  am  Balken 
und  schließlich  die  Ausschlagwinkel  der  Stabelemente  0  und  n: 


.«^=ir(-l4^'^^)' 
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(2) 


»Ä' 


EJ    3 


^Ä  •  ^ ;     ßA  = 


EJ 


jM^-l, 


(Das  Moment  if^  ist  negativ,  da  es  dm  linken  Balkenteile  links- 
herum zeigt.  Daher  ergeben  sich  die  Winkel  tx^  und  ßji  ebenfalls 
negatiT.  Sie  sind  ja  anoh  tatsächlich  entgegengesetzt  gelegen  zu 
den  Winkeln  a,  und  ß^-) 

In  entsprechender  Weise  entstehen,  falls  nur  das  Moment  Ms 
auf  den  Balken  wirkt,  die  Ausschlagwinkel  (Fig.  160g  und  h) 


(3) 


«B  — 


jMs'l; 


/?*  = 


'  "o"  -If  B  •  '  • 


EJ    6^"  ''      '''  EJ 

Setzen  wir  nun  alle  drei  Wirkungen  —  die  Lasten  P,  das  Mo- 
ment Ma  nnd  das  Moment  Mß  —  zusammen,  so  kommen  wir  auf 
unsere  ursprüngliche  Aufgabe  zurück:  Träger  an  den  Enden*  ein- 
gespannt und  durch  Lasten  P  belaatet.  Für  diesen  Fall  ergeben 
sich  also  die  Ausschlagwinkel 

des  Elementes  0:   ««=«0  +  ^-4  +  0^^» 

Diese  Ausschlagwinkel  müssen  aber  gleich  NiM  sein,  da  ja  die 
Stabelemente  0  und  n  fest  eingespannt  sind.  Wir  haben  also  die 
Bedingungen 

1  do^ L 

EJ 

11,.,        11^ 
3 


EJ      l 

1    So'£o 


J^^'^'EJ 


EJ      l 


EJ 


i^-^-iz 


jMs'l^O, 
Mb'1  =  0, 


fj\—l jM^.l-^Ms'lj'-O. 


EJ 

Hieraas  folgen  fär  die  beiden  Momente  Mj^  nnd  Mb  die  Oleichungen: 

,  So  •  ?o 


(I) 


2  Jlf  ^  +  Jf  ,  -  6 
Jfa  +  2Jf,-6 


Aus  diesen  beiden  Gleichungen  lassen  sich  dann  die  beiden  ün 
bekannten  Jf^  und  Ms  bestimmen: 


M, 


l'  l' 


FUeher,  Stetlk. 
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werde  Mq  genannt.  Hat  dann  der  Querschnitt  vom  rechten 
bzw.  linken  Auflager  die  Abstände  x^  bzw.  o?^,  so  ist  sein  Gto- 
samtmoment  (mit  Berücksichtigung  der  Einspannung): 

(III)  if  =  J[fo-if^-^~Jfi,-^- 
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läßt  sich  in  der  bekannten  Weise  für  jedes  Lastensystem  schnell 
berechnen.  Sobald  dann  Qo,m  ermittelt  ist^  ergibt  sich  die  richtige 
(d.  h.mit  Berücksichtigung  der  Einspannung  berechnete)  Quer- 
kraft des  Schnittes  m: 


aV)  Qm  =  Qo,m- 


M^-^Mj^ 


l 

Zusammenfassung.  Bei  der  Berechnung  eines  eingespannten 
Trägers  sehen  wir  zunächst  von  der  Einspannung  ab  und  bestimmen 
die  y^einfache  Momentenfläohe  ^o^'  so^  als  ob  der  Balken  frei  auf 
zwei  Stützen  gelagert  wäre.  Dann  ergeben  sich  mit  Hilfe  der 
Fläche  ^0  ^^^  deren  Schwerpunktsabstände  jTq  ^^^  £o  ^^^  ^^^ 
Gleichungen  (I)^  bzw.  (la)  die  Einspannmomente  Jlf^.und  Mb- 
Nach  deren  Ermittlung  finden  wir  durch  die  Gleichungen  (II),  (III) 
und  (IV)  die  Auflagerdrücke  A  und  B  des  eingespannten  Trägers, 
ferner  dessen  Moment  und  Querkraft  für  jede   beliebige  Stelle. 

Man  beachte,  daß  bei  einem  eingespannten  Träger  die  Auf- 
lagerdrücke nicht  dieselben  sind,  als  wenn  der  Träger  frei  auf- 
liegen würde.    Nur  wenn  Jf ^  =  M^  wird,  ist  A^Aq  und  B^Bq, 

Beispiel.  Eingespannter  Träger  mit  gleichmäßig  verteilter  Last. 
*  Wir  bestimmen  zunächst  (vgl.  hierzu  Fig.  156  a  und  b): 
^        2  _   Pi_PP  _   ,_  l 

Hiermit  ergeben  sich  die  Einspannmomente  [s.  Gleichungen  (la)]: 

p  i_ 

■"  6  '2 

PI 
^12' 
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n 


Mb=M^  = 


12* 


Diese  Momente  sind  negativ  (vie  sie  von  vornherein  in  die  Bech- 
nong  eingeführt  sind).    In  der  Mitte  ist  das  Moment: 

^       12    2        12    2 

""8        12  ""  24  • 


IL  Der  Balken  mit  nachgiebiger  EInspannqpg, 

Der  vorhin  behandelte  Fall  kommt  in  der  Praxis  ziemlich 
selten  vor.  Meistens  sind  die  Widerlager  nicht  absolut  nnbeweg- 
lich,  Sie  gestatten  vielmehr  häufig  den  Endelementen  eine  kleine 
Drehung  und  dann  stimmt  unsere  ganze  Bechnung,  die  ja  auf 
der  Bedingung  (k^  ß  ^=0  aufgebaut  ist,  nicht  mehr. 

Die  Untersuchung  eines  Balkens  mit  nachgiebig  eingespannten 
Enden  wollen  wir  in  einer  Form  durchfuhren,  die  auch  für  die 
Berechnung  des  kontinuierlichen  Trägers  verwendbar  ist.  Zu 
diesem  Zwecke  stellen  wir  folgende  Aufgabe:  Auf  einen  einfachen, 
frei  aufliegenden  Balken  wirken  die  gegebenen  Lasten  P  und  an 
den  Enden  die  zunächst  unbekannten  Einspannmomente  (Erafte- 
paare)  Jf^  und  Mb.  (Letztere  ebenfalls  positiv  genommen.)  Die 
Ausschlagwinkel  a  und  /} ,  die  die  Endelemente  nach  der  Durch- 
biegung aufweisen,  seien  durch  Messung  gefunden.  Wie  groß 
müssen  danach  3f^  und  M^  seinf 

Die  Lösung  dieser  Aufgabe  ist  nach  dem  Vorhergehenden 
einfach.  Zunächst  zeichnen  wir  die  Momentenfläche  infolge  der 
Lasten  P  und  ferner  die  durch  Mj^  und  Mb  hervorgerufepen 
Momentenflächen  aiif.  Die  erstere  werde  in  Fig.  161c  mit  So  ^* 
zeichnet.  Die  beiden  letzteren  sind  zu  einem  Trapez  zusammen- 
gelegt (Fig.  161  e).     Dann  finden  wir  die  Ausschlagwinkel: 

Diese  Ausschlagwinkel  sind  jetzt  aber  nicht  gleich  Null  zu 
setzen,  sondern  sie  sollen  bestimmte  Werte  haben.     Hiermit  er- 
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wirkend  eingezeichnet  haben;  die  Aussagen  der  Gleichungen  (V) 
und  (I)  stimmen  also  überein.] 

Sobald  die  Momente  M^  und  M^  bestimmt  sind,  ergeben  sich 
die  Auflagerdräcke,  wie  früher: 

A-A   -EahMä 


^  l 


B  =  Bo  + 


[Für  M^  nnd  Mg  würden  sich  bei  einem  Zahlenbeispiel 
(Fig.  161  f)  negative  Werte  ergeben.  Es  würden  also  in  die  obigen 
Gleichungen  negative  Zahlen  einzusetzen  sein.] 
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Aufgabe.  Bei  dem  in  Fig.  161  f  gezeichneten  eingespannten 
Balken  bestimme  man  Biegnngsmomente  and  Anflagerdrficke  ffir 
den  Fall,  daß  a)  die  Enden  starr  eingespannt  sind,  b)  die  Wider- 
lager um  die  Winkel  a  =« /8  ==  0,0087  (V«*^)  nachgeben. 

Die  Nachgiebigkeit  der  Widerlager  läßt  sich  z.  B.  bei  Maaer- 
werk  fast  niemals  theoretisch  ermitteln ;  man  ist  hier  anf  Schätzungen 
angewiesen.  Ein  geringes  Nachgeben  kann  übrigens  für  einen  ein- 
gespannten Träger  günstig  sein,  da»  dann  die  Einspannmomente 
kleiner  und  das  Mittelmoment  größer  werden  (vgl.  den  eingespannten 
Träger  mit  gleichmäßig  verteilter  Last).  Im  allgemeinen  geben 
dann  aber  die  Widerlager  gleich  so  Tiel  nach,  daß  der  Träger  wie 
ein  frei  aufliegender  Balken  beansprucht  wird.  Man  erkennt  hier- 
aus, daß  derartige  statisch  unbestimmte  Konstruktionen  immer 
eine  gewisse  Utisicherheit  in  sich  bergen. 


§88. 
Der  durehlnufende  Träger  auf  mehreren  Stützen« 

a)  Berechnung  der  Stützenmomewte. 

Die  Theorie  des  durchlaufenden  (kontinuierlichen)  Trägers  wollen 
wir  an  Hand  des  in  Fig.  162  a  gezeichneten  Balkens  auf  sechs  Stützen 
durchnehmen.  Die  Belastung  sei  gegeben.  Eines  von  d^n  Lagern 
ist  fest  (Kipplager),  um  auch  horizontale  Kräfte  aufnehmen  zu 
können;  die  anderen  sind  beweglich.  Wir  beschränken  uns  im 
folgenden  jedoch  auf  vertikale  Belastung,  so  daß  an  allen  Lagern 
nur  vertikale  Drücke  auftreten.  Außerdem  wollen  wir  die  Unter- 
suchung nur  für  den  Fall  durchführen,  daß  der  Balken  überaU 
das  gleiche  Trägheitsmoment  hat.  Allerdings  wendet  man  in  der 
Praxis  die  abzuleitenden  Formeln  auch  dann  an,  wenn  diese  Be- 
dingung nicht  genau  erfüllt  ist. 

Der  Balken  hat  sechs  (vertikale)  Auflagerkräfte;  also  vier  mehr 
als  ein  einfacher  Träger  auf  zwei  Stützen.  Da  bei  letzterem  die 
Gleichgewichtsbedingungen  gerade  zur  Berechnung  der  Unbekannten 
ausreichen,  so  haben  wir  hier,  beim  kontinuierlichen  Träger,  also 
vier  Unbekannte  zu  viel.  Wir  müssen  versuchen,  diese  vier  Un- 
bekannten aus  dem  elastischen  Verhalten  der  Konstruktion  zu 
bestimmen. 

Nun  wäre  es  naheliegend,  etwa  die  vier  Auflagerdrücke  Cu  C^, 
Cs  und  C^  als  statisch  unbestimmte  Größen  einzuführen.  Wir 
würden  dann  das  ganze  System  als  einen  Balken  betrachten,  der 
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bei  A  und  B  gelagert  ist  und  auf  den  außer  den  Lasten  P  noch 
die  Kräfte  (7| .  •  O4  wirken.  Zur  Bestimmung  der  letzteren  wurden 
dann  die  vier  Bedingungen  fuhren,  daß  dieser  Balken  AB  an  den 
vier  Stellen  1^2,3  und  4  die  Einsenki^ig  Null  hat.  In  der  Tat 
gibt  dieses  einen  recht  anschaulichen  Bechnungsgang. 

Wir  wollen  aber  im  folgenden  eine  andere  Methode  durch- 
nehmen, die  die  älteste  und  auch  jetet  noch  am  häufigsten  be- 
nutzte ist.  Sie  stammt  von  dem  französischen  Ingenieur  Clapeyron. 

Biese  Methode  beruht  darauf,  daß  man  als  Unbekannte  die 
Biegungsmomente  an  den  Stellen  Ij  2^  3  und  4  in  die  Bechnung 


^t^i^  t^J^^tdf^       ^^« 


i.#?#f'^^idr 


Fig.  162. 

einfährt.  Betrachten  wir  z.  B.  die  Öffnung  2,  für  sich  (Fig.  162  c), 
so  wirken  auf  diesen  Teil  der  Gesamtkonstruktion  die  Lasten  P4 
und  P5,  die  Auflagerdrucke  bei  2  und  3y  und  die  Kräfte,  die  von 
den  links  und  rechts  anschließenden  Teilen  auf  den  Teil  III  aus- 
geübt werden.  Dieses  sind  also  diejenigen  Kräfte,  die  im  Innern 
des  Balkens  in  den  Schnitten  2  und  3  wirken;  d.  h.  die  Normal- 
spannungen o  (rechtwinklig  zum  Querschnitt)  und  die  Schub- 
spannungen  t  (in  der  Ebene  des  Querschnittes).  Letztere  denke 
ich  mir  zu  den  Besultierenden  T^  und  T^  zusammengesetzt.  Die 
Normalspannungen  o  sind  zum  Teil  Zug-,  zum  Teil  Druckspannungen. 
Die  Qröße  dieser  inneren  Kräfte  ist  zunächst  noch  unbekannt. 
Wir  wissen  nur  aus  den  Untersuchungen  über  innere  Kräfte,  daß 
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Hierin  ist  ^q.s  ^^^  Inhalt  der  Momen tenf lache,  die  nur  von  den 
Lasten  P^  und  P5  heirrührt,  bei  der  also  die  Stützenmomente  Jf, 
und  Jfg  unberücksichtigt  sind.  Die  übrigen  Bezeichnungen  sind 
aus  der  Figur  ersichtlich.  Das  Trägheitsmoment  J  ist  für  den 
ganzen  Träger  AB  als  konstant  angenommen.  Wenn  0^  und  ß^ 
bekannt  wären,  könnten  wir  jetzt  M^  und  M^  ausrechnen.  Leider 
sind  die  Winkel  noch  unbekannt.  Trotzdem  können  wir  aber 
einige  Beziehungen  zwischen  den  Ausschlagwinkeln  aufstellen.  Aus 
Fig.  162  b.  ergibt  sich  nämlich,  daß  der  linke  Ausschlagwinkel  ä, 
des  Teiles  III  ebenso  groß  ist  wie  der  rechte  Ausschlagwinkel  ßf 
des  Teiles  II.  Dieses  kommt  daher,  weil  das  Stabelement,  das 
gerade  über  dem  Stützpunkt  2  ist,  sowohl  das  erste  Element  von 
Teil  III  als   das  letzte  Element  von  Teil  II  darstellt.    Da  die 
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TeUI: 


Teü  II : 


2.    0+    Jfi«-6^Hl^^  +  6^^-T^» 
'  0  +  2  Jtf ,  -  -  6  ^-^^^  +  6  ^  J  .  A  ; 

*2  •» 


U0,8  'fatS 


a. 


Teü  ZU: 


usw. 
Um   nun  auf   diese  Gleichungen  die  oben   aufgestellten  Be- 
ziehungen 1) — 4)  anwenden  zu  können,  schreiben  wir  sie  so^  daß 
die  Winkel  auf  einer  Seite  allein  stehen: 


Teil  I : 
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TeU  II: 


Teil  III ; 
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Jfj  .2,  +  2  Jtf,  .I3  +  6^^^^^  =  6BJ.Ä 
usw. 


Jetzt  haben  wir  die  Gleichungen  in  einer  Form,  in  der  wir 
die  Beziehungen  1) — 4)  verwenden  können.  Da  nämlich  /$i=  —  ^b, 
also  6-BJ-/8i==— 6J&J*«8  ist,  entsprechend  G-BJ-Ä  =  — öJBJ-a, 
usw.,  so  ergibt  sich  aus  den  obigen  Oleichungen: 

0)      0.li  +  23fi.li  +  6^^^^j^  =  -^2  4fi-i,  +  3^^ 

usw. 

Diese  Gldchungen  schreiben  wir  so,  daß  links  die  unbekannten 
und  rechts  die  bekannten  Größen  stehen.  Dann  erhalten  wir  f  är 
das  ganze  System  folgende  vier  Gleichungen: 

(I)  2Jtf,ft  +  g  +  Jf,.J.«--6(^^-^  +  ^^^^ 

(H)    Mrh  +  ^M,{k  +  k)  +  M,.k--Qi^^'^^  + 
(III).3f,.^  +  2Jtf3Ä  +  y  +  if..I.»-6(^^ 

(IV)  Ms'h  +  2 M,{1,  +  k)        •         -  -6^-^^  +  ^^^T^')- 

Durch  Auflösung,  dieser  vier  Gleichungen  ergeben  sich  die  vier 
unbekannten  itf  | ,  Jf  2 ,  M^  und  M^ .  Die  Gleichungen  sind  ja 
nicht  besonders  bequem,  immerhin  haben  wir  aber  doch  ein  Mittel, 
um  die  Unbekannten  zu  bestimmen.  Ein  vierfach  statisch  un- 
bestimmtes System  erfordert  natürlich  etwas  Bechenarbeit.  Meistens 
hat  man  ja  auch  ,nur  Balken  auf  drei  oder  vier  Stützen;  dann 
verkleinert  sich  die  Anzahl  der  Gleichungen  auf  1  resp.  2. 

Znsammenfassung«  T7m  bei  einem  kontinuierlichen  Träger  die 
Stützenmomente  Jtf^,  M^  usw.  zu  ermitteh!,  denken  wir  uns  den 
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Balken  ans  einzelnen,  frei  anfliegenden  Teilbalken  I ,  II  naw.  be- 
stehend und  bestimmen  deren  ^^einfaehe  Momenienfläohen*^  ^0,19 
^o,s  ^^^'  (^*  162  d).  Dann  berechnen  wir  für  diese  einzelnen 
Momentenflächen  die  Ausdrücke:  Flächeninhalt  mal  Schwerpunkts- 
abstand,  dividiert  durch  Spannweite,  und  setzen  sie  in  die  obigen 
Gleichungen  (I)  bis  (lY)  ein.  Deren  Auflösung  gibt  die  gesuchten 
Werte  Jf ^ ,  Jtf , ,  Jf ,  und  Jf 4 .  Wir  nennen  diese  Gleichungen  die 
ffCUapeffroniohen  Okiehungen^^. 


>M 


:M 


h)  Berechnung  äer  ZtoisehenmomefUe, 
Nachdem  die  Stfitzenmomente  bestimmt  sind,  ergeben  sich 
auch  die  Momente  für  die  Punkte  innerhalb  der  Stützenweite. 
Wir  triEtgen  z.  B.  für  den  Teil  III  die  Momente  Jf,  und  Jf,  auf 
und  verbinden  deren  Endpunkte  durch  eine  gerade  Linie.  Dann 
ist  if4  das  Moment  an  der  Stelle  m  infolge  der  an  den  Enden 
des  Balkens  vorhandenen  Stützmomente  M^  und  Jf,  (vgL  auch 
Fig.  161  d  und  e).  Femer  sei  Jfo,m  (^g-  162  d)  das  Moment,  wenn 
der  Teil  als  einfacher,  durch  die  Lasten  P  beanspruchter  Balken 
betrachtet  wird.    Insgesamt  ergibt  sich: 

Die  Momente  Jf 0  sind  positiv,  d»  diese  für  einen  frei  aufliegenden 
Träger  zwischen  zwei  Stützen  bestimmt  werden.  Die  Stützen- 
momente sind  verschiediBn,  meistens  negativ.  Bei  der  graphischen 
Darstellung  trägt  man  von  einer  Nullachse  aus  die  poeiU/oen 
Stützenmomente  nach  entgegengeeetzter  Seite  auf  wie  die  (ebenfalls 
positiven)  Momente  Jtfo  und  kann  dann  die  Summe  direkt  ab- 
greifen. Die  negativen  Stützenmomente  trägt  man  aber  nach  der- 
selben Seite  auf  wie  die  Momente  Jfo  und  kann  dann  also  auch 
die  Differenz  der  beiden  Momente  direkt  abmessen.  In  dieser 
Weise  wurden  die  Momente  für  die  einzelnen  Querschnitte  in 
Fig.  162  e  dargestellt,  wobei  alle  Stützenmomente  als  negativ  an- 
genommen wurden.  Wo  die  einfachen  Momentenflächeh  ^q  über- 
wiegen, ist  das  Moment  positiv,  und  umgekehrt.  Dementsprechend 
ist  auch  die  Ejrümmung  des  Balkens  (Fig.  162b):  Bei  positivem 
Moment  ist  die  Wölbung  nach  oben  offen  (v),  bei  negativem  Mo- 
ment ist  sie  nach  unten  offeh  (/^). 


^'■■M 
\-^>i 


e)  Bereohnung  der  Äufktgerhräfte  und  Querhräfte. 
Zum  Schlüsse  die  Berechnung  der  Auflagerkräfte.*  Auf  jeden 
Auflagerpunkt  wirken  die  Drücke  der  beiden  zusammenstoßenden 
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(^0.2  ist  der  rechte  Auflagerdrack  von  Träger  II,   wenn  dieser 

P  c 
als  frei  aufliegend  betrachtet  wird;  also  gleich   -y— .) 

Insgesamt  ergibt  sich  hiermit  der  Ä^uflagerdruck  C^ : 

^2  ==  -^0.  s T r  -Do,  2  H r • 

Die  Querlcraft  für  eine  Stelle  m  (Fig.  162  c)  läßt  sich  wie  beim 
eingespannten  Balken  auf  folgende  Weise  berechnen:  Zunächst  be- 
trachten wir  den  Balken  III  als  selbständigen  frei  aufliegenden 
Träger  und  bestimmen  in  der  bekannten  Weise  die  für  den  Quer- 
schnitt m  infolge  der  Lasten  P  entstehende  Querkraft  Qo.m- 
Dann  fügen  wir  die  Wirkung  der  Einspannmomente  M^  und  if. 
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und  vier  Stützen  vor.  Für  diese  Träger  läßt  sich. die  Berechnung 
der  Stützenmomente  usw.  noch  weiter  durch  Ableitung  geschlossener 
Formeln  vereinfachen. 

L  Träger  anf  drei  Stütien,    (Fig.  163.) 

Beim  Träger  auf  sechs  Stützen  (Fig.  162)  hatten  wir  vier 
unbekannte  Stützenmomente,  zu  deren  Bestimmung  die  vier  Glei- 
chungen (I)  bis  (IV)  aufgestellt  wurden  (s.  §.88).  Jetzt,  beim 
Träger  auf  drei  Stützen  (Fig.  163),  ist  nur  das  eine  Stützen- 
moment Ml  zu  bestimmen.  Die  Anzahl  der  Gleichungen  ver- 
ringert sich  ebenfalls  auf  eine,  und  zwar  auf  die  Gleichung  (I), 
die  ja  auf  Grund  der  am  Stützpunkte  1  stattfindenden  Form- 
änderungen aufgestellt  war.  Wir  haben  also  zur  Ermittlung  der 
Unbekannten  die  Bedingung: 


(I). 


2  3f.a,  +  k)  +M,.l,^  -qI^^^  +  ^f^^ . 
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Wii  wollen  nun  fär  einige  besonders  wichtige  Belastongs- 
fiUle  die  Beohnong  vollständig  dorchfähren. 

a)  Zwei  feststehende,  verteilte  Belastungen  f  ungleiche  Feläw, 
Es  ist  (Fig.  163  a— c): 

c.      _2,     gji      g,l!  g,li 

Eo.  1  —  2  »  So.t  ■"  2  • 

Folglich  wird: 

Stützenmoment  3f,= ^(?lR  .k.l  +  ?lR.h..l.) 

L-M-u^^ 

«1  +  ig  V  24  "^  24  /  ' 

Mit  Hilfe  des  Stätzenmomentes  ergeben  sich  dann  die  Auflager* 
drücke  (s.  §  88): 


A  =  Ä 


0.» j; 


■°  2  i^ 

(IIa)  ^  =  ^^  +  ^. 
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-4.0.2" 

Jfx-0                 0-Jfi 

9,h 
2 

Jfi      «1^1      M, 
i,  +    2          I,   ' 

(Ha) 


o  =  ^  +  '-'.-ir.(l  +  i). 


^2  ^     ,     ^1 


(Kontrolle:   -4  +  0  +  B  =  fl^i  ^  +  ft  ^  •)  ' 

Ans  den  einfachen  Momentenfläohen  ^o.i  ^u^d  ^o,8  ^^^  dem 
Stützenmoment  Jf|  ergibt  sich  ferner  die  gesamte  Momentehfläche 
des  Trägers  (Fig.  163  c).  Die  Stelle  des  größten  positiven  Mo- 
mentes in  der  Öffnung  l^  berechnet  sich  nach  Fig.  163  a: 

A 

^iT'  +  T"/' 

l>as  Maximalmoment  selber  ergibt  sich  durch  direkte  Aus- 
rechnung: 

X 

AA 


<-«>    "4'(^-^f)"- 


In  entsprechender  Weise  finden  wir  das  größte  positive  Moment 
der  rechten  Öffnung: 


<--'    -w^-f)'- 


In  Fig.  163  d  sind  die  Momente  der  einzelnen  Stellen  von 
einer  horizontalen  Linie  aus  aufgetragen,  um  die  Verteilung  der 
positiven  und  negativen  Momente  deutlich  zu  zeigen« 
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P. 


^z 


u-  ^.  -^. *,  ^ — + — a^ d^^ 


Fig.  163. 

Die  Qaerkraft  für  eine  Stelle  n  ergibt  sich   durch   direkte 
Ausrechnung: 

(IVa)  0«  =  ^-ft-a?„. 

In  Fig.  163  e  sind  sämtliche  Querkräfte  dargestellt. 
Somit  ist  der  Belastungsfall  Fig.  163  a  vollständig  erledigt. 

h)  Gleichmäßig  verteilte  Oesamtbelastung  g-,  gleiche.  Felder.  ' 
Für  den  wichtigen  Fall,  daß  in  Fig.  163  a  die  Felder  2j  und  2, 
und  ferner  die  Belastungen  g^  und  g^  je  einander  gleich  werden, 
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lassen   sich   die   Gleichungen   noch   weiter  vereinfachen, 
wir  in  die  abgeleiteten  Formeln 


Setzen 


femer 

91  =  92  =  9 
ein,  so  wird: 

Stützenmoment     if  ^  ==  —            , 

(Ib)              Jif,  «  -  ^  =  _  0,125  g  I» 

Auflagerdrücke    ^  =  B  ==  ^  +  ^^ 

■gl     gl 

2        8' 

(IIb) 

A^B  =  ^gl, 

1   fal      ffH' 
Größtes  positives  Moment    M  =  —  I -^ —  ^1 

°"2tf\  8  / 


(Illb) 


M 


g 

2g-(J4  ' 

+  0,0703  gZ«. 


(Die  Stelle  des   größten    positiven   Momentes  ist   bestimmt 
A 


durch  0?  = 


9 


!'•' 


Aus  diesen  Formeln  ist  folgendes  ersichtlich:  Das  größte 
Moment  am  durchlaufenden  Balken  auf  drei  Stützen  mit  gleichen 
Feldern  und  gleichmäßiger  Belastung  ist  ebenso  groß  wie  die 
größten  auftretenden  Momente,  wenn  man  an  Stelle  des  durch- 
laufenden Trägers  zwei  einzelne  Balken  je  von  der  Spannweite  l 
nehmen  wurde.     Der  Auflagerdruck  der  Mittelstütze   ist  sogar 

5  1 

größer,  nämlich  -j-9l  gegenüber  2^-zrgl. 

o)  Feitstehende  EinzeUasten. 
Die  Momentenflächen  für  den  Fall,  daß  die  beiden  Balken  I 
und  II  als  selbständige,  frei  aufliegende  Träger  betrachtet  werden, 
sind  in  Fig.  163g  gezeichnet.     Es  ist: 


Fischer,  Staük. 


34. 


Digitized  by 


Google 


—    530    — 

rt.            1  I     p    «1  ^1  _  fi  <»i  ^            ec       _  ^»<*«^ 
lJo,i""-2  •i*-'^i~f 2 — '        ""•* 2 — ' 

Hiermit  ergibt  sich  aus  Formel  (I) 

„ 3      (PiOth    h+^i    1    ,  P,<hh    h±h  l.\ 

'  Z,  + 1,  V     2      '      3      'li  2      *      3      ■ «,/  • 

SetiTi  man   in   diese  Formel  für  b^   und   o,   die  Werte  tin 

(Fig.  163f): 

&,  -»ij— Ol,    0,  =  !,  —  bg, 

80  folgt  nach  einer  einfachen  Umformung  das  Stützenmoment: 

(■«)    ^■— 2ftVir)("""i:  ""  + 

Sobald  dann  üfj  ausgerechnet  ist,  ergeben  sich  die  anderen 


Größen: 


(Ho) 


-^+^--.(^i). 


(Jlfi  ist  eine  negative  Zahl.  Bei  A  und  B  ist  das  letzte  Glied 
also  in  Wirklichkeit  negativ,  bei  C  positiv.) 

Die  gesamte  Momentenfläche  ist  in  Fig.  163h  konstruiert. 
Die  größten  positiven  Momente  sind 

{Jf  =  +  J.  •  Ol     bzw. 

Aufgabe:  Man  vervollständige  die  Formeln  ffir  den  Fall,  daß 
in  jeder  Öffnung  mehrere  Lasten  vorhanden  sind!  Ferner  ent- 
wickle man  die  Formeln  für  zwei  gleiche  Felder  mit  symmetrisch 
angeordneten  Lasten! 

d)  Bewegliche  verteilte  Belastung  p. 
Bei  einer  beweglichen  Belastung  kommt  es  vor  allen  Dingen 
darauf  an,  die  Laststellungen  aufzufinden,  die  das  größte  Stützen- 
moment, den  größten  Auflagerdruck  A  usw.  hervorrufen.  Sobald 
diese  Laststellungen  ermittelt  sind,  ist  es .  leicht,  mit  Hilfe  der 
entwickelten  allgemeinen  oder  speziellen  Formeln  die  gesuchten 
Größen  M^ ,  A  usw.  zu  berechnen. 
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Der  Auflagerdruck  0:  Dieselbe  gefährliche  Laststellung 
Fig.  163  i.  Es  entsteht  stets  ein  positiver  Anflagerdnick,  d.  b.  der 
Träger  hat  bei  keiner  Laststellung  das  Bestreben,  sich  vom 
Lager  C  abzuheben. 

Die  AufUtgerdrücke  A  und  B:  Es  treten  je  nach  der  Last- 
stellung positive  oder  negative  Auflagerdrücke  auf.  Fig.  163  k 
zeigt  die  Laststdlung,  die  für  das  größte  positive  A  und  das 
größte  negative  B  maßgebend  ist.  (Ausrechnung  von  A  und  B 
mittels  der  Formeln  (IIa),  indem  g^=^0  eingesetzt  wird.)  Um- 
gekehrt^ bei  Belastung  der  rechten  Seite,  entstehen  der  größte 
positive  Wert  von  B  und  der  größte  negative  von  A .  Falls  ein 
solcher  Träger  mit  einer  beweglichen  Last  p  keine  genügende 
ständige  Last  hat,  müssen  die  Lager  A  und  B  verankert  werden, 
da  sonst  je  nach  der  Laststellung  ein  Aufklappen  an  den  Enden 
stattfinden  würde. 

Die  ZwischenmomenU  M:  Das  größte  positive  Moment  eines 
Querschnittes  der  linken  Seite  und  gleichzeitig  das  größte  nega- 
tive Moment  eines  Querschnittes  der  rechten  Öffnung  entstehen 
bei  Belastung  nach  Fig.  163  k  (s.  die  Durchbiegung  des  Balkens). 
Die  tirmittlung  der  Momente  und  insbesondere  die  Bestimmung 
des  Maximalmomentes  geschiebt  durch  direkte  Ausrechnung  oder 
durch  Aufzeichnen  der  Momentenfläche  für  die  drei  Belastungs- 

34* 
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vom  Ende  auf.  Das  größte  negative  Moment  des  Balkens  ist 
stets  das  Stützenmoment,  nnd  zwar  ist  dieses  ' 

Ml  = -0,125  srl«. 

Zusatz:   Für  die  Querschnitte  innerhalb  z^  =  -5-= — /  und 

^  ~    07    IQ?     ^^  streckenweise  Belastung  der  einzelnen  Öffnungen 

maßgebend.  Für  diese  Querschnitte  nehme  man  einfach  M^  als 
maßgebendes  Moment.  (Die  positiven  Momente  sind  hier  sehr 
klein.) 

e)  Bewegliche  EinzeUasten. 
Man  nehme  die  bewegliche  Lastengruppe  in  verschiedenen 
Stellungen  an,  berechne  jedesmal  nach  Formel  (Ic)  das  Stützen- 
moment und  nach  den  Forjneln  (III  c)  das  größte  positive  Mo- 
ment. Auf  diese  Weise  bestimmt  man  für  jede  Balkenstelle  das 
größte  Moment.  Gleichzeitig  ermittelt  man  die  Auflagerdrücke. 
Der  Fall  c)  gibt  einen  Anhalt  für  die  gefährlichen  Laststellungen. 
Bei  einfachen  Belastungen  (Laufkatzen)  geht  das  Verfahren  durch- 
aus schnell  genug. 


n,  Träger  aal  vier  Stützen, 

Beim  Träger  auf  vier  Stützen  sind  zwei  Stützenmomente  un- 
bekannt, ifi  und  Jfg  (Fig.  164  a).  Zu  deren  Berechnung  stehen 
die  beiden  Gleichungen  zur  Verfügung  (§  88): 

Die   rechten  Seiten   der  obigen  Gleichungen  wollen  wir  zur  Ab- 
kürzung mit  Ni  und  N2  bezeichnen.     Löst  man  die  beiden  Glei- 
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chungen  nach  den  beiden  Unbekannten  Jfi  und  Jf,  auf,  so  er» 
gibt  sich: 

(1)  '  *<^  +  ^)(^  +  ^)-^* 


^'    ^(h+h)^-¥h)-n 


jiiijiiimmmiiifinn 


,a^b,^a,J^B        a,^h^ 


Fig.  164. 

In  diesen  Gleichungen  bedeuten  also: 


jr,  =  -6( 


U0,2  '?0,2    _L   So,  3  •  f 0 


h 


+ 


■)• 
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Momcntenfläche  zeigt  Fig.  164c,  die  gesamte  Querkraftfläohe 
Fig.  164d.  Das  größte  positive  Moment  in  der  ersten  Außen- 
öffnung ist 
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In  der  Mittelöffnnng  wird  die  Lage  des  größten  positiven  Momentes 
aus  der  Bedingung  bestimmti  daß  an  dieser  Stelle  die  Querkraft 
aus  dem  i>ositiyen  in  den  negativen  Teil  übergeht. 


b)  OUiehmäfiig  verUiUe  GesamtUM;  gleiche  Fel3er. 

Falls 

h-l^-h-lf 

9i'=  9i='9»=-9 

wird,  nehmen 

die  Formeln  folgende  einfache  Gestalt  an: 

(ib) 

Jfi==jf,-^-o,lyi*; 

A^V-'^gl, 

(2b) 

o-D=^y». 

Die  größten  positiven  Momente  sind: 

in  den  Endöffnungen     M  »  0,08  gl^f 


(3b) 

■        der  Mittelöff nung     M  =»  0,025  g  Z« . 

(Die  ersteren  treten  in  den  Abständen  0,4 1  von  den  Endlagern  auf.) 
Maßgebend  sind  die  Stützenmomente. 

ej  FeeMehende  Ei/nzeOasien,  * 
Nach  Fig.  164e  und  f  sind: 

oo.i  —       2       •       tJo,!  ^       2 — '  uo,^  —       2       * 

Hiermit  werden  die  Werte 

Wenn  man  diese  Werte  in  die  Formeln  (1)  einsetzt,  ergeben  sich 
recht  umständliche  Ausdrücke.  Deshalb  ist  es  besser,  TSf^  und  2^^ 
sofort  zahlenmäßig  auszurechnen  und  dann  in  die  Formel  (1)  ein« 
zusetzen« 
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sowum  posiwv  ais  aucn  negauv  sein;  a.  n.,  je  nacn  aer  ijast- 
stellung  biegt  sich  der  Balken  über  den  Stützpunkten  nach  oben  {^) 
oder  nach  unten  ('>)  hohl.  Für  die  Querschnitte  der  Mittelöffnung, 
die  nahe  den  MittelBtützen  liegen,  ist  außerdem  eine  teilweise 
Belastung  einer  Öffnung  maßgebend.  Doch  braucht  darauf  nicht 
eingegangen  zu  werden,  da  man  diesen  Querschnitten  einfach  die 
Stützenmomente,  als  die  größeren,  zugrunde  legt.  Auf  Grund  der 
gefährlichen  Laststellüngen  werden  dann  nach  Belastungsfall  a) 
die  einzelnen  Werte  Mi  usw.  ausgerechnet.  Für  den  besonderen 
Fall,  daß 

ist,  lassen  sich  zur  Bestimmung  der  Größtwerte  folgende  Formeln 
au&tellen: 

ifi  = -0,1167  pZ«, 

= +0,0167  pZ«. 

Größte  positive  Momente 

in  den  Endfeldern:     M  =  +0,100 p  ?2  ^ 

im  mittleren  Felde :     M  =  +  0,075  p  V . 

e)  Bewegliche  Einzellasten. 
Es  gilt  das  gleiche  wie  für  den  Träger  auf  drei  Stützen. 


ni*  Der  Zusammenhang  zwischen  Gerber  schem  Trager  und 
durchlaufendem  Träger. 

Aus  der  Momentenfläche  eines  durchlaufenden  Trägers  ist  er- 
sichtlich, daß  die  Momente  an  einzelnen  Stellen  gleich  Null  sind. 
An  diesen  Punkten  treten  also  nur  Querkräfte  auf.  Wenn  man 
demnach  den  Balken  an  diesen  Stellen  durchschneiden  und  die 
einzelnen  Teile  durch  Gelenke  verbinden  würde,  so  würde  hier- 
durch gar  keine  Änderung  hinsichtlich  Momente,  Auflagerkräfte  usw. 
hervorgerufen   werden.     Denn   eine  Querkraft   kann  auch  durch 
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die  Momente  auch  noch  von  einer  Horizontalen  aus  abtragen. 
Hat  ein  durchlaufender  Träger  n  Stützen , .  so  treten  (n  —  2) 
unbekannte  Stützenmomente  auf,  zu  deren  Berechnung  ebensoviel 
ClapeyronBche  Gleichungen  angeschrieben  werden  müssen.  Will 
man  diesen  Träger  statisch  bestimmt  mächen,  so  müssen  (n  —  2) 
Gelenke  eingelegt  werden.  Hierdurch  werden  (n  —  2)  Nullpunkte 
der  Momentehüäche  festgelegt,  und  diese  reichen  zum  Aufzeichnen  des 
gesamten  Stütxenlinienzuges  aus.  Auf  diese  Weise  kann  man  statisch 
unbestimmte  Konstruktionen   in  statisch  bestimmte  verwandeln. 
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16.  Vortrag: 

Biegung  durch  exzentrisehen  Zog  oder  Droek« 

Bisher  haben  wir  in  der  Festigkeitslehre  nur  die  beiden  Fälle 
der  Beanspruchnng  untersneht:  1.  Die  Kräfte  wirken  in  Richtung 
der  Stabachse  und  zwar  so,  daß  ihre  Eesaltierende  in  der  Stab> 
achse  Hegt  (reine  Normalfestigkeit);  2.  die  Kräfte  wirken  recht- 
winklig ÄDr  Stabachse  (Biegong).  Jetzt  wollen  wir  den  Faü  be- 
trachten, daß  die  Kräfte  in  Eichtnng  der  Stabachse  wirken,  aber 
so,  daß  die  Besnltierende  der  Kräfte  seitlich  von  der  Stabachse 
liegt.  Wir  werden  sehen,  ^  daß  dieser  Bdastungsfall  die  beiden 
obigen  in  sich  enthält.  Wir  nenn^i  ihn  „exzentrische  Zng-  resp. 
Drackbelastnng'',  wefl  die  Besnltierende  außerhalb  des  Mittel- 
Punktes  liegt.  Er  ist  besonders  wichtig  für  die  Berechnung  von 
Stützen,  Pfeilern,  Fundamenten  usw. 

§90. 
Spannungen  bei  zug-  und  druckfestem  HateriaL 
In  Fig.  166  a  ist  ein  derartig  belasteter  Körper  gezeichnet. 
Die  Kraft  P  (die  auch  die  Besnltierende  mehrerer  Kräfte  dar- 
stellen kann)  liegt  seitlich  vom  Schwerpunkte.  Wir  wollen  uns 
die  Au^be  stellen,  die  Spannungen  in  einem  Schnitte  a — a  zu 
ermittdin.  Hierbei  sei  vorausgesetzt,  daß  die  Konstruktion  sowohl 
Zug  als  auch  Druck  aufnehmen  kann  (z.  B.  eiserne  Säulen);  später 
werden  wir  den  Fall  behandeln,  daß  das  Material  nur  gegen  Druck 
widerstandsfähig  ist  (Mauerwerk). 

L  ElemenUre  Methode. 

Infolge  der  Last  P  wird  der  Körper  nach  der  rechten  Seite 
hin  abgebogen.  Um  den  Teil  I  im  Gleichgewicht  zu  halten, 
müssen  auf  ihn  vom  Teile  n  aus  innere  Kräfte  ausgeübt  werden. 
Ein  Teil  von  diesen  wird  als  Zugkräfte,  der  andere  als  Druck- 
kräfte wirken.  In  Fig.  166b  und  d  ist  angenommen,  daß  in  den 
Flächenstreifen  f^ — /j  Zugkräfte,  und  in  den  Streifen  /« ,  f^ ,  f^ 
Druckkräfte  übertragen  werden.  Ferner  bedeuten  im  Qaerschnitt 
Fig.  166  d:  8  den  Schwerpunkt  der  Fläche,  K  den  senkrecht  unter 
der  Last  P  liegenden  Punkt,  und  n — n  die  Linie,  in  der  die 
Spannungen  aus  dem  positiven  in  den  negativen  Teil  übergehen 
(Nullinie)..  Wir  führen  die  ganze  Untersuchung  nur  für  den  Fall 
durch,  daß  die  Kraft  P  auf  der  Symmetrieachse  an-x  liegt. 
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Die  SpannuDgen,  d.  h.  die  Kräfte  pro  Flächeneinheü  j  der 
einzelnen  Flächenstreifen  nennen  wir  o^  a^  usw.  Hinsichtlich 
dieser  Spannungen  machen  wir  folgende  Annahme:  Die  in  einem 
Streifen  auftretende  Spannung  sei  proportional  dem  Abstände  z 
dieses  Streifens  |Von  der  Nullinie  n — n.  Graphisch  drtickt  sich 
diese  Annahme  in  der  Weise  ans:  Wenn  wir  die  Spannungen  von 


1 


f&j 


io-. 


a 


rccj 


(b) 


<•  * 


'uA 


m 


r. 


I 

I 


r«,i — ^ 

— I— r 


OL 


I  \^v:^^    VL 


ö. 


Fig.  166. 


einer  Geraden  ans  (Fig.  166  c)  als  Strecken  aufgetragen  denken, 
und  zwar  nach  der  einen  Seite  die  positiven  und  nach  der 
anderen  die  negatiTen,  so  li^^n  die  Endpunkte  dieser  Strecken 
auf  einer  ger€iden  Linie«  Man  beachte  aber,  daß  diese  Annahme 
sich  nur.  auf  die  Spannungen  bezieht.  Die  gesamten,  in  den 
einzelnen  Streifen  übertragenen  Kräfte  ergeben  sich  durch  Multi- 
plikation mit  den  betreffenden  Flächeninh^ten.  Da  letztere  fär 
die  einzelnen  Streifen  verschieden  groß  sind,  so  werden  die  Ge- 
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»amtspannkräfte  bei  einer  graphischen  Darstellung  naturlich  nichf 
mehr  auf  einer  Geraden  liegen  (Fig.  166  b). 

a)  Die  Spannung  im  Schtoerpunkie. 
Zunächst  wollen  wir  die  Spannung  o^  in  dem  Streifen  be- 
stimmen, in  dem  der  Schwerpunkt  8  liegt.    Aus  dem  Gleichgewicht 
des  Teües  I  folgt  (Ry  =  0): 

+P  —  oJi  —  02fi—  ...  —Oj^fj^  +  Oef^+  ...  +  äs/'s  =  0 

—  <^i  A  —  ^2  /^i  ""  •  •  •  ~  «'s  A  +  ^6  /e  +  •  •  •  +  «8  A  =  ""^  • 
um  nun  hieraus  a^  zu  finden,  drücken  wir  alle  übrigen  Spannungen 
durch  a^  aus.     Es  ist  nach  Fig.  166  or 

Ol :  a,  «=  ä»! :  «j  ;     hieraus    ^i  =  —  •  «i ,. 

USW. 

(Unter  0^,  z^  usw.  sind  die  Abst&nde  der  einzelnen  Streifen  von 
der  spannungslosen*  Linie  n — n' verstanden.)    Dann  erhalten  wir 

«8  «8  «3  ^S  «8  * 

Der  Ausdruck  in  der  Klammer  ist  'die  Summe  der  Produkte: 
Fläohenstreifen  X  Abstand  von  der  Linie  n — n.  Statt  dessen 
nehmen  wir:  gesamte  Fläche  F  X  Abstand  z^  des  Schwerpunktes 
Ton  der  Linie  n — n.  EOnsichtlich  des  Vorzeichens  für  dieses 
Pro4tikt  F*ss^  sehen  wir:  Der  Schwerpunkt  8  liegt  auf  derselben 
Seite  wie  die  Streifen  fi  bis  ^5.  Da  nun  letztere  in  der  obigen 
Klammer  das  positive  Vorzeichen  haben,  so  muB  auch  das 
Produkt  F  •  z^  mit  positivem  Vorzeichen  genommen  werden.  Wir 
erhalten  also: 

Hiermit  geht  die  obige  Gleichung  über  in: 

«3         ^ 


— <^^  = 

-P, 

<r,= 

+1- 

(I) 

Durch    diese  .Gleichung    ist    die   Spannung    in    demjenigen 
Flächenstreifen,  der  den  Schwerpunkt  enthält,  bestimmt.     Das 
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nuszeichen  bedeatet,  daB  die  Ton  yomherein  gemachte  Annahme, 
daB  a^  eine  Zugspannnng  sei,  richtig  ist.  Die  Gleichung  (I)  ent- 
hält folgende  wichtige  Aussage:  Bei  exzenäriseker  Zug-  oder  Dmdb- 
helaetung  ist  die  Spannung  im  Bdiwerpnnkie  (d.  h.  in  dem  den 
Schwerpunkt  enthaltenden  Flfichepstreifen)  genau  eo  groß^  als  wenn 

P 
die  Laai  P  aetUHeA  angreifen  irirck,  näwiUck  gleich  -=- .    Wenn  die 

Last  P  als  Zugkraft  wirkt,  ist  auch  die  S]»annung  im  Schwerpunkt 
eine  Zugspannung;  entsprechend  bei  P  als  Druckkraft. 

b)  Abstand  der  Nuttinie  vom  Schwerpunkte. 
Nun  wollen  wir  den  Abstand  z^  bestimmen,  den  die  NuUinie 
n — n  vom   Schwerpunkte  8   hat.     Hierzu    dient   die   Gleichung 
UM  =  0 .  Als  Bezugspunkt  werde  Punkt  N  (Fig.  166  b)  genommen. 
Dann  wird: 

P  (P  +  S^ )  =  öl  /",  .  «1  +  0,  f,  .  «8  +  Oi  /•,  .  flfj  +  O4  f^  .  »4  +  .  .  .  +  Og  /'s  .  ßg  . 

Nun  drücken  wir  noch  sämtliche  anderen  Spannungen  durch 
die  bereits  bekannte  Spannung  o^  aus  und  erhalten 

+  ?(fl«^? +  r,«?  +  A^' +..•)  =  +^-P  +  ^-«B- 

n 
In  der  Klammer  steht  die  Summe  der  Produkte:  Flächen- 
Streifen  X  Quadrat  des  Abstandes  von  der  Linie  n — n .  Diese 
Summe  nennen  wir  nach  dem  Früheren  „das  Trägheitsmoment 
des  Querschnittes  in  bezug  auf  die  Linie  n—n^*  und  bezeichnen 
es  mit  Ji»-Hf  Setzen  wir  femer  für  o,  seinen  bereits  ermittelten 
Wert  ein,  so  geht  die  obige  Gleichung  über  in: 

+  --^J^«+P.p  +  P.«i 

+P'Jnr^^+P'P*F'Z^+P'F'Zi 

+  Jn^^+P'F'Z^  +  F'Zi 
+p  .  P  •  «8  = +*^»-Hi '- P  •  «3   . 

Bezeichnen  wir  das  Trägheitsmoment  des  Querschnittes  in 
bezug  auf  seine  Schwerachse'  8 — 8  mit  J  (Fig.  166  d),  so  besteht 
zwischen  den  Trägheitsmomenten  J  und  J^-^  die  Beziehung  (§  50): 

J«^  =  J  +  P-0j^ 
oder 

J^Jf^-F'zS  . 
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Nun  können  wir  auch  die  Spannung  in  irgendeinem  anderen 

Flächenstreifen   berechnen.    Wir  erhalten   z.  B.  o.  =  —  •  ä   usw. 

Für  ag  und  z^  wollen  wir  die  bereits  ermittelten  Werte  einsetzen. 
Ferner  setzen  wir  für  z^  nach  Fig.  166  d:  A  =■  yi  +  «i  (^i  =  Abstand 
dos  Flächenstreifens  bis  zum  Schwerpunkt).     Dann  wird 

^1  =  ~-(yi  + «»)  =  X" -yi  +  öi 

F 


F'p 


'Vi  +  ^^if 


Oi^—j^'Vi  +  Oji. 

Das  Produkt  P-p  ist  das  statische  Moment  der  Last  P  In 
bezug  auf  Schwerpunkt  8 ;  wir  nennen  es  ,ydas  Biegungsmoment  M^^. 
Die  Spaonung  im  Schwerpunkt  wollen  wir  von  jetzt  ab  mit  Oq 
bezeichnen.  Dann  erhalten  wir  also  für  irgendeinen  Flächen- 
streifen die  Spannung: 

M 

(HI)  a-  — ±-^.j/. 
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Das  Pluszeichen  gilt  für  diejenigen  Streifen,  die  auf  derselben 
Seite  vom  Schwerpunkt  liegen  wie  die  Last  P ;  das  Minuszeichen 
für  die  anderen.  Aus  der  obigen  Formel  ergibt  sich  ein  sehr  ein- 
faches Schema  für  die  Berechnung:   Wir  bestimmefk  zunäokH  die. 

p 
jenige  Spannung  Oo  =  -^ ,  die  in  dem  betreffenden  Streifen  auftreten 

würde,  toenn  die  Kraft  P  als  reine  Narmalbeanspruchung  wirken 
würde  y  und  vergrößern  resp.  verMeinern  diese  Spannung  um  den 
Betrag j  den  ein  Biegungsmoment  P'p  in  der  betreffenden  Schicht 
hervorrufen  würde.  (Für  die  Streifen,  die  auf  derselben  geite  vom 
Schwerpunkt  liegen  wie  die  Last  P,  wird  die  Spannung  Oq  ver- 
größert; für  die  anderen  Streifen  wird  sie  verkleinert.  Pur  letztere 
Streifen  kann  infolge  der  Verkleinerung  die  Spannung  o  das  ent- 
gegengesetzte Vorzeichen  annehmen  wie  Oq,) 

Die  größten  Spannungen  entstehen  in  den  äußersten  Fasern: 


(ina) 


Hierin  sind  TTi  und  W^  die  Widerstandsmomente  des  Quer- 
schnittes; in  Fig.  166  d  also  gleich  —  resp.  — .     Das  Pluszeichen 

vor  den  Klammern  gilt,  wenn  die  Last  als  Zugkraft,  und  das 
Minuszeichen  ist  zu  nehmen,  wenn  P  als  Druckkraft  wirkt.  Ist 
e^,=  e^f  BO  sind  die  Spannungen  der  äußersten  Fasern 


(nib) 


a^J± 


Wiederholung:  Ist  ein  Körper  durth  eine  exzentrisohe  Zug^  oder  Druck« 
kraft  beansprucht,  so  ist  die  Spannung  im  Schwerpunkte  genau  so.  grofi^ 
als  wenn  die  betreffende  Last  P  zentrisch  (d.  hi  über  dem  Schwerpunkte) 
wirken  würde:  i> 


(I) 


<^o  =  -J' 


(Für  den  Schwerpunkt  macht  es  also  gar  nichts  aus,  ob  die  Last  P  direkt 
Über  ihm  oder  seitlich  steht.)  Für  irgendeine  andere.  Faser  ergibt  sich  die 
Spannung,  indem  man  den  Querschnitt  außerdem  noch  auf  Biegfung 
berechnet  (und  zwar  für  ein  Biegungsmoment  P*p)  und  dann  beide 
Spannungen  vereint.  Insbesondere  ergibt  sich  für  die  äußersten  Fasern: 

/P       P'P\ 

[W^  und  FF,  sind  natürlich  in  bezug  auf  die  Schwerachse  s—s  zu  nehmen.] 


\ 


1  /ß 


m 
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Hiernach  können  wir  für  jede  Laststellung  die  Spannung  a^ 
sehr  einfach  berechnen.  Wir  brauchen  nur  den  Abstand  p  ein- 
zusetzen, und  zwar  nach  dem  Obigen  für  alle  Laststellungen  ,,dies- 
seits'^  vom  Schwerpunkt  (d.  h.  auf  de{|3elben  Seite  vom  Schwer- 
punkt wie  der  betrachtete  Streifen  1)  mit  positivem  und  für  alle 
Laststellungen  „jenseits"  vom  Schwerpunkte  mit  negativem  Vor- 
zeichen, um  sofort  die  Spannung  o^  zu  erhalten.  Wird  p  =  o , 
so  geht  die  Formel  (IV)  natürlich  in  die  Formel  (I)  über.  Selbst- 
verständlich gilt  die  Formel  (IV)  auch,  wenn  P  als  Druckkraft 
wirkt;  nur  muß  dann  vor  die  Klammer  an  Stelle  des  Plus-  ein 
Minuszeichen  gesetzt  werden. 

Zxmächst  interessiert  uns  die  Frage:  Gibt  es  eine  Laststellung, 

bei  der  die  Spannung  Oi  in  der  Schicht  1  gleich  Null  wird?    Die 

Antwort  darauf  ist  aus  der  obigen  Formel  abzulesen:  Wenn  der 

W 
Abstand  p  gleich =p  ist,  d.  h.,  wenn  die  Last  um  eine  Strecke 

W 

-r~-  jenseits  vom  Schwerpunkte  steht,  wird 


W,\F  Fl      " 


W 
(Der  Quotient  -^  bedeutet  eine  Strecke,  denn  er  ist  entstanden 

aus   cm3:cm^.)     Diese  Stellung  ist  in  Fig.  168c  besonders  ge- 

zeichnet.    Es  wurde  die  Länge  Ici  ^  -^  ausgerechnet,  nach  der 

dem  Streifen  1  entgegengesetzten  Seite  von  8  aus  abgetragen  xmd 
hierdurch  der  Punkt  K^  bestimmt.  Dieses  ist  dann  die  Stelle, 
über  der  sich  die  Last  befinden  muß,  damit  in  der  Schicht  1  die 
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Spannung  aj  =  0  entsteht.  Wir  wollen  die  Strecke  h^  den  zu  dem 
Streifen  1  gehörigen  ,,Kemradi%i8^^  (Kernabstand)  und  den  Punkt  K^ 
den  jjKen^punkt^^  nennen. 

Zweitens  interessiert  uns  die  Frage:  Für  welche  La 
ist  die  Spannung  Oi  -po&iüv  (Zugspannung)  und  für  tv 
Stellungen  ist  sie  negativ  (Druckspannung)!    Hierzu  se 

der  obigen  Formel  (IV):  Nur  wenn  p  negativ  und  gröi 


ist,  wird  die  Spannung  a{  negativ, 
gibt  die  Formel  einen  positiven  Wert. 
p  p 

% !k 


In  ^len  anderen 
Benutzen  wir  füi 


"•'tilUljlWJlJllilf 


Fig.  168. 


die  vorbin  eingeführte  Abkürzung  \ ,  so  lautet  d 


Wenn  die  Last  P  um  eine  Strecke,  die  größer  als  h^  i 
von  8  steht)  wird  <^  negativ;  bei  aUen  anderen  Laf 
ist  Ol  positiv.  Wäre  die  Last  P  eine  Dri^Ä;kraft,  so  mi 
lieh  überall  Mi  Stelle  von  „positiv"  „negativ"  stehen 
gekehrt.  Allgemein  haben  wir,  wenn  wir  eine  Zti^last 
und  eine  DrueklsLat  als  negativ  einführen,  folgende  '. 
Spannung  in  einem  äußersten  Flächenstreifen  Aot  äas  { 
zeichen  wie  die  Last  hei  aUen  Laststellungen  zwischen  di 
und  seinem  Kernpunkte;  sie  h(U  das  entgegengesetzte  Vof 
allen  Lastsiellungen  jenseits  des  Kernpunktes.  Der  Kernpi 
bUdet  die  Grenze. 

Flaeher,  Staük. 
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für  Zug-,  als  auch  für  Druckbelastung  gültig  ist.  Die  Vorzeichen  für 
die  beiden  Belaätungsarten  sind  durch  die  obige  Regel  bereits  be- 
stimmt; jetzt  kommt  es  nur  noch  auf  die  Größe  der  Spannung  an.) 
Nun  ist  nach  Fig.  168b:  fci  +  p— /*,  so  daß  Oj  sich  aus- 
drücken läßt: 

In  Worten:  Die  Spannung  in  einem  äußersten  Flächengtreifen 
ist  gleich  dem  Produkt  aus  der  Last  P  mai  deren  Abstand  bis  ssum 
Kempu/nhte  des  Streifens,  dividiert  durch  das  zu  dem  Streifen  ge- 
hörige Widerstandsmoment.  Hierdurch  ist  die  Größe  der  Span- 
nung Ol  für  alle  Laststellungen  auf  die  einfachste  Weise  bestimmt. 
Wir  brauchen  nur  das  Produkt  aus  der  Last  mal  dem  Ätetande 
bis  zum  Kernpunkte  zu  bilden  und  finden  die  Spannung.  Von 
der  Formel  für  die  Berechnung  von  Oj  bei  einlacher  Biegungs- 
beanspruchung  unterscheidet  sich  die  obige  Formel  (V)  nur  da- 
durchy  daß  wir  nicht  das  statische  Moment  der  Last  in  bezug  auf 
den  Schwerpunkt,  sondern  in  bezug  auf  den  Kernpunkt  nehmen 
müssen.  Man  nennt  das  Produkt  P*f  das  y,Kemmoment^*  (ent- 
sprechend dem  „Biegungsmoment").  Somit  haben  wir  durch  die 
beiden  letzten  Untersuchungen  sowohl  das  Vorzeichen  als  auch  die 
Größe  der  äußersten  Spannung  durch  einfache  Segeln  bestimmt. 

Dasselbe,  was  wir  für  die  Spannung  in  dem  äußersten  Streifen  1 
soeben  abgeleitet  haben,  gilt  natürlich  entsprechend  für  die  Span- 
nung Og  in  der  Schicht  2  (Fig.  168d).     Wir  werden  zunächst 

ausrechnen,  tragen  diesen  Kemradius  auf  der  der  Schicht  2  ent- 
gegengesetzten Seite  yon  8  aus  ab,  bestimmen  hierdurch  den 
Kernpunkt  K^  und  haben  nun  für  irgendeine  Laatstellung  die 
Spannung  a,: 

(Va)  ^»-^- 
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i^--p^    und    K  =  '^ 

ausgerechnet  und  vom  Schwerpunkte 6^ aus  entgegengesetzt  den  Schichten 
1  und  2  aufgetragen.  (Punkte  K^  und  K^,)  Steht  dann  irgendwo  eine 
Last  P,  so  ergibt  sich  o^{a^),  indem  man  von  P  das  Moment  nimmt  in  bezug 
auf  K^(K^)  und  durch  das  Widerstandsmoment  W^{W^)  dividiert: 


ni.  Etntluß  versehiedener  Laststellungen^ 

Mit  Hilfe  der  Kernpunkte  wollen  wir  nun  noch  weiter  unter- 
suchen, wie  01  und  Of,  sich  je  nach  der  Stellung  der  Last  P  ändern. 
Und  zwar  durch  Aufzeichnung  der  Einflußlinien  für  a^ ,  a, . 

Steht  die  Last  über  dem  Kernpunkte  K^  (Fig.  169  a),  so  ist 
<ji  =  0.     Steht   die  Last  über  dem  Schwerpunkte  (Fig.  169a),  so 

P  P  '  P 

ist  ai  =  -^-,   und  zwar   +—  bei  Zuglast,  —--     bei  Drucklast. 

Somit  sind  bereits  zwei  Stellungen  untersucht.  Für  die  übrigen 
Stellungen  ersehen  wir  aus  der  Gleichung  (V)  folgendes:  Die 
Spannung  o^  ist  direkt  proportional  dem  Abstände  f  der  Last 
vom  Kernpunkte  (Fig.  169  b).  Wenn  sich  der  Abstand  f  ver- 
doppelt, verdreifacht  usw.,  so  verdoppelt,  verdreifacht  usw.  sich 
auch  die  Spannung  o^ .  Wenn  wir  also  für  die  verschiedenen 
Werte  von  f  die  dazugehörigen  Spannungen  o^  als  Ordinaten  17 
auftragen,  so  liegen  die  Endpunkte  dieser  Strecken  auf  einer 
geraden  Linie.  Denn  nur  eine  gerade  Linie  hat  die  Eigenschaft, 
daß  die  Ordinaten  17  in  demselben  Verhältnis  wachsen  wie  die 
Abstände  f.  Somit  haben  wir  das  Eesultat:  Wenn  wir  die  in  der 
Schicht  1  bei  den  verschiedenen  Laätstellungen  entstehenden 
Werte  der  Spannung  ox  jedesmal  unter  der  betreffenden  Last- 
Stellung  auftragen,  so  liegen  die  Bndpunkte  dieser  Ordinaten  auf 
einer  geraden  Linie.  Diese  wird  zweckmäßig  bestimmt  durch 
ihre  Ordinaten  bei  E^  und  8.  Die  Linie  AiKiBi  in  Fig.  169  b 
ist  also  die  Einflußlinie  für  die  Spännung  a^.  Man  sieht,  daß 
der  größte  negative  (d.  h.  mit  der'  Kraft  P  gleichlautende)  Wert 
von  aj  dann  entsteht,  wenn  der  Körper  zwischen  der  Schicht  1 
und  dem  Kernpunkte  Ei  belastet  ist,  und  daß  der  größte  posi- 
tive Wert  von  o^  dann  entsteht,  wenn  die  Lasten  sich  nur  jen- 
seits von  El  befinden. 

85* 
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Fig.  169. 


1.  Steht  die  Belastung  P  innerhalb  der  Kernpankte,  so 
haben  a^  und  Oj^  dasselbe  Vorzeichen,  und  zwar  dasjenige  der 
Last  P .  Steht  die  Belastung  außerhalb  der  Kernpunkte,  so  haben 
Ol  und  02  verschiedene  Vorzeichen.  Kann  das  Material  nur  Druck 
aufnehmen,  so  muß  bei  Belastung  außerhalb  der  Kernpunkte  die 
Berechnung  nach  §  91  erfolgen. 

2.  Solange  sich  die  Last  innerhalb  der  Kernpunkte  befindet, 
werden  beide  Spannungen,  .  Oi  und  a, ,  um  so  größer,  je  größer 
die  Last  ist. 

3.  Sind  mehrere  Lasten  vorhanden,  so  müssen  die  Strecken 
links  und  rechts  von  K^iK^)  abwechselnd  nach  Möglichkeit  be- 
lastet werden,  um  die  beiden  Grenzwerte  von  01(0.2)  zu  er- 
halten. 
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BeispieL  Für  den  rechteckigen  Querschnitt  (Fig.  169e)  ergeben 
sich  für  die  Kemradien  folgende  Werte:   Es  ist 

Die    Entfernung    der    beiden    Kernpunkte   voneinander   ist    also 

gleich  2  •  ~  Ä  —  —  Ä .    Hierpoiit  haben  wir  für  die  Berechnung  von 

Mauerkonstruktionen  die  bekannte  Eegel  abgeleitet,  dafi  die  Last 
„innerhalb  des  mittleren  Drittels'^  bleiben  muß,  damit  in  dem 
Querschnitte  keine  Zugspannungen  auftreten. 

In  der  gleichen  Weise  wie  für  die  Bichtung  »— a?  kann 
man  die  Untersuchung  für  eine  auf  der  Bichtung  y — y  beweg- 
liche Last  durchführen.  Man  erhält  dann  die  Kernpunkte  K[ 
und  2^2  1  <^i^  2^^  Bestimmung  der  Spannungen  in  den  Schichten 
V  und  i'  dienen.  Wenn  man  sämtliche  möglichen  Bichtungen 
berücksichtigt,  so- erhält  man  schließlich  die  in  Fig.  169e  schraf- 
fierte „Kemfigur^^  Wir  wollen  hier  nicht  nachweisen,  daß  sie 
gerade  die  in  Fig.  169  e  gezeichnete  Gestalt  haben  muß.  Es  sei 
nur  auf  ihre]  Bedeutung  hingewiesen:  Solange  sich  die  Last  P 
innerJuM  der  Kernfigur  befindet,  haben  sämtliche  Spannungen 
des  Querschnittes  das  gleiche  Vorzeichen. 


§91. 
Spannungen  bei  nnr  drneklestem ,  Material. 

Wir  haben  gesehen,  daß,  sobald  die  Last  P  außerhalb  des 
Kerns  steht,  die  Spannungen  a^  und  a^  verschiedene  Vorzeichen 
haben;  die  eine  Zug,  die  andere  Druck.  Es  gibt  nun  aber  Fälle, 
in  denen  Zugkräfte  einfach  nicht  entstehen  können;  z.  B.  dann, 
wenn  ein  Körper  lose  auf  seiner  Unterstützungsfläche  aufsitzt.  Und 
es  fragt  sich,  welche  KraftverteUung  in  einem  solchen  Falle  zu- 
stande kommt. 

In  Fig.  167a  ist  dieser  Fall  (ohne  Zugfestigkeit)  gezeich- 
net. Da  der  Körper  auf  seiner  Unterlage  lose  aufsitzen  soll, 
können  in  der  Fläche  ä — a  nur  Druckspannungen  auftreten. 
Diese  werden  sich  angenähert  so  verteilen,  wie  in  Fig.  167  b  an- 
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gedeutet  ist.  Auf  der  linken  Seite  wird  sich  der  Körper  in  seine 
Unterlage  etwas  einpressen,  während  rechts  vom  Punkte  N  eine 
kleine  Fuge  entsteht.  Der  ganze  Körper  führt  also  eine  kleine 
Drehbewegung  um  den  Punkt  N  aus. 

Die  Berechnung  der  in  dem  Schnitte  ä — a  auftretenden 
Spannungen  wird  dadurch  erschwert,  daß  man  von  vornherein 
gar  nicht  weiß,  wie  weit   die  Berührungsfuge  klaffen  wird.     Die 


i 
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-^■(a) 
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r3^rr 
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I 
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Fig.  167. 


Lage  des  Punktes  JT,  d.  h.  die  Grenze,  bis  zn  der  die  Fläche 
sich  an  der  Spannungsübertragung  beteiligt,  ist  zunächst  voll- 
kommen  unbekannt.  Sie  wird  sich  natürlich  auch  je  nach  der. 
Belastung  ändern,  so  daß  man  gar  nicht,  wie  sonst  bei  allen 
Untersuchungen,  mit  einer  bestimmten,  feststehenden  Querschnitts- 
fläche rechnen  kann.  Wenn  wir  aber  die  Annahme  machen,  daß 
die  Spainnungen  gleichmäßig  vom  Punkt  H  aus  anwachsen,  kommen 
wir  durch  Anwendung  der  Gleichgewichtbbedingungen  jR^  =  0  und 
ZM  =-  0  trotzdem  zu  einer  Lösung.  Zunächst  haben  wir  die  beiden 
Gleichungen  (Fig.  167): 
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2)      Oi^i  •  yi.+  a»  /a  •  yg  +  .  •  .  +  «^n/«  •  yn  «  P  • «  . 

In  diesen  Qleichungen  sind  unbekannt  die  Spannungen  o^  nsw. 
und  die  Lage  des  Punktes  J^  (von  dem  aus  die  Abstände  ge- 
rechnet sind).  Nun  drücken  wir  alle  anderen  Spannungen  durch 
eine  Spannung,  z.  B.  durch  o^  aus,  und  erhalten: 

Vi  Vi  Vi 

2)   ^yiA-yi  +  ~-y2A-yi  +  -.-+:?^yn/"n-y«  =  P-». 

'  Vi  Vi  Vi 

Vi 

Vi 
Wenn  man  Gleichung  2)  durch  Gleichung  1)  dividiert,  so  erhält  man 

"^  A  •  yi  +  A  •  2^2  +  •  •  •  +  /"n  •  yn/ 

Der  Zähler  stellt  die  Summe  dar  aus  den  Produkten:  Flächen- 
streifen X  Quadrat  des  Abstandes  von  der  Linie  n — n ;  d.  i.  das 
Trägheitsmoment  der  in  Fig,  167  c  schraffierten  Fläche  in  bezug 
auf  die  Linie  n — n.  Der  Nenner  stellt  das  statische  Moment 
dieser  Fläche  in  bezug  auf  die  Linie  n — n  dar.  Das  erstere  sei 
mit  Jn  j  das  zweite  mit  8n  bezeichnet.  Wir  erhalten  dann  folgende 
Gleichung  zur  Bestimmung  der 

Lage  der  ^uUinie:       (I)    »  =■  -^  . 

Kfn 

Sobald  dann  z  bestimmt  ist,  ergeben  sich  nach  Gleichung  1)  die 
Spannungen:      (11) 


Ol  SB  -— - .  yi  •       entsprechend 

9n 


P 

öa  =  -^  •  ya ;       usw. 

Beispiel*  Bin  Körper  mit  reehteckigem  Querschnitt  ist  durch 
eine  Last  in  einer' Entfernung  a  von  dem  Bande  belastet.  Wie  groß 
sind  die  Pressungen  in  der  XJnterstützungsflächef  (Fig.  167  d  und  e.). 

Zunächst  mdssen  wir  die  Lage  des  Punktes  N  bestimmen. 
Das  Trägheitsmoment  der  in  Fig.  167  e  schraffierten  Fläche  in  be- 
zug auf  die  Linie  n — n  ist: 


^•"^12 


^i,a;3  +  6rr.(|)'=|6ar3. 


Digitized  by 


Google 


Jn  _  i&ic'    _  2 

Nun  setzen  wir  noch  nach  Fig.  167  d 

0  =  (P  —  a 
ein  und  erhalten 

2         *        . 

(m)  oEJaSa; 

d.  h.  I^em  recMeckigen  Querschnitt  liegt  die  Nullinie  in  einer  Ent- 
fernung X  =  3a  vom  Bande  entfernt.     Die  größte  Spannung  ist: 

^     P  ^     P 

2P 

Zusatz  1.  Diese  beiden  Eesultate  (III)  und  (IV)  hätte  man 
auch  direkt  aus  Fig.  167  d  ablesen  können.  Weil  alle  Flächen- 
Streifen  dieselbe  Breite  h  haben,  so  ist  die  Eesultierende  der  von 
den  einzelnen  Flächenstreifen  ausgeübten  Kräfte  {o^fu  a^f^  usw.) 

gleich  -^x^Oi'h  und  liegt  in  der  Entfernung  -^x  vom  Ende.    Da 

nun  diese  Eesultierende  der  äußeren  Kraft  P  das  Oleichgewicht 
halten  muß,  so  muß  sie  in  derselben  Geraden  liegen  und  ebenso 
groß  sein,  wie  diese.     Wir  haben  also: 


(III) 

1 

30:=«; 

«  =  3a, 

(IV) 

—  x-ai-h  =  P', 

0,-2    ^^ 

"  3a-6  * 

Man  beachte  aber,  daß  diese  einfache  Lösung  nur  dadurch 
möglich  war,  daß  die  einzelnen,  gleich  breiten  Flächenstreifen 
denselben  Inhalt  hatten.  In  jedem  anderen  Falle  ergeben  die 
Kräfte  a,  fi ,  a^  f^  usw.  bei  der  graphischen  Darstellung  kein  Drei- 
eck, sondern  irgendeine  andere  Figur,  so  daß  die  Eesultierende  R 
nicht  angegeben  werden  kann.  Die  Bestimmung  von  z  und  o  ist 
in  solchen  Fällen  dann  meistens  recht  umständlich.  Schon  beim 
Kreis-  oder  Kreisringquerschnitt  ist  der  Ausdruck  für  das  Träg- 
heitsmoment und  das  statische  Moment  für  die  Linie  n — n  ziem- 
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nach  §  91  durchgeführt  werden:  Zunächst  muß  ermittelt  werden,  welcher 
Teil  des  Querschnittes  überhaupt  zum  Tragen  kommt;  aus  der  Gleichung 

(D  -f. 

Dann  ergibt  sich  die  Spannung: 

(H)  o^j-.y. 

FiXt  den  meistens  Torliegenden  Spezialfall:  Rechteekiger  Quersehnitt, 
konnten  Jn  und  Sn  leicht  ausgerechnet  werden,  und  es  ergab  sich  für  die 
'größte  Spannimg: 

Diese  Formel  muß  also  bei  Mauerwerk  usw.  immer  angewendet  wenden, 
wenn  die  Last  außerhalb  des  mittleren  Drittels  steht.  (Denn 
beim  rechteckigen  Querschnitt  schließen  die  Kernpunkte  das  mittlere 
Drittel  ein,  wie  in  §  90,  Schluß  nachgewiesen.) 

§92. 
Beispiele  zu  §  90  und  §  91. 
Erste  Aufgabe  (zu  §  91). 
Bei  dem  in  Fig.  170  a  und  b  dargestellten  BrücTcenpfeiler  sind 
die  Spcmnungen  in  der  Auflagerfläche  AD  zu  bestimmen! 
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nur  sehr  unvollkommen  untersuchen.  Man  weiß  nur,  daß  sie  im 
Verhältnis  zu  den  Normalspannungen  von  untergeordneter  Be- 
deutung sind.  Namentlich  sind  sie  an  den  Stellen,  an  denen  die 
Noniialspannungen  ihre  Größtwerte  annehmen,  gleich  Null  oder 
wenigstens  sehr  klein.  Aus  diesem  Grunde  werden  sie  bei  der- 
artigen Aufgaben,  wie  ja  gewöhnlich,  vernachlässigt. 

Die  Berechnung  der  Normalspannungen  a  geschieht  nun 
nach  den  durchgenommenen  Eegeln:  Da  die  Last  den  Querschnitt 
außerhalb  des  Kerns  (mittleren  Drittels)  schneidet,  tritt  nur  ein 
Teil  der  Fläche  in  Wirksamkeit  Die  größte  Spannung  entsteht 
an  der  Vorderkante  und  ist 


0^  =  —  2  • 


34000 
3.103.100 


=  -2,2kg/qcm; 
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nennt  a^  eine  Kantenpressung ;  die  andere  Kantenpressung,  ag , 
ist  in  diesem  Falle  gleich  Null.  Wenn  die  Kantenpressung  a^ 
zu  groß  wird,  drückt  sich  der  Pfeiler  beim  Punkte  A  in  die 
Unterlage  ein  und  das  Bauwerk  kippt  um.  Außer  durch  Um- 
kippen kann  eine  Zerstörung  auch  dadurch  eintreten,  daß  der 
Erddruck  den  Pfeiler  vor  sich  herschiebt.  Um  hiergegen  Sicher- 
heit zu  haben,  muß  darauf  geachtet  werden,  daß  die  Abwei- 
chung der  Eesultierenden  B  von  der  Vertikalrichtung  kleiner  ist 
als  der  Eeibungswinkel  zwischen  Mauerwerk  und  Erde. 

Aufgabe:  Man  beweise,  daß  bei  einem  Eechteck  die  Kanten- 
pressung o^  infolge  einer  über  einem  Kernpunkte  stehenden  Last 
gerade  doppelt  so  groß  ist,  als  wenn  die  Last  über  dem  Schwer- 
punkte stehen  würde. 

Zweite  Aufgabe  (zu  §  90). 

Auf  einen  Körper,  der  sowohl  Zug  als  auch  Druch  aufnehmen 
Iccmn,  wirJct  eine  schräge  exzentrische  Last  P .  Gesucht  sin4  die 
größten  Spannungen  im  Schnitte  oc — a  (Fig.  170  c  und  d).  . 

Wir  zerlegen  P  in  eine  Öorizontale  und  vertikale  Seiten- 
kraft. Die  erstere,  P^.,  beansprucht  den  Körper  auf  reine  Bie- 
gung. Wir  finden  die  durch  sie  hervorgerufenen  Beanspruchungen, 
indem  wir  das  Moment  in  bezug  auf  den  Schwerpunkt  8  bilden 
und  durch  die  Widerstandsmomente  dividieren: 

P,.A  P,.A 

Die  zweite,  Py,  beansprucht  den  Körper  auf  exzentrische 
Normalfestigkeit.  Die  Spannungen  in  den  äußersten  Schichten 
infolge  dieser  Kraft  Py  sind  also: 

Insgesamt  erhalten  wir  also 

Py       P,.h  +  Py.p^        „  -      Py       P>-h  +  Pyp 

Etwas  anders  gestaltet  sich  die  Berechnung,  wenn  wir  die 
Kernpunkte  Ei  und  K,  einführen.     Dann  wird 

Ol-  ^^  ,       c^ 1^- . 
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Das  Moment  Pa,  •  A  ist  in  bezug  auf  den  Schwerpunkt  ge- 
nommen. Wir  können  aber  auch  das  Moment  der  Kraft  P,  in 
bezug  auf  die  Kernpunkte  Ki  oder  E2  in  die  obigen  Gleichungen 
einsetzen,  da  dieses  ja  auch  P^'h  ist.  Dann  haben  wir  also  so- 
wohl' von  Pa;  als  auch  von  Py  das  Moment  in  bezug  auf  die 
Kernpunkte  genommen.  Da  nun  die  Summe  der  Momente  zweier 
Seitenkräfte  stets  gleich  isrt  dem  Moment  der  ursprünglichen  Kraft, 
so  können  wir  die  obigen  Ausdrucke  auch  schreiben: 

flierin  sind  also  P  •  Vi  und  P  •  r,  die  statischen  Momente  der 
Kraft  P  in  bezug  auf  die  Kernpunkte  Ki  und  JTg .  Die  Vor- 
zeichen ergeben  sich  nach  den  früher  aufgestellten  Eegeln  oder 
sind   auch  aus  der  voraussichtlichen  Abbiegung  direkt  ablesbar. 

Wie  im  vorigen  Beispiele,  werden  auch  jetzt  die  durch  P, 
hervorgerufenen  Schubkräfte  vernachlässigt. 

Zttganmientassnng.  Wenn  ein  Körper  durch  eine  schräg  zur 
Stabachse  wirkende  Kraft  beansprucht  wird,  so  finden  wir  die 
größten  Spannungen  a^  und  a, ,  indem  wir  die  Momente  dieser 
Kraft  in  bezug  auf  die  Kernpunkte  Ki  und  Z,  bilden  und  durch 
die  Widerstandsmomente  W^  und  TT,  dividieren.  Statt  der  Kraft  P 
selber  können  wir  auch  deren  Seitenkräfte  einführen. 


17.  Vortrag: 

Die  Piegungsspannungen  bei  nnsymmetrischen  Querschnitts- 
formen  und  bei  schräger  Belastung. 

Als  Abschluß  der  Biegungslehre  mögen  in  dieseni  Yc^rtrage  noch 
einige  allgemeine  Untersuchungen  über  die  Normalspannungen  a 
und  über  Trägheitsmomente  aufgeführt  werden,  die  namentlich 
bei  der  Berechnung  unregelmäßiger  Querschnitte  gebraucht  werden. 

§93. 

M 

Ist  die  Biegungstormel  a^--=ry  auf  alle  Qaersehnittstormen 

anwendbar?    Besondere  Bedingungen. 

Sämtliche  bisherigen  Untersuchungen  in  der  BiegungsLehre 
bezogen  sich  auf  den  Fall,  daß  die  Ebene,  in  der  die  äußeren 
Elräfte  enthalten  sind,  eine  Symmetrieebene  des  Balkens  darstellt. 


Digitized  by 


Google 


Falle  dagegen  würde  eine  andere  Betrachtung  Platz  greifen,  da 
dann  die  Abstände  y  der  einzelnen  Fläcbenstreifen  von  der  ]^uU- 
linie  in  einer  anderen  Eichturig  (schräg)  auftreten. 

Wir  -wollen  nun  einen  solchen  unsymmetrischen  Querschnitt 
hinsichtlich  der  Eichtung  der  Nullinie  untersuchen  (Fig.  171a). 
Die  Ebene,  in  der  die  Lasten  P  wirken,  gehe  wieder  durch  den 
Schwerpunkt  des  Querschnittes.  Die  Frage  lautet:  Verläuft  jetzt 
die  NuUinie  ebenfalls  rechtwinklig  zur  Lastenebene  oder  hat  sie 
eine  schräge  Eichtung  t 

Die  Untersuchung  werden  wir  so  durchführen,  daß  wir 
zunächst  eine  horizontale  Nullinie  annehmen  und  auf  Grund 
dieser  Annahme  die  Spannungen  ausrechnen.  Dann  wird  sich 
eine  Bedingung  ergeben,  die  erfüllt  sei^  muß,  falls  die  Voraus- 
setzung für  die  Spannungsberechnung  —  horizontale  Nullinie  — 
richtig  war. 

Wenn  in  Fig.  171a  die  Nullinie  horizontal  verläuft,  ergeben 
sich  für  die  Streifen  f^ ,  f^  usw.  der  Querschnittsfläche  die  Normal- 
spannungen: 

m  An     Ol  =  j  y,  , 
.     ^  M 

usw. 

{M  ist  das  Moment  des  Balkens  für  den  betrachteten  Querschnitt.) 
Da  diese  Spannungen  teils  Zug,  teils  Druck  sind,  müssen  den  Ab- 
ständen yi ,  y^  usw.  etrtgegengesetzte  Vorzeichen  beigelegt  werden. 
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Wir  üaben  also  in  i<^g.  171a  eine  Gruppe  von  parallelen 
Kräften,  die  aber  nicht  in  einer  Ebene  liegen.  Wenngleich  nun 
unsere  bisherigen  Untersuchungen  in  der  Mechanik  sich  nur  auf 
Ejräfte  in  einer  Ebene  bezogen,  so  wird  man  doch  für  die  Kräfte 
von  Fig.  171a  folgendes  leicht  einsehen:  Da  sämtliche  äußeren 
Kräfte  des  Balkens  innerhalb  der  Ebene  y — y  liegen  und  also  in 
bezug  auf  die  Achse  y — y  die  statischen  Momente  Null  ergeben, 
so  muß  auch  die  Summe  der  statischen  Momente  der  inneren 
Kräfte  in  bezug  auf  die  Achse  y — y  gleich  Null  sein.  (Erweite 
rang  der  Gleichgewichtsbedingungen  auf  Kräfte  im  Eaum.)  Es 
muß  also  sein: 

^'i  A  •  ^1  +  ^«  A  •  ^  +  •  •  •  =  0  , 

und  zwar  sind  die  Abstände  x^,  x^  usw.  in  diesem  Ausdrucke  mit 
entgegengesetzten  Vorzeichen  einzuführen,  je  nachdem  sie  rechts 
oder  links  von  der  Linie  y — y  liegen.  Setzen  wir  nun  für  a^f^  usw. 
die  Werte  ein,  so  wird: 

-  j^  y  1 A  •  a^i  +  -j^  y«  A  •  a?2  +  •  •  •  =  0 , 

•y  (^1  •  a?i  •  yi  +  A  •  «2  •  3^2  +  •  •  •  =  0  • 

TUT 

Da  der  erste  Faktor,  -=-,  dieses  Produktes  nicht  gleich  Null  ist, 

SO  muß  der  zweite  Faktor  gleich  Null  werden,  damit  das  gesamte 
Produkt  zu  Null  wird.    Falls  also  unsere  bisherige  Eechnung,  die 
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Fig.  171. 


Diese  Oleiohung  stellt  demnacli  die  gesuchte  Bedingung  dar, 
um  zu  erkennen,  ob  die  Grundlage  der  bisherigen  Berechnung 
erfüllt    ist;    d.   h.    ob    bei    dem    betrachteten    Querschnitte    die 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


sind  die  Abstäade  x  gleich  groß  und  auch  mit  gleichem  Vorzeichen 
versehen  (da  sie  auf  derselben  Seite  der  y-Achse  liegen).  Die 
Abstände  y  dagegen  sind  zwar  gleich  groß,  haben  aber  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  (da  sie  zu  verschiedenen  Seiten  der  a?-Achse 
liegen).  Bildet  man  also  die  Produkte:  Flächenstreifen  X  Ab- 
stand tr  X  Abstand  ^ ,  so  haben  diese  Produkte  bei  den  beiden 
Streifen  entgegengesetzte  Vorzeichen.  Die  Summe  dieser  beiden 
Produkte  ist  also  gleich  Null.  In  derselben  Weise  ergeben  aber 
auch  der  zweitoberste  und  der  zweitunterste  Streifen  bei  der  Sum- 
mierung ihrer  Produkte  f'X^y  den  Wert  Null  usw.  Insgesamt 
folgt  daraus,  daß  für  den  ganzen  Querschnitt  das  Zentrifugalmoment 

<^* .  y  =  ±  A  •  a^i  •  y  1  ±  A  •  ^2  •  y  2  ±  • . . 

den  Wert  Null  hat.  Somit  ist  bewiesen,  daß  bei  Belastung  inner- 
halb der  Ebene  y — y  die  Nullinie  rechtwinklig  zur  Lastenebene 
steht.     Daraus   folgt  dann  weiter,    daß  bei  vertikaler  Belastung 

M 

eines  L -Bisen  die  einfache  Biegungsformel  a^  —  ^y  zur  Berech- 
nung der  Normalspannungen  gültig  ist. 

Zusatz:  In  entsprechender  Weise  ersieht  man  allgemein:  Hat 
ein  Querschnitt  irgendeine  durch  den  Schwerpunkt  gehende  Sym* 
metrieachse  (um  die  man  also  die  eine  Querschnittshälfte  auf  die 
andere  hinaufklappen  kann),  so  bildet  diese  Achse  mit  der  zu  ihr 
rechtwinkligen  Schwerachse  ein  Hauptachsenkreuz.  In  Fig.  171c 
bis  f  sind  noch  einige  Querschnitte  mit  ihren  Hauptachsen  ße- 
zeichnet.  Wirkt  die  Belastung  in  der  einen  Hauptachse,  so  ist 
die  andere  die  Nullinie. 

Bemerkung:  Herr  Professor  y.  Bach  (Stuttgart)  hat  im  Jahre  1910  eine 
Keihe  von  Versuchen  mit  C-Eisen  angestellt,  um  die  Übereinstimmung  der 
Theorie  mit  der  Wirklichkeit  zu  prüfen.  Diese  Versuche  haben  die  Theorie 
nieht  bestätigt  Die  Spannungen  haben  sich  yielmehr  bedeutend  größer  er- 
geben, als  sie  nach  der  Rechnung  sein  müßten. 

Wenn  man  den  Ursachen  dieser  Nichtübereinstinmiung  nachgeht,  so 
muß  man  zunächst  beachten,  daß  die  Ableitungen  im  vorigen  Paragraphen 
an  und  für  sich  richtig  sein  müssen,  da  sie  rein  mathematischer  Natur 
sind.  Wohl  aber  ruht  ja  unsere  gesamte  Biegungslehre  auf  einer  An- 
nahme (Nayiersohe  Hypothese,  §  38)!  W^nn  diese  bei  C-eisenfÖrmigen 
Querschnitten  nicht  zutrifft,  dann  kann  natürlich  auch  der  §  93  nicht 
stimmen.    Außerdem  kommt  noch  hinzu,  daß  bei  derartigen  Querschnitten 
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der  Verlauf  der  Schubspannungen  ein  selir  unregelmäßiger  sein  wird  und 
ihre  Wirkung  z.  Z.  noßh  nicht  klargestellt  ist. 

Für  den  wissenschaftlich  arbeitenden  Ingenieur,  der  auch  die  Grund- 
lagen seines  Faches  versteht,  haben /solche  Erscheinungen  also  weder 
etwas  Unerwartetes  noch  viel  weniger  Entmutigendes.  Sie  werden  ihn 
eben  zur  Vorsicht  ermahnen.  Nach  den  bisher  vorliegenden  Versuchen  muß 
man  auf  recht  erhebliche  Unterschiede  zwischen  den  wirklich  entstehenden 
und  den  theoretisch  berechneten  Spannungen  gefaßt  sein.  Ei*stere  k^Snnen  im 
Durchschnitt  vielleicht  50%  größer  sein  als  die  letzteren.  '(Vgl,  die  Mitteilung 
der  Versuche  in  der  ^^Zeitschrift  des  Vereins  Deutscher  Ingenieure'V  1910.) 

Zweite  Aufgabe. 

Ein  Z' Eisen  ist  durch  vertilcale  Kräfte  heiastet.  Wird  die  NuU- 
linie  recktwinTclig  zur  Ebene  der  Kräfte  stehen  f 

Wir  legen  rechtwinklig  zur  j^-Ebene  die  Achse  x — x  und  teilen 
den  Querschnitt  in  Streifen.  Betrachten  wir  dann  wieder  ge- 
meinsam den  obersten  und  den  untersten  Streifen.  Die  Vorzeichen 
für  die  Abstände  x  und  y  nehmen  wir  beispielsweise  so,  wie  in 
Fig.  171g  eingeschrieben.  Beim  ersten  Streifen  sind  dann  beide 
Abstände  positiv.  Folglich  ist  auch  das  betreffende  Produkt  f-x-y 
positiv.  Beim  untersten  Streifen  sind  dagegen  x  und  y  negativ. 
Das  entsprechende  Produkt  f'X'y  ist  also  auch  bei  diesem  Streifen 
positiv  [denn  (—)  •  (— )  ist  bekanntlich  positiv].  Der  oberste  und 
der  unterste  Streifen  ergeben  somit  bei  der  Summation  ihrer  Pro- 
dukte f'X'y  nicht  den  Wert  Null,  sondern  einen  bestimmten  Wert. 
Ebenso  hat  die  Summe  der  Produkte  f'X^y  des  zweitobersten  und 
des  zweituntersten  Streifens  einen  bestimmten  Wert;  usw.  (Nur 
das  den  Steg  bildende)  Be^hteck  bildet  den  Beitrag  Nuü.)  Wenn 
man  also  sämtliche  Produkte  f*x*y  bildet,  ergibt  sich  nicht  der 
Wert  Null.  Das  heißt:  Beim  Z-Eisen  ist  das  Zentrifugalmoment  J^^^ 
in  bezug  auf  die  beiden  Achsen  x — x  und  y — y  nicht  gleich  Null, 
sondern  hat  einen  bestimmten  Wert.  Daraus  folgt  aber:  Bei  Be- 
lastung i/nnerhalb  der  Ebene  y — y  ist  die  Achse  x — x  nicht  die  Null- 
linie  des  Querschnittes,  Es  wäre  demnach  vollständig  falsch,  in 
Fig.  171g    die  Spannungen    nach   der  einfachen   Biegungsformel 

o^—-'y  berechnen  zu  wollen. 
J 

Die  zu  der  Belastungsebene  y — y  gehörige  NulUnie  liegt  viel- 
mehr schräg  (Fig.  171g).  Ihre  Lage  muß  besonders  berechnet 
werden  (§  95).  Ebenso  liegt  z.  B.  bei  einem  '< -Eisen,  das  nach 
Fig.  171h  belastet  ist,  die  Nullinie  schräg,  so  daß  die  Spannungen 
nach  einer  anderen  Methode  ermittelt  werden  müssen. 
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im  folgenden  Paragraphen  auf  Formeln  stoßen,  in  denen  man  den 
genauen  Wert  von  J^.y  haben  muß.  Als  Vorübung  wollen  wir 
deshalb  folgende  Aufgabe  behandeln:  Gegeben  sei  ein  Querschnitt 
und  auf  diesem*  ein  Achsenkreuz  x^  y.  Wie  kann  man  nun 
das  Zentrifugalmoment  Jx.y  dieses  Querschnittes  am  bequemsten 
zahlenmäßig  bestimmen! 

Die  ursprüngliche,  aus  der  Ableitung  folgende  Methode  zur 
Bestimmung  von  J^.„  war  folgende:  Wir  zerlegen  die  Querschnitts- 
•  fläche  in  lauter  (unendlich  dünne)  Streifen  parallel  der  einen  Achse, 
messen  von  jedem  Streifen  die  Abstände  x  und  y ,  bilden  die  Pro- 
dukte f'X-y  und  summieren  dieselben.  Diese  Arbeit  kann  man 
dadurch  vereinfachen,  daß  man  die  Streifen  möglichst  zu  Recht- 
ecken  zusammenfaßt,  deren. Seiten  parallel  den  Achsen  o; — x  und 
y — y  laufen. 

In  Fig.  171  i  kann  man  beispielsweise,  statt  die  Streifen  f^, 

/*2  und  /*3  einzeln  mit  ihren  entsprechenden  Abständen  x  und  y  zu 

'multiplizieren,  das  gesamte  Eechteck  F^  nehmen  und  mit  seinen 

.  Schwerpunktsabständen  a!?o,i  und  yo.i  multiplizieren.    Denn  es  ist 

zunächst  (Fig.  171i): 

Xi  =  X2  =  X^  =  Xq^i  , 

und  ferner  nach  dem  Satze  vom  Schwerpunkt  (§  48): 

A  •  yi  4-  fi  'Ui  +  fs-Vs  =-^  '^i  -2/0,1» 

36* 
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betrachten,   daß   die  Nullinie  nicht  rechtwinkhg  zur  Ebene   der 

äußeren  Kräfte  steht  und  also  die  einfache  Biegungsformel  o  =  -y-  y 

nicht  angewendet  werden  darf.     Bei  dieser  Aufgabe  können  zwei 
Möglichkeiten  unterschieden  werden. 

I.  Die  Hauptachsen  des  Querschnittes  sind  bekannt  und  bequem  gele^n. 

Dieser  Fall  ist  in  Fig.  172  a  gezeichnet.  Die  Hauptachsen  des 
I- Eisen  sind  die  Achsen  x — x  und  y — y,  denn  für  diese  beiden 
Achsen  ist  das  Zentrifugalmoment  J^^^y  gleich  Null.  Wirkt  die 
Kraft  in  einer  der  beiden  Achsen,  so  ist  die  andere  Achse  die 
Nullinie.     Nun  wirke  aber  die  Kraft  P  schräg,  so  daß  die  Null- 
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linie   nicht  rechtwinklig  xnr  Lastenebene  anzunehmen  ist.     Wie 
groß  sind  die  Spannungen! 

Wir  zerlegen  die  Last  P  in  die  beiden  Seitenkräfte  P,  =  Pcosa 
und  Py  =  Psina  ,  rechtwinklig  zur  x-  und  zur  ^- Achse  (Fig,  172  a). 
Dann  haben  wir  zwei  Kräfte,  die  in  Bichtung  der  Hauptachsen 

M 

wirken  und  können  also  für  jede  die  Grundformel  a  =  -^  •  y  an- 
wenden. 


(a) 


1772 


.vi^.__ji^L 


(JT'-) 


(6) 


Fig.  172. 


IC) 


Das  durch  die  Kraft  P^  an  der  betreffenden  Stelle  des  Balkens 
heryorgeruf ene  Moment  werde  M^  genannt.  (Dieses  wirkt  also  recht- 
winklig zur  o;- Achse.)  Das  Widerstandsmoment  des  Balkens  in 
bezug  auf  die  o?- Achse  heiße  W«.  Dann  entstehen  also  durch 
diese  Kraft  die  größten  Spannungen: 


a  =■ 


W, 


In  Fig.  172  a  treten  bei  der  daselbst  angenommenen  Bichtung, von  P, 
falls  es  sich  um  einen  einfachen  Balken  auf  zwei  Stützen  handelt, 
in  der  oberen  Faser  der  größte  Druck  a'  und  in  der  unteren  Faser 
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Punkt  3 : 

Punkt  4: 

Die  Werte  M^  und  i¥y  in  den  obigen  Ausdrücken  heißen  die  „Seiten- 
momente^^.  Sie  sind  nach  dem  Früheren  die  Momentensummen  des 
Balkens  an  dem  betrachteten  Querschnitte  infolge  der  Seitenkräfte 
Pcosä  und  Psinöc.  Statt  aber  die  letzteren  Kräfte  wirklich  aus- 
zurechnen und  dann  die  Momente  M^  und  My  zu  bilden,  wird  es 
meistens  einfacher  sein,  zunächst  das  Moment  M  der  betrachteten 
Stelle  infolge  der  wirklich  vorhandenen  Belastung  P  zu  bilden. 
Dann  ergibt  sich  nämlich: 

.  j  Mx  =  i/cosa  , 

\  My  =  i/sina  . 

Denn  es  ist  augenscheinlich  gleichgültig,  ob  man  sofort  die  Seiten- 
kräfte von  P  nimmt  und  deren  Momente  bestimmt,  oder  zunächst 
das  Moment  von  P  bildet  und  dann  na^jhträglich  mit  cosä  und 
sina  multipliziert. 
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Hierin  sind  J,  bzw.  Jy  die  Trägheitsmomente  des  Querschnittes 
in  bezug  auf  die  beiden  Hauptachsen  desselben,  und  zwar  ist  das 
kleinere  Trägheitsmoment  stets  in  den  Nenner  des  Bruches  von 
Formel  (IV)  zu  setzen.  JDer  Winkel  a  ist  der  spitze  Winkel 
zwischen  der  Lastenebene  imd  derjenigen  Hauptachse,  zu  der  das 
Tcleinere  Trägheitsmoment  gehört.  Der  Winkel  ß  ergibt  sich  dann 
als  der  Winkel,  den  die  NuUinie  mit  der  Achse  des  kleineren 
Trägheitsmomentes  bildet  {oc  und  ß  liegen  stets  zu  verschiedenen 
Seiten  derselben  Hauptachse ;  beides  sind  Winkel  zwischen  0  ^  und  90  ^). 

Die  Ableitung  der  FormiBl  (IV)  können  wir  auslassen,  da  die 
Untersuchung  nicht  so  wichtig  ist.  Die  größten  Spannungen  treten 
natürlich  in  den  Punkten  auf,  die  am  weitesten  von  der  Nullinie 
entfernt  sind,  (um  diese  Punkte  zu  bestimm^i,  kann  man  bei 
unübersichtlichen  Querschnittsformen  die  Nullinie  einzeichnen.) 

In  §  96,  II  wird  gezeigt  werden,  wie  man  für  jeden  beliebigen 
Querschnitt  die  Lage  der  Hauptachsen  auffinden  kann.  Der 
soeben  beschriebene  Weg  zur  Bestimmung  der  Spannungen  führt 
also  stets  zum  Ziele!  Allerdings  ist  die  Berechnung  ]bei  unregel- 
mäßigen Querschnitten  recht  langwierig. 

Beispiel.  Ein  I-N.-P.  20  hat  eine  Spannweite  l  =  160  cm  und 
ist  unter  einem  Winkel  von  a  =  20^  gegen  die  Horizontalrichtung 
gelagert.  (Die  Lagerung  geschehe  in  den  Schwerpimkten  der  End- 
flächen des  Trägers.)  Die  Belastung  besteht  in  einer  vertikalen 
Einzellast  von  P  =  1400  kg  in  Mitte  Spannweite.  Die  größten 
Spannungen  sind  zu  bestimmen!  (Fig.  172b.) 
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Der  Winkel  der  Last  mit  der  y-Adbse  beträgt  oc  =  20^    Das 

größte  Moment  ist 

^      PI      1400.160      _^^      ^ 
M  ^  —  == 2 —  66000  cmkg, 

folglioh  sind  die  „Seitenmomente^^ 

3f'=  56000 .  00820^  =  56000  •  0,940  -  52640  cmkg,     " 
Jf''=  56000 .  sin 20^  =-  56000  •  0,342  =  19150     „ 
Die  Widerstandsmomente  ergeben  sich  ans  den  Profiltabellen: 
Wg  =-  214  cm*  (in  bezug  an!  die  Achse  x — op), 
Tfy  =  25,9  „     („       „        „      „        „       y—y). 
Somit  berechnen  sich  die  größten  Spannungen  des  Balkens: 

r52640   .    19150^ 


± 


150\ 
>,9  ) 


214      '     25,! 
=  ±(246  +  739) 
.  =  ±985  kg/qcm. 

(Die  Lage  der  Nullinie  ergibt  sich,  mit  J,=2139cm*,  Jy=117  cm*,  zu: 

21  ^Q 
ctg^  =  :^tg20^  =  18,3 . 0,364  =  6,66  ; 

/?  =  8^30'.) 


IL  Die  Hauptachsen  des  Querschnittes  sind  unbekannt  oder  unbequem  gelegen. 

Die  folgenden  Formeln  gelten  für  jede  beliebige  Querschnitts* 
form  und  für  irgendeine  Lage  der  Ebene  der  äußeren  Exäfte.  Sic 
werden  zweckmäßig  dann  angewendet,  wenn  sich  die  Hauptachsen 
des  betreffenden  Querschnittes  nur  schwer  aufsuchen  lassen,  oder 
aber  jene  so  ungünstig  liegen,  daß  sich  die  Trägheitsmomente  und 
Abstände  nur  unbequem  berechnen  lassen. 

Da  derartige  Fälle  nicht  allzuoft  vorkommen,  möge  es  ge- 
nügen, einen  praktischen  Eechnungsgang  ohne  genauere  Beweis- 
führung zu  erläutern  (nach  Müller-Breslau):  Wir  legen  durch  den 
Schwerpunkt  des  Querschnittes  (Fig,  172  c)  ein  beliebiges  recht- 
winkliges Achsenkreuz  y — y  und  x — x  und  berechnen  das  Trägheits- 
moment J,  in  bezug  auf  die  »-Achse,  das  Trägheitsmoment  J^ 
in  .bezug  auf  die  y- Achse  und  das  Zentrifugalmoment  J^^^  in  bezug 
auf  die  beiden  Achsen.  (Das  Achsenkreuz  wählt  man  natürlich 
so,  daß  d^ese  Ausrechnungen  möglichst  bequem  werden.)  Die  Vor- 
zeichen für  die  Abstände  x  und  y  wollen  wir  so  nehmen,  daß  in 
den  beiden  Feldern  des  Achsenkreuzes,  durch  die  die  Lastenebene 
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dieser  beiden  Formeln  man  benutzt.    Ist  aber  a  =  0°,  so  wird  die 
zweite  Formel  unbrauchbar,  da  .ctg^  =  oo  ist.     Dann  liefert  die 

erste  Formel,  da  tgO®  =  0  ist,  den  Wert 

« 

(Va)  ctgi8  =  ^    (falls.«  =  0^). 

Ist  aber  ä  =-  90°,  so  wird  die  erste  Formel  unbrauchbar,  und  die 
zweite  liefert: 

(Vb)  ctg)?  =  ~—    (falls  Ä  =  90°) . 

(Es  ist  bekanntlich  tgO°  —  0 ,  tg90°  =  oo  ;  ctgO°  =  oo ,  ctg90°  =  0.) 
•  Ergibt  sich  aus  den  obigen  Formeln  für  ctg)8  ein  positiver  Wert, 
so  liegt  die  Nullinie  in  denselben  Feldern  des  Achsenkreuzes,  durch 
die  die  Lastenebene  geht.  Ist  aber  ct^ß  negativ,  so  ist  ß  in  den 
Feldern  aufzutragen,  in  denen  x  und  y  mit  entgegengesetzten  Vor- 
zeichen auftreten.  Immer  aber  ist  ß  als  spitzer  Winkel  von  der 
2^-Achse  aus  zu  zählen. 

Mit  Hilfe  des  berechneten  Wertes  ß  ergibt  sich  dann  die 
Spannung  in  irgendeinem  Punkte  m  des  Querschnittes ,  der  von 
der  y-  bzw.  o?- Achse  den  Abstand  x  bzw.  y  hat: 

y  —  X'  Qtgß 


(VI) 


o  =  Moosa-  _         ^   ^ 

«/»  — «/».y-Ctg/? 

bzw.  ,    ^ 


^y  —  ^x.y'^gß  * 

In  diesen  Formeln  ist  M  das  Biegungsmoment  des  Balkens  an  dem 
betrachteten  Querschnitte  infolge  der  Lasten  P.  Pur  die  Abstände  x 
und  y  des  betreffenden  Punktes  sind  natürlich  positive  oder  nega- 
tive Zahlen  einzusetzen,  je  nach  dem  Felde,  in  dem  der  Punkt  liegt. 
Falls  a  =  0°  ist,  wird  die  zweite  Formel  unbenutzbar  und 
die  erste  liefert: 

(Via)  a  =  Jf  /T'^^f  ,       (falls  ^  =  0°). 
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zium  ocmiusse  sei  aaraui  auimerKsani  gemacni},  aao  aie  ODige 
Bestimmung  der  Nullinie  und  der  Spannungen  natürlich  nicht 
mehr  gilt,  wenn  der  Balken  sich  nicht  frei,  d.  h.  rechtwinklig  zur 
Nullinie,  durchbiegen  kann.  Liegt  z.  B,  ein  nach  Fig.  171h  be- 
lastetes Winkeleisen  unmittelbar  neben  einer  Mauer,  durch  die  es 
in  vertikaler  Eichtung  geführt  wird,  so  kann  die  Nullinie  nur  die 
horizontale  Lage  haben.  Dann  gilt  für  die  Spannungsberechnung 
auch  das  Trägheitsmoment  bzw.  das  Widerstandsmoment  in  bezug 
auf  die  horizontale  Achse. 

§96. 

Entwicklung  von  Trägheitsmomenten.  Autsachung  der  Hauptachsen 
und  Hauptträgheitsmomente  eines  Querschnittes. 

I.  Entwicklung:  Ton  Träghelts-  und  Zentrifugalmomenten  für  ein 

beliebiges  Achsenkreuz,  falls  die  entsprechenden  Werte  für  ein  anderes 

Achsenkreuz  oc,y  bereits  bekannt  sind. 

Bei  der  Ermittlung  der  Spannungen  für  unsymmetrische  Quer- 
schnitte und  für  schräge  Belastungen  kam  es  vor,  allen  Dingen 
auf  dne  schnelle  Berechnung  der  Trägheitsmomente  an.  Es  möge 
nun  gezeigt  werden,  wie  man  die  Trägheitsmomente  eines  Quer- 
schnittes für  verschiedene  Schwerachsen  auseinander  .entwickeln, 
und  namentlich,  wie  man  st^ts  die  Hauptachsen  finden  kann. 

In  Fig.  173  a  soll  das  Trägheitsmoment  J»  i^  bezug  auf  die 
Achse  u — u  ermittelt  werden. 

Nach  der  gewöhnlichen  Eegel  würden  wir  die  Querschnitts- 
fläche in  lauter  Streifen  parallel  der  Achse  u—u  zerlegen  und  die 
Summe  der  Produkte:  Flächenstreifen  X  Quadrat  des  Abstandes 
bilden.  Statt  dessen  wollen  wir  uns  jetzt  die  einzelnen  Streifen 
noch  weiter  in  kleine  Vierecke  („Flächenelemente")  zerlegt  denken 
und  diese  mit  dem  Quadrate  ihrer  Abstände  multiplizieren.    Augon- 
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scheinlich  muß  dann  die  Endsumme  dieselbe  sein  wie  vorhin. 
Diese  Fläehenelemente  mögen  Af^j  Af^  ijisw,  heißen  (Fig.  173  a). 
Ihre  Abstände  von  der  u- Achse  seien  v^  v^  usw.  pann  können 
wir  also  J«  in  der  Form  schreiben: 

(I)  J«  =  ^/;-t??  +  ^l/2.i?2^  +  ... 

Ziehen  wir  nun  durch  den  Schwerpunkt  die  beiden  rechtwinklig 
zueinander  stehenden  Achsen  so — x  und  y — y  und»  bezeichnen  den 


I 


1  jrALÄ4ki(jd^':l.  ^..^r'^ 


Fig.  173. 


t-  ''iif 


f 


Winkel,  den  die  u-Achse  mit  der  o;- Achse  bildet,  mit  ^,  so   ist 
(Fig.  173  b): 

t?|  =  yi  cosÄ  —  x^  siUÄ  , 
entsprechend 

usw. 
Diese  Werte  in  Oleichung  (I)  eingesetzt,  ergibt 
(la)  Ju  =  ^fiiSfi  cosa  —  x^  sin^)' 

+  ^/^a(y«  C08«  —  x^  sina)* 
+  ..., 
J^^  =  Afiiy}  cos^a  —  2 a?, yi  sina  cosä  +  a?? sin^a) 
+  zl/'g (^2  cos^Ä  —  Ö  ojg  yj  sina  cosÄ  +  a?2  sin^a) 

+  •••    • 

Nun  fassen  wir  die  Glieder  mit  cos'^x,   mit  sin^cos^x  und  mit  , 

sin^(x  zusammen  und  erhalten:  \ 

J„  =  {Af^y} coB^oc  +  id/jylcos*«  +  . . .) 

—  {AfiX^y^  2sin(3ccos^  +  Af^x^y2  2s\naco&(x  +  . . .) 
+  {Afi.xfsin^a  +  Af2  a?|sin*a  +  ...). 


'::-^ü 


.  '»i->* 
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Da  2siii^cos(x  »  sin2(x  ist,  so  ergibt  sich  schließlich 

Ib)  J«  =  co8«a(zl/i •  y?  +  ^/a  •  y?  +  •  •  •) 

+  sin*a(J/i  •  a??  +  Af^  •  a?|  +  •  •  •) 
—  sin2  (K{Af^x^y^  +  Af^-x^-y^ +  ..,.) . 

Der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  läßt  sich  nun  folgendermaßen 
darstellen:  In  der  ersten  Klammer  steht  die  Summe  der  Produkte 
aller  Flächenelemente  mal  den  Quadraten  ihrer  Abstände  von  der 
rr-Achse.  Dieses  ist  aber  das  Trägheitsmoment  J«  des  Quer- 
schfiittes  in  bezug  auf  die  rr- Achse,  indem  statt  der  einzelnen  zur 
rr- Achse  parallelen  Flächenstreifen  deren  Flächenelemente  einge- 
setzt sind.  Entsprechend  stellt  die  zweite  Klammer  das  Träg- 
heitsmoment J^  in  bezug  auf  die  y-Achse  dar.  Und  die  letzte 
Klammer  ist  nichts  anderes  als  das  Zentrifugalmoment  J^^y  des 
Querschnittes  in  bezug  auf  das  Achsenkreuz  d»,  y.  Insgesamt 
ergibt  sich  also  aus  Oleichung  (Ib): 

(n)  Ju  =s  tT"»-  COS^OP  +  Jy  •  8ln«Ä  —  Jm,y'  SiöS  »  . 

Liegt  nun,  wie  in  Fig.  173a,  der  besondere  Fall  vor,  daß  die 
beiden  Achsen  x  und  y  Hauptachsen  des  Querschnittes  sind  (d.  h., 
daß  t7a;,y  =  0  ist),  so  ergibt  sich  für  J«  der  noch  einfachere 
Ausdruck: 

(IIa)  Ju  =  Jt'  cos^a  +  Jy  •  sin^a  • 

Wenn  wir  also  bei  einem  Querschnitte  für  zwei  rechtwinklig  zu- 
einander stehende  Achsen  die  Trägheitsmomente  und  das  Zentri- 
fugalmoment (letzteres  eventuell  gleich  Null)  kennen,  so  können 
wir  mit  Hilfe  der  Formeln  (11)  bzw.  (IIa)  für  jede  andere  Achse 
das  Trägheitsmoment  hinschreiben. 

In  entsprechender  Weise  wie  Formel  (II)  läßt  sich"  leicht 
folgender  Satz  ableiten:  Sind  bei  einem  Querschnitte  die  Werte  J,, 
Jy'ijnd  Ja.,y  für  ein  rechtwinkliges  Achsenkreuz  »,  y  bekannt,  so 
ergibt  sich  das  ZentrifugalmomerU  J«,„  für  ein  Achsenkreuz  w,  t?, 
dessen  u-Achse  mit  der  fl?-Achse  einen  Winkel  oc  bildet: 

(IH)  j;,,^  =  ^  (J,  —  Jy)  siB2  (X  +  e7a,,y  •  CCS3  Ä  . 

(Man  leite  diese  Formel  selber  ab!)  Waren  die  x-  und  die  y- Achse 
Hauptachsen,  so  ist  das  Zentrifugalmoment  des  neuen  Achsen- 
kreuzes: 

(III a)  J«.  i>  ==  2  ^"^^  ~"  "^^^  ®^^  ^  ^  ' 
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das  gegebene  Achsenkreuz  x,  y  bilden,  damit  das  Zentrifugal- 
moment Ju,v  des  neuen  Achsenkreuzes  gleich  Null  wird?  Indem 
man  in  Pormel  (III)  J^^^  gleich  Null  setzt,  ergibt  sich: 

sin2  öc  •  — -  (Ja-  -7  Jy)  =  — cos2  <%  •  7^.,^  , 


(IV)  tg2«  = 


—  2«7a.,y 


Job  —  Jy 

woraus  sich  der  Winkel  «  berechnen  läßt.  Wenn  wir  also  das 
Achsenkreuz  UjV^o  einzeichnen,  daß  es  gegenüber  dem  Ursprünge 
liehen  um  den  soeben  berechneten  Winkel  a  gedreht  erscheint,  so 
sind  u  und  v  Hauptachsen.  Auf  diese  Weise  kann  man  die  Lage 
der  Hauptachsen  eines  jeden  Querschnittes  beistimmen,  indem  man 
zunächst  für  ein  beliebiges  rechtwinkliges  Achsenkreuz  die  Werte  Jj^, 
Jy  und  J,^y  ausrechnet.  Die  Trägheitsmomente  für  die  Haupt- 
achsen ergeben  sich  dann  aus  den  Werten  J^.,  Jy  und  J,^y  mittels 
der  Formeln  (II).  Man  nennt  die  in  bezug  auf  die  Hauptachsen 
genommenen  Trägheitsmomente  die  ,,Hauptträgheitsmomente^^  des 
Querschnittes  (J/  und  J//). 

Jede  Symmetrieachse  und  die  zu  ihr  rechtwinklig  durch  den 
Schwerpunkt  gezogene  Achse  bilden  ein  Hauptachsenkreuz.  Da 
Gleichung  (IV)  stets  auflösbar  ist,  hat  jeder  Querschnitt  mindestens 
ein  Hauptachsenkreuz.  Der  Kreis  z.  B.  hat  aber  natürlich  un- 
endlich viele. 


III.  Die  Trägheitsmomente  für  die  Hauptachsen  sind  das  größte  und  das 
kleinste  aller  Trägheitsmomente  für  die  Schweracfasen  eines  Qaersohnittes. 

Wir  wollen  annehmen,  daß  durch  den  Schwerpunkt  eines 
Querschnittes  die  Hauptachsen  gezogen  und  für  diese  die  Träg- 
heitsmomente J/  und  Jij  berechnet  seien.  Legen  wir  dann  durch 
den  Schwerpunkt  noch  irgendeine  andere  Achse  u  und  berechnen 
auch  für  di^e  das  Trägheitsmoment  J«,  so  läßt  sich  folgendes 
zeigen:  Das  Trägheitsmoment  «7»  ist  stets  kleiner  als  das  größere 
und  größer  als  das  kleinere  der  beiden  Hauptträgheitsmomente. 
Nach  Pormel  (IIa)  ist  nämlich  zunächst: 

Ju  =  Ji  cos^a  +  Ju  sin^Ä  . 
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Ist  nun  z.  B.  Ju  kleiner  als  J/,  so  schreiben  wir 
J%  =  ^1  COS*Ä  +  Jj/(1  —  cos*<x) 
—  Ju  +  {Jl  -  Jll)  COB«Ä  . 

Da  Jj  —  Jn  positiv  ist  — '  denn  Ju  sollte  das  kleinere  der  beiden 
Hauptträgheitsmomente  sein  —  und  ferner  cos'^x  stets  positiv 
ist,  so  folgt,  daß  Ju  größer  als  Jn  ist. 

In  entsprechender  Weise  läßt  sich  zeigen,  indem  man  den 
Ausdruck  für  J^  in  der  Form  schreibt: 

Ju  =  J/(l  —  sin*a)  +  J//sin*a 
=-  Ji  —  {Jj  —  Jji)  sin*a  , 

daß  Ju  Meiner  als  J/  ist.  Der  Wert  von  Ju  liegt  also  zwischen 
den  Werten  von  Jj  und  Jjj.    Somit  ist  der  Satz  bewiesen: 

Die  HauptträgheitsmomeTUe  stellen  das  größte  unA  das  IcUinste 
von  allen  Trägheitsmomenten  dar,  die  zu  Sohtoerpunktsa^ohsefn  gehören. 

Die  eine  Hauptachse  hat  also  das  größte,  die  andere  das 
kleinste  Trägheitsmoment.  In  vielen  Fällen  erkennt  man  auch 
sofort,  zu  welcher  Achse  das  größte  und  zu  welcher  das  kleinste 
Trägheitsmoment  gehört.  In  Fig.  173  c — f  sind  mehrere  Quer- 
schnitte gezeichnet  und  die  Trägheitsmomente  Jmaz  und  Jnün  2u 
den  betreffenden  Hauptachsen  hinzugeschrieben. 
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Abschnitt  V. 
Die  Knickfestigkeit. 

Es  gibt  wohl  nur  wenige  Oebiete  der  Elastizitätstheorie,  auf 
denen  in  den  letzten  Jahren  so  intensiv  gearbeitet  ist,  wie  in  der 
Lehre  von  der  Knickfestigkeit.  Die  Veranlassung  hierzu  waren  zahl- 
reiche Bauunfälle  mit  zum  Teil  recht  verhängnisvollen  Folgen,  bei 
denen  sich  als  die  Ursache  des  Einsturzes  die  mangelnde  Festigkeit 
von  auf  Knicken  beanspruchten  Konstruktionsteilen  nachweisen 
ließ  (Quebecbrücke  in  Amerika,  Oasbehälter  in  Hamburg  u.  a.). 

Diese  intensive  Bearbeitung  der  Knickungslehre  hat  natürlich 
manche  neue  Untersuchung  zutage  gefördert.  Noch  wichtiger 
erscheint  es  mir  aber,  daß  hierdurch  eine  alte  Erkenntnis  bestätigt 
wurde,  die  eigentlich  selbstverständlich  ist,  die  aber  trot2dem  von 
vielen  Ingenieuren  immer  noch  nicht  beherzigt  wird.  Nämlich: 
daß  eine  Bechenmethode  nie  mechanisch  benutzt  werden  darf, 
sondern  daß  man  stets  der  Bedingungen,  unter  denen  die  be- 
treffende Formel  abgeleitet  wurde  und  für  die  sie  natürlich  auch 
nur  Gültigkeit  haben  kann,  eingedenk  bleiben  muß. 

Gegen  diesen  Grundsatz  ist  bei  der  Behandlung  von  Knickungs- 
aufgaben in  der  Praxis  vielfach  verstoßen.  Man  wendete  gewisse 
Bechenmethoden,  die  unter  ganz  bestimmten  Voraussetzungen  ab- 
geleitet waren,  auch  auf  solche  Fälle  an,  für  die  sie  gemäß  ihrer 
Ableitung  nicht  passen  konnten,  bzw.  nicht  ausreichten.  Die  Folge 
davon  war,  daß  die  betreffenden  Konstruktionsteile  in  Wirklichkeit 
durchaus  nicht  die  Sicherheit  besaßen,  die  man  auf  Grund  der 
(falsch  angewendeten)  Theorie  annahm,  und  infolgedessen  unter 
Hinzukommen  anderer  ungünstiger  Umstände  zusammenbrachen. 

Dieses  ist  also  die  Ursache,  weshalb  man  sich  in  den  letzten 
Jahren  so  eingehend  mit  der  Knickfestigkeit  befaßt  hat.  Manche 
bereits  früher  durchgeführte  Untersuchung  ist  in  ihrer  Wichtigkeit 
hervorgehoben  und  manches  Neue  ist  hinzugekommen.  Ein  Ingenieur, 
der  an  den  Arbeiten  der  letzten  Jahre  achtlos  vorübergeht  und  auch 
jetzt  noch  nach  altem  Schema  alle  die  verschiedenen  Knickungsauf- 
gaben mit  einer  Formel  abzutun  gedenkt,  handelt  einfach  fahrlässig. 
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I«  Anordnung  des  Yenaches. 

In   Fig   174  a  ist  ein  vertikaler  Stab  gezeichnet,   der  unten 
gelenkig  gelagert  und  oben   vertikal  geführt  ist.     Die  Belastung 

geschehe  durch  eine 
ebenfalls  vertikale 
Kraft  P.  Der  Stab 
sei  vollständig  ge- 
rade und  aus  ab- 
solut gleichmäßigem 
Material;  die  LastP 
wirke  genau  in  Eich- 
tung  der  Stabachse 
(d.  h.  in  der  Ver- 
bindungslinie der 
Schwerpunkte  der 
einzelnen  Quer- 
C  schnitte). 

Augenscheinlich 
liegt  hier  ein  Fall 
reiner  Druckbe- 
anspruchung vor. 
Trotzdem  ist  die  Aufgabe  nicht  einfach  mit  der  Formel  o  =  P:F 
erledigt,  sondern  wegen  der  Möglichkeit  des  Ausknickens  muß  eine 
besondere  Untersuchung  erfolgen. 

Die  Zahlenangaben  für  Fig.  174  seien: 

Material:  Flußeisen  mit  Elastizitätsmodul  ^  =  2150000  kg/qom; 
Durchmesser  d  =  2,5  cm ;  Länge  l  =  90,0  cm. 

Die  Last  P  nehme  vom  Werte  Null  an  allmählich  zu. 


{aj 
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n.  Ergebnisse  des  Yersuches« 
Erstes  Stadium:  Belastung  unter  der  KnicMasi. 
Solange  die  Last  gering  ist,  z.  B.  P  =  2000  kg,  zeigt  sich  an 
dem  Stabe  als  einzige  Formänderung. die  Zosamniendrückung,  die 
er  nach  dem  Hookescben  Gesetze  erleiden  muß.  Eine  seitliche 
Ausbiegang  findet  in  diesem  Stadium  noch  nicht  statt.  Ja,  noch 
mehr:  Wenn  man  den  Stab  absichtlich  etwas  ausbiegt  und  dann 
losläßt  (Fig.  174  b),  so  schnellt  er  von  selber  in  die  gerade  Stellung 
Fig.  174a  zurück  und  kommt  in  dieser  zur  Buhe.  Bekanntlich 
uennt  man  eine  solche  Gleichgewichtslage,  in  die  ein  Körper  von 
selber  zurückkehrt,  falls  er  absichtlich  etwas  daraus  entfernt  wurde, 
eine  „stabile"  Lage*  (Beispiel:  Das  Gleichgewicht  eines  auf 
seiner  Basis  ruhenden  Kegels;  u.  a.).  Wir  sehen  also  bei  unserem 
Knickversuch:  Bei  der  angenommenen  Belastung  von  P  =  200U  kg 
ist  für  diesen  Stab  die  ursprüngliche  gerade  Stellung  eine  stabile 
Gleichgewichtslage. 

Zweites  Stadium:  Belastung  über  der  KnioTchisi. 

Nun  möge  die  Last  wachsen,  z.  B.  auf  P  ^  5000  kg.  Bei 
dieser  Belastung  zeigt  sich  eine  grundsätzliche  Änderung  des  Gleich- 
gewichtszustandes: Der  Stab  verläßt  seine  ursprüngliche  gerade 
Gleichgewichtslage  und  nimmt  eine  gebogene  Stellung  an.^  Er 
knickt  aus. 

Man  beachte  wohl,  daß  dieses  Ausknicken  auch  dann  statt- 
findet, wenn  der  Stab  vollständig  gerade  war  und  die  Last  nach 
Möglichkeit  genau  zentrisch  wirkte.  Eigentlich  hätte  er  also  gar  keine 
Veranlassung,  auszuknicken.  Trotzdem  tut  er  es  aber.  Die  Sache 
liegt  genau  so  wie  bei  einem  auf  die  Spitze  gestellten  Kegel: 
Theoretisch  könnte  er  in  dieser  Stellung  im  Gleichgewichte  bleiben; 
praktisch  läßt  sich  aber  die  Stellung  als  Gleichgewichtslage  nicht 
aufrechterhalten.  Bekanntlich  nennt  man  eine  solche  Gleich- 
gewichtslage, die  ein  Körper  nur  vorübergehend  einnimmt  und 
bei  der  geringsten  Veranlassung  von  selber  verläßt,  „labil'^ 
Wir  sehen  also:  Bei  P  «=  6000  kg  ist'  für  diesen  Stab  die  gerade 
Stellung  eine  labile  Gleichgewichtslage. 

3.  Zusammenfassu/ng, 

Zusammenfassend  haben  wir  also  bei  unserem  Knickversuch 

geseheil :  Ein  auf  zentrischen  Druck  beanspruchter  gerader  Stab 

erfährt  bei  zunehmehder  Last  eine  grundsätzliche  Änderung  hin- 

achtlioh  des  Charakters  seines  Gleichgewichtszustandes:  Bei  ge- 

Fiieher,  Statik.  37 
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gewichtslage  einen   labilen   Charakter  annimmt,   nennen  wir 
die  Knieklast  Pk» 

Die  Ermittlung  dieser  Knicklast  P^  ist  natürlich  von  größter 
Wichtigkeit  für  die  Praxis.  Ist  ein  Stab  nahe  an  der  Knicklast 
beansprucht,  so  kann  er  selbst  bei  sorgfältigster  Zentrierung  nicht 
mehr  gehalten  werden.  Vielmehr  wird  er  bei  der  geringsten  — 
stets  vorliegenden  —  Veranlassung  ausknicken. 

§98. 

Bestimmung  der  Knicklast  nachi  JEhiler  und  v.  Tetmajer. 

Bei  der  rechnerischen  Bestimmung  der  Knicklast  wird  sich 
ein  Unterschied  ergeben,  je  nachdem  es  sich  um  einen  sehr  schlacken 
oder  einen  gedrungenen  Stab  handelt. 

L  Knicklast  gchlanker  Stäbe:  JEtilersche  Formel. 

Die  korrekte  Bestimmung  der  Knicklast  erfordert  sehr 
schwierige  mathematische  Ableitungen.  Wir  wollen  uns  deshalb 
darauf  beschränken,  den  Oedankengang  und  das  Eesultat  dieser 
Eechnungen  anzugeben. 

Die  ganze  Untersuchung  wird  auf  die  Frage  hinauslaufen: 
Wie  groß  ergeben  sich  die  Ausbiegungen  y  an  den  einzelnen  Stellen 
eines  Stabes,  auf  den  eine  gegebene  Kraft  P  zentrisch  einwirkt! 
Die  Lösung  dieser  Aufgabe  geschieht  auf  folgeuiie  Weise: 

1.  Mathematisches  Resultat, 
Wenn  ein  Stab  unter  einer  Last  P  ausbiegt,  so  ergibt  sich 
infolge  dieser  Ausbiegung  für  jede  Stelle  des  Stabes  ein  Biegungs- 
moment (Fig.  174  c).    Beispielsweise  ist  für  die  Stelle  m  des  Stabes 
Fig.  174c  dieses  Moment: 

M  =  Last  X  Hebelarm  =  P  •  y . 
Nun  wissen  wir  aus  der  Lehre  von  den  Durchbiegungen  (14.  Vor- 
trag): Wenn  wir  für  einen  Stab  die  Momente  angeben  können, 
so   können   wir  daraus  an   jeder  Stelle  die  Drehungswinkel  der 
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einzelnen  Elemente  gegeneinander  berechnen  und  aus  den  Winkeln 
schließlicli  auch  die  Einsenkungen.     (In  §  62  u.  f.  haben  wir  ja 
auf  diese  Weise  die  Drehungswinkel  usw.  berechnet.)     Im  Falle 
der  Fig.  174c  wird  die  Ausrechnung  dieser  Drehungswinkel  usw. 
allerdings    dadurch    Erschwert,    daß   in   dem    Ausdrucke   für  die 
Momente  M  die  Abstände  y  selber  noch  unbekannt  sind.    Immer- 
hin gelingt  es,  auch  für  diesen  Belastungsfall  eine  Formel  auf- 
zjistellen,  nach  der  man  die  Ausbiegungen  y  aus  der  Last  P  be- 
rechnen kann.     Und  zwar  ergeben  sich  je  nach  der  Größe  der' 
Last  P  ganz  verschiedene  Werte  für  die  Ausbiegungen  y . 
Bezeichnet  nämlich: 
l  =  Stablänge,  J  =  Trägheitsmoment,  E  =  Elastizitätsmodul, 
80  ergibt  die  Eechnung  folgende  Fälle: 

a)  Ist  die  Last  P  zwischen  den  Werten  0  bis  zu  dem  be- 

Tj  J 
sonderen  Werte  P  =  jt^  ^       •  gQ  kommt  für  die  Ausbiegungen  der 

Wert  „Null"  heraus. 

b)  Hat  P  den  besonderen  Weyt  P  =  ti''    —  - ,  so  kommen  für 

die  Ausbiegungen  y  yerschiedene  WeTte  heraus;   nämlich  soip^ohl 
der  Wert  „Null**  als  irgendein  anderer  Wert. 

c)  Wenn  P  über  den  soeben  erwähnten  besonderen  Wert 
hinausgeht,  so  ergeben  sich  hinsichtlich  der  Ausbiegungen  y 
wiederum  andere  Werte,  auf  die  wir  aber  nicht  einzugehen 
brauchen.  s^ 

Dieses  sind  also  die  mathematischen  Besultate,  zu  denen  die 
eingangs  erwähnte  Aufgabe  führt. 

2.  ^Phyailcaiische  Deutung  der  Resultate. 

a)  Wenn  sich  die  Ausbiegungen  y  gleich  Null  ergeben,  so  be- 
deutet dieses  augenscheinlich,  daß  der  Stab  gerade  bleibt.  Die 
Eechnung  zeigt  uns  also,  daß,  solange  die  zentrische  Last 

P  Icleiner  dU  ^^ -jf- 

V 

ist,  überhaupt  kein  Ausknicken  stattfindet. 

b)  Wenn  die  Aurbiegungen  sowohl  Null  als  auch  endlich  sein 
können,  so  bedeutet  dieses,  daß  der  Stab  entweder  gerade  bleiben 
oder  auch  ausknicken  kann.     Der  Wert 

(D  2>  =  .»^ 

ist  also  die  Grenze,  an  der  das  Verhalten  des  Stabes  unbestimmt 
wird.     Nun   zeigt  aber  eine  noch  weitergehende  üntersnohung, 
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daß  die.  gerade  Stellung  des  Stabes  (mit  den  Werten  y  =  0)  ein<^ 
labile  Gleichgewichtslage  darstedlt.  Wir  haben  somit  die  Größe 
der  Last  P  gefunden,  an  der  das  ursprünglich  stabile  Gleich* 
gewicht  des  geraden  Stabes  einen  labilen  Charakter  annimmt; 
d/  h.  der  obige  Wert  der  Last  P  bedeutet  die  Knieklast 
c)  Der  Fall,  daß 

kommt  für  die  Praxis  nicht  in  Betracht,  da  ja  schon  vorher 
ein  Ausknicken  stattgefunden  hat. 

Somit  haben  wir  aus  der  Betrachtung  der  Durchbiegungen  y 
diejenige  Last  gefunden,  bei  der  selbst  bei  sorgfältigster  Zentrierung 
ein  Ausknioken  des  Stabes  zu  erwarten  ist.  Bei  Erreichung  dieser 
Grenz<^  kann  der  Stab  theoretisch  zwar  noch  in  der  geraden  Stellung 
verbleiben;  praktisch  wird  er  es  aber  nicht  mehr  tun,  sondern  er 
knickt  aus. 

Die  Formel  (I)  heißt  die  EtUersohQ  Knickformel. 


n,  Knlcklaat  gedrungener  Stäbe:  Tetmalers^he  FormeL 
1.  Etnsehränkang  zur  Etaernehen  FormeL 
Die  Eulersche  Knickformel  ist  wiederholt  hinsichtlich  ihrer 
Übereinstimmung  mit   der  Praxis  geprüft.     Hierbei  ergibt  sich, 
daß  die  Formel  für  schlanke  Stäbe  sehr  gut  übereinstimmt;  da- 
gegen für  gedrungene  Stäbe  nicht.     Dies  hat  folgenden  Grund: 
Ein    Stab   von    dem    Querschnitte  F   und    dem    Trägheits- 
moment J  werde  bis  zur  Knicklast  belastet.    Es  werde  also  ge- 

EJ  * 

rade  P  =  tt«    —  .     Die  Druckspannung,  die  der  Stab  in  diesem 

Zustande  erfährt  —  die  sog.  „Knickspannung"  — ,  ist  dann: 


EJ 


o  = 


F 


oder,  anders  geschrieben, 

(II)  o  =  n^E 


JIF 


Falls  nun  diese  Spannung  a  bereits  oberhalb  der  Pro- 
portionalitätsgrenze liegt,  müssen  wir  erwarten,  daß 
unsere  ganze  bisherige  Untersuchung  unzutreffend  ist. 
Denn  die  bisherige  Untersuchung  der  Knickfestigkeit  knüpfte  an 
die  Berechnung  der  Abbiegungen  y   an.     Durchbiegungen  oder 
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überLaupt  elastische  Formänderungen  kann  man  aber  nur  dann 
berechnen,  wenn  das  betreffende  Material  unterhalb  der  Pro- 
portionalitätsgrenze  beansprucht  ist*  Folglich  wird  auch  unsere 
ganze  bisherige  Untersuchung  nur  dann  richtig  sein,  wenn  die 
Spannungen,  die  dabei  auftreten,  unterhalb  der  Proportionalitäts- 
grenze  bleiben. 

Au*  Grund  der  Formel  (II)  können  wir  direkt  angeben,  bis 

zu  welcher  Orenze  höchstens  die  bisherige  Untersuchung  richtig 

sein  kann.     Nehmen  wir  für  den  betreffenden  Stab  (Eisen)  an: 

Proportionalit&tsgrenze  o  =  2400  kg/qcm, 

Elastizitätsmodul  JE?  »  2 150  000       „      . 

Mit  Einsetzung  dieser  Werte  lautet  dann  die  Formel  (II): 


2400  = 

3,14« 

•  2150000 

?«   ' 

JIF 

2400 

1 

l* 

3,14« 

.2150000 

8840 

iJjF 

1/-1 

1 

l  \  8840        94 

^Wenn  also  bei  dem  betreffenden  Stab  (mit  der  Länge  l,  dem 
Querschnitt  F  und  dem  Trägheitsmoment  J)  der  Wert  {^J :F:l) 
gerade  gleich  1/94  ist,  so  ist  die  Spannung,  die  bei  der  Knicklast 
auftritt,  gerade  an  der  Proportionalitätsgrenze.  Dann  kann  man 
also  erwarten,  daß  die  bisherige  Untersuchung  zutreffend  sein  wird 
Ist  aber  der  Wert  {'}/jJF:1)  größer  als  1/94,  so  ist  die  zu  der 
Blnicklast  gehörige  Spannung  o  oberhalb  der  Proportionalitäts- 
grenze [denn  a  wächst  wie  {J:F):Pj  s.  Formel  (II)].  Dann  können 
wir ^ also  nicht  verlangen,  daß  die  ganze  Ableitung  (mit  den  Ab- 
biegungen  y  usw.)  noch  mit  der  Wirklichkeit  übereinstimmen  soll. 
Hiermit  ist  eine  Grenze  gefunden,  bis  zu  der  die  Eulerj^chen« 
Untersuchungen  noch  gültig  sein  können.  Man  sieht,  daß,  je 
größer  l  ist  im  Verhältnis  zu  {J:F)y  desto  kleiner  der  Bruch 
{^J:F :  l)  ist;  Die  Eulersche  Knickuntersuchung  wird  also  haupt- 
sächlich bei  schlanken  Stäben  (mit  großem  l)  zutreffen.  Bei 
gedrungenen  Stäben  (mit  kleinem  T)  kann  der  Bruch  (y J :  F:l) 
leicht  größer  werden  als  1:94,  so  daß  hier  die  Eulersche  Formel 
ungültig  wird. 

2.  Andere  Sehretbweise  der  Gleiehung  (IIa). 
Wegen  des  Folgenden  woUen  wir  für  die  Gleichung  (IIa)  noch 
eine  etwas  andere  Schreibweise  einführen.     Wir  nennen  nämlicli 
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Mit  dieser  Hilfsbezeichnung  lautet  die  Gleichung  (IIa): 

In  Worten:  Damit  die  bei  der  Knicklast  auftretende  Spannung  a 
höchstens  gleich  der  Proportionalitätsgrenze  (2400  kg/qcm)  wird, 
darf  das  Verhältnis'  von  Trägheitsradius  t  zu  Stablänge  l  höchstens 
gleich  1 :  94  sein.  Ist  bei  einem  Stabe  das  Verhältnis  i  :  l  größer 
als  1 :  94 ,  so  ist  die  Spannung  über  der  Proportionalitätsgrenze. 
Dann  ist  nicht  zu  erwarten,  daß  die  Eulersche  Knickuntersuchung 
noch«  zutreffen  wird. 

8.  Dia  Tetmajernehe  Formel. 

V.  Tetmajer  hat  zahlreiche  Versuche  angestellt,  um  praktisch 
zu  sehen,  an  welcher  Stelle  die  Gültigkeit  der  Eulerschen  Formel 
aufhört.  Er  hat  gefunden,  daß  die  Eulersche  Formel  ihre 
Gültigkeit  bereits  dann  verliert,  wenn  bei  dem  betreffenden  Stabe 
(aus  Flußeisen)  das  Verhältnis 

l  ~  105 
wird.  Dieser  Wert  ist  also  kleiner  als  der  vorhin  errechnete  Wert 
i:I  =  l:94;  d.  h.  nach  den  Versuchen  verliert  die  Eulersche 
Knickbetrachtung  bereits  bei  noch  recht  schlanken  Stäben  (mit 
großem  l)  ihre  Gültigkeit,  wo  sie  sie  eigentlich  noch  haben  müßte. 
Wahrscheinlich  kommt  dieser  Unterschied  zwischen  Beobachtung 
und  Eechnung  dadurch,  daß  bei  den  Tetmajerschen  Versuchen 
die  Belastung  nicht  immer  genau  zentrisch  wirkte. 

Augenblicklich  sieht  man  die  Tetmajerschen  Versuche  als  die 
beste  Grenzbestimmung  für  die  Eulersche  Formel  an.  Man  kehrt 
den  Bruch  i :  Z  =  1 :  105  gewöhnlich  um  und  schreibt  also: 

Die  Grenze  für  die  Zulässigkeit  der  Eulerschen  Knick- 
formel ist 

(III)  l:i  =  105. 

Ist  der  Stab  schlanker;  d.  h.  ist  l  größer,  und  somit  auch 
(Z:i)>105,  so  ist  natürlich   die  Eulersche  Formel  erst  recht  zu 
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benutzen.    Ist  aber  der  Stab  gedrungener,  also  Z :  <  <  105 ,  so  ist 
die  Eulersohe  Formel  unzulässig. 

Für  diesen  Fall,  daß  die  Eulersche  Betrachtung  versagt,  gibt 
nun  Tetmajer  eine  andere  Formel  an.  Er  verzichtet  darauf,  den 
Enickungsvorgang  mathematisch  zu  analysieren,  sondern  stützt 
sich  statt  dessen  auf  eine  Beihe  eingehend  durchgeführter  Versuche. 
Seine  Begel  lautet:  Wenn  ein  (gedrungener)  Stab  aus  Flußeisen, 
dessen  Länge  Z  und  dessen  Trägheitsradius  i{=iJ :  F)  ist,  durch 
eine  zentrische  Ejraft  auf  Knicken  beansprucht  wird,  so  beträgt 
die  Spannung,  bei  der  erfahrungsgemäß  das  Ausknicken  eintritt: 

(IV)  Knickspannung  ojf  =  (3)10  —  0,0114  ~j  t/qcm. 

Die  Knickkraft  ergibt  sich  hiernach  durch  Multiplikation  mit  der 
Querschnittsfläche: 

(V)  Knicklast'PÄ  =  jp(3,10  -  0,0114  |j  (in  Tonnen). 

Die  Formeln  (Y)   und  (lY)  entsprechen  also  den  Eulerschen 
Formeln  (I)  und  (U),  da,  wo  letztere  nicht  mehr  gelten. 


HI.  Zasammenlassnng  und  SchluBbetraehtung, 

In  diesem  Paragraphen  handelte  es  sich  um  die  rechnerische 
Bestimmung  der  (zentrischen)  Knickkraft. 

1-  Die  Untersuchung  der  Abbiegungen  y  führte  zu  dem 
Eesultat,  daß,  solange  die  Last  unter  einem  gewissen  Werte  bleibt, 
ein  Ausknicken  nicht  stattfindet  (da  die  Ausbiegungen  y  sich  gleich 
Null  ergeben).  Von  einem  gewissen^  Werte  an  kann  aber  ein 
Au^knicken  stattfinden;  und  es  wird  auch  stattfinden,  da  die 
gerade  Stellung  nur  noch  einen  labilen  Charakter  hat.  Dieser 
bestimmte  Wert  ist  nach  Euler: 


(1) 


Die  bei  dieser  Knickkraft  im  Stabe  auftretende  Spannung,  die 
sog.  yjKnicIcspannung^^j  ist  (mit  der  Schreibweise  fj:  F  =  i): 

.         (2)  ajc^j^  =  n^E^j^=^n^E[j'f. 

2.  Die  Betrachtung  dieser  Spannung  führte  nun  zu  der  Er- 
kenntnis, daß  die  ganze  Eulersche  Untersuchung  nicht  mehr  zu- 
treffen wird,  sobald  a^  bereits  jenseits  der  Proportionalitätsgrenze 
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L  Einfluß  einer  Eizentrizität 

Der  bisher  zugrunde  gelegte  Fall  war  der,  daß  die  knickende 
Kraft  zentrisch  wirken  sollte.  Dieser  Fall  ist  aber  in  der  Praxis 
sehr  selten.  Meistens  wird  die  Kraft  nicht  genau  in  der  Stab- 
achse wirken^  oder  letztere  ist  selber  nicht  genau  gerade,  so  daß 
ein  gewisser  exzentrischer  Kraftangriff  entsteht.  Die  Wirkung 
einet  solchen,  nie  zu  vermeidenden  Exzentrizität  auf  das  Knick- 
verhalten  des  Stabes  wollen  wir  nun  untersuchen. 
•  Wenn  auf  einen  Stab  eine  Kraft  exzentrisch  aufgebracht 
wird,'  wird  er  natürlich  sofort  etwas  nach  der  Seite  der  B[raft 
abbiegen.  Der  bei  zentrischem  Druck  anfänglich  bestehende 
Zustand  der  geraden  Stabachse  kommt  also  bei  exzentrischem 
Druck  überhaupt  nicht  vor.  Trotzdem  bedeuten  aber  diese  Ab- 
biegungen  noch  lange  kein  Knicken.  Denn  es  zeigt  sich,  daß 
diese  —  leicht  gebogene  —  Stellung  des  exzentrisch  belasteten 
Stabes  eine  stabile  Gleichgewichtslage  ist.  Wie  Versuche  er- 
geben, findet  ein  eigentliches  Ausknicken  erst  bei  annähernd  der- 
selben Belastung  statt,  wie  bei  zentrischem  Druck.  Allerdings 
gilt  dies  hauptsächlich  für  schlanke  Stabe.  Bei  gedrungenen 
Stäben  scheint  durch  eine  ursprünglich  vorhandene  Exzentrizität 
die  Knicklast  merkbar  herabgesetzt  zu  werden.  Doch  läßt  sich 
der  Einfluß  rechnerisch  nicht  verfolgen;  bzw.  es  fehlen  genügend 
Versuche  hierüber.  \ 

Natürlich  hat  aber  eine  Exzentrizität  Einfluß  auf  die  auf- 
tretende Spannung.  Denn  jeder  auf  Knicken  beanspruchte  Körper 
ist  zunächst  doch  auf  Druck  zu  untersuchen.  (Es  kann  eventuell 
P^  sehr  hoch  sein,  so  daß  der  Körper  gegen  Knicken  durchaus 
gesichert  ist,  während  er  dagegen  durch  den  Druck  zermalmt  wird.) 
Bei  dieser  Druckuntersuchung  tritt  die  Exzentrizität  insofern  in 
Erscheinung;  als  dcD  Fall  „Biegung  durch  exzentrischen  Druck*' 
(16.  Vortrag)  zu  berücksichtigen  ist.  (Näheres  s.  §  99,  Berechnung 
der  Stützen.) 

Ztisammenfassung. 
Bei  auf  Knicken  beanspruchten  Konstruktionsteilen  müssen 
wir  stets  auf  eine  Exzentrizität  der  Last  gefaßt  sein.  Doch  wird 
diese  Exzentrizität  bei  Berechnung  der  Knicklast  des  Stabes  — 
sowohl  bei  Pr^  wie  Pk{j^  —  nicht  berücksichtigt;  bei  schlanken 
Stäben  mit  Eecht,  bei  gedrungenen  Stäben  mit  weniger  Eecht. 
.  Die  Exzentrizität  ist  natürlich  zu  berücksichtigen  bei  der  Be- 
jrecbnung  der  im  Stabe  auftretenden  Normalspannung. 
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II.  Die  Art  der  Stützung  des  Stabes  (Einspannang), 
Den  bisherigen  Knickuntersuchungen  ist  der  Fall  zugrunde 
gelegt y  daß  der  betreffende  Stab  an  beiden  Enden  Gelenke  hat, 
von  denen  das  eine  gelagert,  das  andere  geführt  ist  (Fig.  174  und 
Fig.  175b).  Das  Kennzeichnende  dieser  Stützungsart  besteht  darin, 
daß  beide  Enden  sich  frei  drehen  können..  In  Fig.  175  a,  o  und  d 
sind  nun  noch  andere  mögliche  Stützungsarten  gezeichnet; 
Fig.  175a.*  unten  eingespannt,  oben  vollständig  frei;  Fig.  175c: 
unten  eingespannt,  oben  gelenkig  geführt;  Fig.  X75d:  oben  und 
unten  eingespannt  (das  obere  Element  also  eingespannt  geführt, 
so  daß  es  sich  nicht  drehen  kann). 

Zu  jeder  dieser  Lagerungsart  ist  in  Fig.  175  die  Knicklast  Pj^, 
und  zwar  nach  Euler,  hinzugeschrieben.  Für  den  Fall  II  haben 
wit  sie  in  den  vorigen  Paragraphen  bestimmt;  für  die  übrigen 
Fälle  werden  sie  entsprechend  gefunden. 


t" 


i 


t 


12" 


\V 


'.nZ 


Vc) 


I2r 


'd) 


ä^-äV        v-ttm        P-zst^^      ^l^^^ 

Fig.  175.  «  <  • 

Bezeichnet  man  den  Fall  II,  gewissermaßen  als  den  Normal- 
fall, mit  1,  so  verhalten  sich  die  einzelnen  Knicklasten  wie 
V4:l:2:4. 

Hinsichtlich  des  Vorkommens  der  einzelnen  Fälle  sei  noch  be- 
merkt: Fall  n  ist  fast  stets  anzunehmen,  namentlich  bei  Stützen, 
Druckgliedern  bei  Fachwerken,  usw.  Fall  I  (der  erheblich  ungünstiger 
ist)  ist  natürlich  dann  anzunehinen,  wenn  die  obere  Führung  gänzlich 
fehlt  oder  unzuverlässig  ist.  Die  Fälle  III  und  lY  (die  erheblich 
günstiger  sind)  sind  fast  nie  anzunehmen,  da  eine  wirkliche,  ab- 
solut zuverlässige,  Einspannung  in  der  Praxis  kaum  vorkommt. 
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Diese  Untersuchungeii  beziehen  sich  anf  den  Fall,  daß  die 
Knicklast  nach  Euler  zu  berechnen  ist.  Tetmajer  gibt  in  seinem 
Buciie  nur  Angaben  über  den  II.  Fall,^  der  ja  auch  fast  stets  vor- 
liegt und  auf  den  sich  seine  Versuche  erstreckten.  Im  Falle  I  ist 
die  Knickkraft  entsprechend  kleiner  zu  nehmen.  Eine  Erhöhung 
der>  Knickkraft  anzunehmen,  falls  eine, —  mehr  oder  minder 
gute  —  Einspannung  vorliegt,  ist. auch  hier  nicht  zu  empfehlen. 

Zusammenfassung' 
Auf  die  Größe  der  von  einem  Stafce  ausgehaltenen  Knicklast 
ist  seine  Lagerung  von  bedeutendem  Einfluß,  indem  sich  seine 
Knicklasten  verhalten  wie  ^1^:1:2:  4.  Für  die  Praxis  ist  meistens 
der  Fall  II  anzunehmen,  vorausgesetzt,  daß  nicht  der  (noch  un- 
günstigere) Fall  I  vorliegt. 


in.  Eintluß  des  Materials  des  Stabes. 

Das  Material  des  Stabes  ist  natürlich  ebenfalls  von  großem 
Einfluß  auf  seine  Knicklast.  Bisher  haben  wir  Flußeisen  unter- 
sucht.    Wie  lauten  nun  die  Formeln  für  andere  Materialien  t 

1.  Die  EuUrschen  Formeln  * 

bleiben  unverändert,  nur  daß  für  den  Wert  ,yS"  jedesmal  der 
Elastizitätsmodul  des  betreffenden  Materials  einzusetzen  ist.  Hier- 
durch ist  der  verschiedenen  Widerstandsfähigkeit  gegen  Knicken 
bei  den  verschiedenen  Stoffen  Bechnung  getragen. 

Natürlich  ist  je  nach  dem  Material  auch  die  Grenze  eine 
andere,  bis  zu  der  die  Eulersche  Knickuntersuchung  überhaupt 
gültig  ist.  Denn  diese  Grenze  hängt  ja  von  der  Propbrtionalitäts- 
grenze  des  betreffenden  Materials  ab.  Nach  Tetmajers  Versuchen 
sind  diese  Grenzen: 

bei  Flußeisen Z :  i  =  105 

i 

„  Schweißeisen  ,  .  I :  t  =  1 12 

(I)  <    „  Gußeisen ^ .  Z : »  =    80 

„  Bauholz   l:i  =  100 

„  Flußstahl   ....Z:i=    90. 

Wenn  also  l  größer  ist  (d.  h.  wenn  der  Stab  schlanker  ist), 
gelten  die  Eulerschen  Formeln;  sonst  die  Tetmajerschen. 
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vielfach  deshalb  erfolgt  sind,  weil  ein  derartig  zusammen- 
gesetztes Profil  nicht  dasselbe  hält  wie  ein  einheitlicher 
Querschnitt,  und  daß  die  in  der  Praxis  übliche  Verbin- 
dung der  Teilprofile  häufig  zu  schwach  ist. 

Leider  ist  die  theoretische  Behandlung  dieses  Falles  sehr 
schwierig  und  trotzdem  nicht  vollkommen.  Wir  wollen  deshalb 
zunächst  die  bisher  übliche,  angenäherte  Eechenmethode  vorführen. 
Von  den  neueren,  schärferen  Untersuchungen  möge  nur  ein  von 
Professor  Krohn  (Danzig)  angegebenes  Verfahren  erläutert  werden, 
das  zwar  in  theoretischer  Hinsicht  durchaus  nicht  lückenlos  ist, 
das  aber  wenigstens  für  die  Praxis  sehr  bequeme  Formeln  liefert. 
Im  Zusammenhange  damit  wird  dann  auch  auf  die  Berechnung 
der  Bindebleche  usw.  eingegangen  werden. 

1«  Bisheriges  Yertahren« 
Wenn  ein  Stab  aus  mehreren  Profilen  zusammengesetzt  ist, 
z.  B.  aus  2  E-£isen  (Fig.  175 °a  und  b),  so  rechnet  man  bis  jetzt 
wohl  allgemein  folgendermaßen: 

a)  Untersuchung  hinsichtlich  Knicken.  Zunächst  wird  der 
Stab  als  Ganzes  betrachtet.  Man  berechnet  also  für  den  Quer- 
schnitt das  Trägheitsmoment  für  die  a?-Achse  und  für  die  y- Achse. 
[J^  direkt  =  2  X  Trägheitsmoment  eines  E -Eisens;  Jy  unter  Be- 
nutzung der  Formel  J,»  =  J  +  1^  •  a*.]  Mit  diesen  Werten  ver- 
fährt man  hierauf  genau  so  wie  hei  einem  vollen  Stabe:  Man 
nimmt  an,  daß  der  Stab  um  die  Achse  knicken  wird,  die  das 
kleinere  Trägheitsmoment  hat,  und  dieses  wird  in  die  Eulersche, 
bzw.  Tetmajersche  Formel  zur  Berechntmg  der  Enicklast  P^  ein- 
gesetzt. Der  Vergleich  von  P^  mit  der  aufzunehmenden  Last  P 
ergibt  dann,  ob  der  ^  Stab  als  Ganzes  knicksicher  ist. 

Dann  untersucht  man  die  Einzelstäbe,  aus  denen  der  Cte- 
samtstab  zusammengesetzt  ist.  Hierbei  nimmt  man  an,  daß  die 
Oesamüast  P  sich  gleichmäßig  auf  die  Einzelstäbe  verteilen 
wird.  Durch  diese  Annahme  hat  nian  den  Lastanteil  P'  jedes 
Einzelstabes,  und  kann  nun  vergleichen,  ob  seine  Enicklast  (Trag- 
fähigkeit) Pjc  entsprechend  größer  ist  als  seine  aufzunehmende 
Last  P\  [Bei  Berechnung  von  P'x  muß  man  natürlich  das  kleinste 
Trägheitsmoment  des  betreffenden  Einzelstabes  einführen.  Seine 
E  nicklänge  ist  der  Abstand  c  zwischen  zwei  Bindeblechen.] 

b)  Untersuchung  der  Verbindungsteile  (Bindebleche,  Vergitte- 
rung). Deren  Berechnung  macht  man  mdh  noch  bequemer:  man 
berechnet  sie  überhaupt  nicht. 
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Standsmoment  TF,   so  ist   also   die  durch  das  Ausbiegen  in  den 

Stab  hineinkommende  Biegungsspannung:   ot,  =    _ ^    .     Und  die 

Gleichsetzung  dieses  Ausdruckes  mit  dem  zweiten  Gliede  der 
Tetmajerschen  Formel  für  die  Spannung  o^  würde  liefern: 

(D  4-0,0114]^. 

Hiermit  w&e  dann  tatsächlich  ein  Ausdruck  für  die  Aus- 
biegung d  gefunden,  die  unser  Stab  bereits  kurz  vor  dem  eigent- 
lichen Ausknicken  aufweisen  wird« 

Mit  Hilfe  dieser  Ausbiegung  d  bestimmt  Professor  Krohn  den 
Anteil  der  Gesamtlast,  der  auf  den  am  meisten  beanspruchten  Stab 
entfällt,  zunächst  zu  ..        .. 

Hieraus  ergibt  sich  dann  durch  Einsetzung  des  obigen  Wertes 
für  d  und  nach  einigen  Umformungen  die  Hauptformel: 

rrr\  t>  t>  68  Ä 

(II)  Jfi  =  F'  TöpT  _  ,    (bei  zwei  Einzelst&ben), 

worin  bedeutet:  h  den  Abstand  der  Schwerpunkte'  der  beiden 
Einzelst&be  voneinander,  l  die  Knickiänge  des  Stabes  (Fig.  175  ""a 

und  b.) 

Ist  der  Gesamtstab  aus  mehr  als  zwei  Einzelstäben  zusammen- 
gesetzt, so  erweitert  sich  die  Formel  (II)  zu: 

F.       272 
(IIa)  Pj  =  -P  --p r      (bei  mehreren  Stäben), 

272-4^ 
t 

worin  bedeuten:  P^  wiederum  die  auf  den  äußersten  (d.  h.  am 
meisten  beanspruchten)  Stab  entfallende  Last;  F^  dessen  Quer- 
schnittsfläche; F  den  Ge$amtquerschnitt;  (2:i)  das  Verhältnis  von 
Knicklänge  zu  Trägheitsradius  beim  Gesamtstab. 

Auf  diese  Weise  wird  also  der  größte  Lastanteil  bestimmt. 
Andererseits  berechnet  man  die  Knicklast  P^,  die  der  betreffende 
Einzelstab  überhaupt  aushalten  kann,  und  hat  dann  aus  dem  Ver- 
hältnis von  Fr: Fl  die  Sicherheit  gegen  Knicken,  die  dieser  meist 
beanspruchte  Stab  und  mit  ihm  die  gesamte  Konstruktion  bietet. 
Hiermit  ist  die  Knicksicherheit  der  Konstruktion  hinsichtlich  der 
freien  Achse  y — y  untersucht. 
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b)  Die  Beanspruchung  der  Bindehleche  usw. 
ist  bereits  früher  von  Professor  Engesser  untersucht  und  soll  jetzt 
im  Zusammenhang  mit  den  Krohn&chea  Arbeiten  angegeben  werden. 
a)  Die  Querkraft  in  einem  ausgeknickten  Stabe.  Denkt  man 
sich  durch  den  ausgebogenen  Stab  einen  Querschnitt  gelegt,  so 
tritt  in  diesem  Schnitte  eine  horizontale  Schubkraft  auf,  deren 
größter  Wert  (an  den  Stabenden)  beträgt: 

(m)  Q^p.d.j. 

[Diese  Schubkraft  wird  aus  dem  Satze  gefolgert:  Der  unterschied 
zweier  aufeinanderfolgender  Momente  ist  gleich  der  Querkralt  an  dieser 
SteUe  X  dem  Abstand  der  beiden  Querschnitte.  *  Die  Momente  beim  aus- 
gebogenen Stab  wachse^  ja  entsprechend  den  Au&biegungen.] 

Indem  man  nun  für  d  den  vorhin  angestellten  Ausdruck  (I) 
einsetzti  ergibt  sich  diese  Querkraft  schließlich: 

W 

(m)  Q  =  -— -^  (bei  mehrerem  Stäben), 

worin  W  das  Widerstandsmoment  und  i  den  Trägheitsradius  des 
Oesamtstabes  bedeuten.  Besteht  letzterer  nur  aus  zwei  Binzel- 
Stäben,  so  läßt  si(di  die  Formel  vereinfachen  zu 

F 
(nia)  0  =  TT  0>ei  zwei  St&ben), 

14 

worin  F^  die  Querschnittsfläche  eines  Einzelstabes  bedeutet. 

ß)  Mit  Hilfe  dieser  Querkraft  ergibt  sich  nun  die  Beanspruchung 
der  Bindebleehe  und  der  Yergittemng. 

Geschieht  die  Verbindung  durch  Bindebleche  (Fig.  175^b),  so 
wird  die  auf  ein  solches  Blech  entfallende  Ejraft  genau  so  be- 
rechnet, wie  die  Kraft,  die  auf  die  Niete  eines  gewöhnlichen 
Blechträgers  entfällt.    Für  letztere  lautet  die  Formel  bekanntlich: 

er 

N  =  Q~*e  {% 78).    In  Fig.  176"*  ist  hier  an  Stelle  der  Nietteilung e 
J 

der  Abstand  o  der  Bindebleche  einzusetzen,  so  dafi  sich  fdr  die 

Kraft  T  ergibt:  « 

[iS  =  statisches  Moment  eines  Einzelstabes;  J  »  Trägheitsmoment 
des  Oesamtstabes,  c  =»  Abstand  der  Bindebleche.]  Setzt  man  hierin 
für  Q  den  vorhin  aufgestellten  Ausdruck  (III)  ein,  so  erhält  man 
für  I  den  Ausdruck: 

Ty         a 

(IV)  I  =  -^-7  •  —  0  (bei  mehreren  StÄben). 

FUeher,  Statik.  38 
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Zahlenangaben: 
jE?  =  2 170000  kg/qcm ;     l  =  92,5  cm ;     1^  ==  1,82  •  3,01  =  5,47  qcm ; 
kleinstes  Trägheitsmoment 

J  -  /-  3,01 . 1,82»  =  1,51  cm*. 

(Dieses  und  das  folgende  Beispiel  sind  entnommen  aus:  Kannan, 
„Untersuchungen  über  Elnickf estigkeit^' ;  8.  Literaturangaben  am 
Schlüsse  dieses  Paragraphen.) 

Zunächst  untersuchen  wir,  ob  in  diesem  Falle  die  Eulersche 
oder  die  Tetmajersche  Betrachtungsweise  maßgebend  ist.  Zu 
diesem  Zwecke  berechnen  wir  den  Hilfswert: 


Trägheitsradius  i  =  1/^  =^  l/^  =  ^^^^  =  0,526 


cm 


und  ferner  das  Verhältnis 

l        92,5 


=  176. 


i       0,526 

Dieses  Verhältnis  ist  größer  als  90.     Folglich  ist  die  Eulersche 

Formel  anzuwenden. 

Die  Knicklast  selber  ergibt  sich  nun: 

.^'J       ^,,,  2 170000  kg/cm2. 1,51  cm* 
^ic  =  -*-^-3,14« ^^^^ 

_  2170000-1,51 

^'^^  92,5«  ^^' 

Pk  =  3780  kg. 
Znsatz:  Dieser  Stab  ist  entnommen  den  Versuchsreihen  aus 
der  jffarman  sehen  Arbeit.  Es  ergab  sich  beim  Versuche  in  der 
Festigkeitsmaschine,  daß  bei  dem  Stabe  das  Labilwerden  des 
Gleichgewichtszustandes  eintrat  bei  einer  Last  von  3770  kg.  Also 
eine  vorzügliche  Übereinstimmung  von  Theorie  und  Praxis  (wie 
meistens  bei  sehr  schlanken  Stäben). 

Zweite  Aufgabe, 

Dieselbe  Aufgabe    wie    vorhin;    nur   seien   die  Abmessungen: 
l  =  52y8  cm;  F  =  2,51  •  4,00  cm. 

Wir  berechnen  zunächst  die  erforderlichen  Hilfewerte: 

F  =  2,51 . 4,00  =  10,04  qcm;     J  =  ^4,00  •  2,518  =  5,27  cm*; 


j       0,725 


Digitized  by 


Google 


—     59T     — 

Der  Wert  (i:i)  hat  sieh  kleiaer  als  90  erg^bw.  fol^ch  mitS  Oi^^ 
Tetm^kjefseheForBfil  «ogewendet  wefd^eo.  Wir  findeii  di^KoickJa^: 


Px  =  fU^  -  0.0062  II 


=  10,04  qem  (3,35  ~  0.0062 « T3)  t,  qcm 
=  10,01 -2,897  =  29,1t. 
Zonli:  Beim  Yefsaebe  knickte   dieser  Stab   bei  eiaer  lia^t 
Ton  29600  k^  aiB.    iJso  ebenfalls  eine  gute  Übewnstiniamn^. 

Drittt  A«tga»#w 

Für  äen  t»  Fi§.  17S°e  mmdd  ftsstkhm^itn  ZMSikmm^m^$SifUt^m 
Stab  Ut  die  KnicilaH  am  benehmen! 

Gesamtlange  I  =  625,0  cm ;  Knicklange  de^  Einz^t^be  (iwiseheu 
den  Nieten  d»  Vergittening)  V  —  35,0  cm.  Fläche  eines  C-Ki^en» 
Fl  =  47,4  qem;  also  GesamtiUche  f  =  2  •  47,4  =  94,8  qcm.  Tr^g^ 
heitsmoment  eines  E -Eisens  in  beiug  auf  seine  Achse  st — z: 
Jx=  190  cm^:  Trägheitsmoment  des  Gesamtquerschnittes  in  bezug 
auf  die  „freie  Achse"  f — jf :  J,  =  13340  cm*.  Abstand  der  Schwer- 
pnnktsachsen  h  =  23,38  cm. 

[Dieser  Stab  entstammt  einer  Ton  Professor  Krohn  verOffentlioht^a 
Beihe  Ton  Yersueh«!,  die  in  Frankreich  angestellt  irurden»  und  die  die 
Verwendbarkeit  der  Krohnsohen  Formeln  dartun.] 

Bei  dem  mit  diesem  Stabe  ausgeführten  Versuche  waren  die 
Enden  derartig  in  Schneiden  gelagert,  daß  ein  Ausknicken  nur 
nm  die  Achse  y — y  stattfinden  konnte.  Es  braucht  also  auch  nur 
die  Knicklast  für  diese  Achse  festgestellt  bu  werden. 

L  Bisheriges  Verfahren. 

1.  Der  Stab  als  Ganzes  betrachtet  ergibt  eine  Kuieklast  in 
bezug  auf  die  Achse  y — y: 

l  «  625,0  cm;     F  =  94,8  cm«;     J  =  13 340  om^ 

♦  =  yi3  340:  94,8  =  11,9  cm ;      -,  -  ^^^'^  -  52,6. 
-  '  %        11,9 

Somit  wird  (nach  Tetmajer) 

Pk  =  94,8  (3,10  -  0,0114  •  52,6)  =  94,8  (3,10  -  0,6(1) , 
Pk  =  237  t. 

2.  Jeder  Einzelstab  müßte  also  einen  Anteil  aufnehnion 
können  von  |237  =  118,5  t.  In  Wirklichkeit  kann  er  auf  nehmen : 

r=35,0em;     ^  =  47,4cm2;     J  -  190  cm*, 

t  -  yi90747;4  =  2,0  cm;  ^-~  =  ^^jj  -  17,5. 
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Für  den  Gesamtstab  ist 

«-E-J^      oi.«    2150000.13340 
Pir(fi)  =  ^^-|r-  =  3,14« ^^^^ , 

JPk(^)  =  725  000  kg  «  725  t 

Die  Einzelstäbe  haben,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  bei 
einer  Knicklänge  von  35  cm  eine  weit  größere  Knicklast  als 
i  •  725  t.  Der  Stab  würde  also  nach  Euler  erst  bei  einer  Last 
von  725  t  ausknicken.  (Wahrscheinlich  also  gar  nicht;  denn  vorher 
wäre  er  schon  durch  die  reinen  IS^ormalspannungen  a  zerstört.) 
Er  ist  aber  ausgeknickt  bei  220  t! 

Dieser  Versuch  lehrt  doch  wohl  deutlich,  daß  es  nicht  an- 
gängig ist,  die  ganze  Knickungstheorie  —  wie  es  vielfach  noch 
geschieht  —  mit  der  einen  Formel  P  =  ti*.  . .  abmachen  zu  wollen. 

Vierte  Aufgabe« 

Die  Bindebleche  und  Vergitterungen  einer  Stütze  sind  zu  he- 
reehnen!    (Nach  Kröhn.) 

Die  Stütze  ist  in  Fig.  175°e — g  gezeichnet.  Der  Querschnitt 
eines  Einzelstabes  (C -Eisen  N.  P.  30)  ist  F^  «=  58,8  qcm.  Der 
Schwerpunktsabstand  %  ist:  h  =  30,4  cm. 

a)  Die  Verbindung  geschehe  nur  durch  Bindebleche  (Fig.  175  ^f). 
Als  Abstand  der  Bindebleche  ist  >gewählt  c  =  88  cm.  Der  Abstand 
der  Nietreihen  ist  ä'=«  35,0  cm  (Fig.  175  ^'g).  Dann  berechnen 
wir  nach  den  Kiohnschen  Formeln: 

1.  Schubkraft  in  Eichtung  des  Stabes  pro  Bindeblech: 

2^  =^  •  -^1  TTv  =  17  •  58,8  : 


2    ^  14Ä       2    '^"'14-30,4  ' 
T  =  ~12,16==  6,08  t. 

(I,  weil  jedes  C-Eisen  zwei  Bindebleche  —  an  der  Vorder-  und 
an  der  Eückseite  —  trägt.) 

2.  Hierdurch  entsteht  für  das  Bindeblech  ein  Moment 

Jf  -  T^^  =  6,08  .^  =  106 cmt. 

Das  Trägheitsmoment  eines  Bindebleches  ist  in  dem  durch 
die  Niete  geschwächten  Schnitte  (Fig.  175 ''g): 

J^  =  A  .  0,8 .  17,03  ~  2  . 0,8  . 2,0  •  (^)'=  263  cm*. 
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iderstandsmoment 

W  =  -|^  =  30,9  cm», 

betende  ^annnng: 

=  "ip^  =  30^  =-  3,4  t/qcm  =  3400  kg/qcm. 

annung   des  Bindebleches   liegt   also   noch   unter  der 
). 

em  ist  das  Bindeblech  noch  für  die  Schubkraft  T  zu 
ch  wird  diese  beim  Bindeblech  vernachlässigt. 
Niete  müssen  ebenfalls  die  Schubkraft  T  in  Eichtung 
se  und  das  Moment  M  übertragen, 
ait  T  verteilt  sich  auf  zwei  Niete;  also  pro  Niet  |  T. 
Momentes  M  muß  jeder  Niet  eine  Einzelkraft  aus- 

-^-^-".'^ 

aen  mit  der  Schubkraft  T  ergibt  sich,    da  H  und  T 
zueinander  stehen,  also  pro  Niet  eine  resultierende 

^  =  l/ff*+  (|-)'=  yil,8«+  3,04«=  12,2  t. 

biubspannung,  die  der  (einschnittige)  Niet  im  Augen- 
Lusknickens  erhält,  ist  somit 

4  4 

i  Bindebleche  und  Anschlußniete  berechnet. 
Verbindung  geschehe  durch  Vergitterung  (Fig.  175°h). 
bchst  berechnen    wir   die  rechtwinklig   zur  Stabachse 
lerkraft  pro  Gitterwand: 

1     F,_l     58,8 

gitterung  vorn  und  hinten  ist,  nimmt  jede  Wand  nur 

ron  (i^i :  14)  auf.] 

Q  ergibt  sich  dann  die  auf  eine  Diagonale  entfallende 

Der  Winkel  q?  zwischen  Diagonale  und  Vertikalgurt 

Somit  wird  die  Diagonalkraft 

sm9?      sin45       0,71 
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Gewählt  sind  Flacheisen  6,0  •  1,0  mit 

F  =  6,0  qcm,    J^in  =-  iV  ^0  •  1,0»  =  0,5  cm*. 
Die  Knicklänge   betragt  rund  49  cm.     Die  Diagonalen   könnten 
also  eine  Knicklast  aufnehmen  (nach  Eoler): 

^    '      .    2150000-0,5        ,_^, 
Pk  =  ^^ igi =  4500  kg. 

Die  Diagonalen  reichen  somit  ans,  um  die  Kraft  J9t  in  jeder 
Hinsicht  (als  Zug  wie  als  Druck)  zu  übertragen. 

Znsatz.  Es  ist  bereits  darauf  hingewiesen,  daß  die  Krohn- 
sehen  Formeln  sehr  gut  mit  Versuchen  übereinstimmen.  Trotzdem 
darf  man  sich  nicht  darüber  täuschen,  daß  sie  in  theoretischer 
Hinsicht  nur  ein  Notbehelf  sind,  weil-  wir  andere  handliehe 
Formeln  für  die  Praxis  überhaupt  noch  nicht  haben.  Die  An- 
wendung der  Biegungsformel  o  =  M :W  bei  der  Berechnung  der 
Spannung  im  Bindebleche,  und  vieles  andere  in  der  Ableitung, 
kann  natürlich  nicht  genau  stimmen. 

Hinsichtlich  der  Bindebleche  usw.  sei  noch  gesagt,  daß  man  sie 
namentlich  an  den  Enden  des  Stabes  sehr  reichlich  nehmen  soU. 


Geschichtllehes  und  literarische  Angaben« 

Die  EtUer  sehen  Arbeiten  über  die  Auabiegungen  eines  auf  Knickung  be- 
anspruchten Stabes  gehören  zu  den  ältesten  Untersuchungen  der  Elastizitftts- 
theorie  überhaupt.  Sie  stammen  bereits  aus  dem  Jahre  1757  und  sind  eine 
Frucht  der  Studien,  die  Euler  —  als  Erster  —  über  die  Gestalt  eines  ge- 
bogenen Stabes  im  allgemeinen  angestellt  hat.  In  neuerer  Zeit  sind  dann 
diese  mathematischen  Untersuchungen  aufgenommen  und  weitergeführt, 
wobei  als  die  für  die  Technik  wichtigsten  Arbeiten  zu  nennen  sind  die 
von  Saalschutz,  Kriemler,  Kubier,  u.  a.  Eine  eingehende  zusammenfassende 
Behandlung  dieser  Theorie  der  „Elastica'^  findet  sich  in  A,  E,  H.  Love^ 
Lehrbuch  der  Elastizität  (deutsch  von  A.  Timpe).  Leider  erfordern  alle 
diese  Unsersuchungen  sehr  schwierige  mathematische  Hilfsmittel,  die  oft 
weit  über  die  Grenzen  der  eigentlichen  Ingenieurmathematik  hinausgehen. 

Die  praktische  Seite  der  Knickungstheorie  wurde  yon  BaiMchinger  und 
namentlich  von  v.  Tetmajer  (Zürich,  später  Wien)  erforscht.  Die  Arbeiten 
des  letzteren  —  Feststellung  der  Gültigkeitsgren^e  der  Eulerschen  Formel 
und  Angaben  über  die  neuen  Formeln  —  sind  niedergelegt  in  dem  Buche: 
V,  Tetmajer,  „Die  Gesetze  der  Knickungs-  und  der  zusammengesetzten 
Druckfestigkeit  der  technisch  wichtigsten  Baustoffe'*,  das  ein  reichhaltiges 
Yersuchsmaterial  und  manche  weitergehende  Betrachtung  (über  den  Einfluß 
von  Querverbindungen  u.  a.)  enthält 

Während  T.  Tetmajer  die  Knickungsaufgaben,  für  die  die  Eulersche 
Betrachtung  nicht  mehr  gilt,  durch  Versuche  löste,  haben  Engesser  und 
in  neuester  Zeit  von  Karman  einen  anderen  Weg  eingeschlagen.  Sie  führen 
einen  yeränderliohen  Elastizitätsmodul  ein,  entsprechend  dem  Umstände, 
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§99. 
Berechnung  von  Stützen  und  Druckstäben. 

Die  eigentliche  Theorie  der  Knickfestigkeit  ist  in  den  vorigen 
Paragraphen  behandelt.  Die  wichtigste  Anwendung  dieser  Theorie 
ist  die  Berechnung  von  Stützen  (Säulen)  und  Druckgliedern  in  Fach- 
werken. Insgesamt  müssen  bei  einer  solchen  Berechnung  der  Beihe 
nach  folgende  f^ach weise  gemacht^ werden:  I.  Drucksicherheit; 
II.  Knicksicherheit;  hierzu  kommt  noch  speziell  bei  Stützen: 
in.  Anschluß  an  den  Pundamentkörper  (Verankerung);  IV.  Funda- 
mentkörper. Die  Untersuchungen  I  und  II  sind  in  §  99 ;  III  und 
IV  in  §  99  a  durchgeführt. 

L  Nachweis  der  Dmcksicherheit 

Eine  Stütze  ist  zunächst  wie  jeder  andere  auf  Druck  be- 
anspruchte Körper  hinsichtlich  der  Normalspannungen  o  zu  ünter- 
duchen.  Hierbei  sind  die  beiden  Fälle  zu  unterscheidep,  daß  die 
Belastung  1.  zentrisch,  2.  exzentrisch  auf  die  Stütze  wirkt. 
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geschrieben,    so   ergibt  sich   nach   Formel  (IV)    das   erforderliche 
Trägheitsmomf  nt : 

(V)  ^=^3';-. 
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Sind  schließlich  P  und  J  gegeben,  so  finden  wir  den  Sich 
faktor,  den  der  Stab  bietet,  zu: 

(VI)  »  =  «»pj- 

Die  Formeln  (I V)  bis  (VI)  gelten  für  jedes  Material.  Man  ] 
den  betreffenden  Elastizitätsmodul  E  einzusetzen  und  finde 
P  bzw.  J  oder  n.  '  Voraussetzung  ist  natürlich,  daß  c 
treffende  Stütze  überhaupt  in  die,  Eulersche  Betrachtun 
hineingehört. 

b)  Besondere  Formeln  (für  Flußeisen).  Die  Formeln  (V)  u 
wollen  wir  noch  etwas  bequemer  schreiben.  Wir  nehmei 
eisen  an  (^  =  2 150000  kg/qcm  =  21 500000  t/qm).  Ferner 
wir  71*  =  3,14*  =  rd.  10.  Und  schließlich  nehmen  wir  d 
langte  Sicherheit  n  z.  B.  gleich  5  (preußische  Vorschriften), 
ergibt  die  Formel  (V)  (alles  in  m  und  t  ausgedrückt): 

Hierin  ist  also  J  in  m^  angegeben;  P  in  t  und  Z  in  i 
nun  1  m*  =  100000000  cm*  ist,  so  ergibt  sich  J  in  cm* 
wir  den  Wert  der  obigen  Formel  entsprechend  multipliziei 


(Va) 


J«2,33  jP?2. 


(5  fache  Sichert 


Hiemach  kann  man  also  das  erforderliche  J  aus  der  Last 
der  Enicklänge  l  aufs  bequemste  berechnen. 

Für  den  Fall,   daß   eine  4 fache  Sicherheit  als   ausr 
erachtet  wird,  lautet  die  Formel: 


(Vb) 


J«l,86  jPP. 


(4faohe  Sicher! 


Bei  Anwendung  der  Formeln  (Va)  und  (Vb)  ist  wohl 
achten,  daß  P  in  t ,  Hn  m  einzusetzen  ist.    J  ist  aber  in 
entnehmen. 

Umgekehrt  ergibt  sich  die  vorhandene  Knicksioherl 
Flußeisen,  falls  die  Last  P  in  Tonnen^  die  Länge  l  in  Me\ 
Trägheitsmoment  aber  in  cm*  eingesetzt  wird,  zu: 
#  j 

^  =  2,15^--^. 

2*  Stäbe  nach  der  Tetma] ersehen  Formel. 
Hier  gestaltet  sich   die  Berechnung  so,    daß    zunäc 
Knioklaat  P^  ausgerechnet  wird,    die   das  angenommene 


Digitized  by 


Google 


—    606     — 

tragen  kann.  Aus  dem  YerhältniB  von  Pj;  znr  Last  P  ergibt  sieb 
dann,  ob  der  Stab  genügend  sicher  ist. 

Besteht  der  Stab  aus  mehreren  Teilen,  so  ist  zu  empfehlen, 
Pjt  nach  den  Krohnsohisn  Formeln  zu  bestimmen. 

Zusatz:  Wie  bereits  gesagt,  begnügen  sich  die  preußischen 
Vorschriften  mit  der  Eulerscfaen  Untersucbung  bei  allen  Stäben. 
Für  den  Konstrukteur  ist  aber  diese  summarische  Behandlung 
nicht  zu  empfehlen. 

§99a. 

Berechnung  yon  Yerankerungen  und  Fundamenten. 

L   Nachweis  der  Verankerungen. 

Würde  man  die  Fußplatte  einer  Stütze  lose  auf  das  Funda- 
ment stellen,  so  könnten  zwischen  Fußplatte  und  Fundament  mir 
Druckspannungen  übertragen  werden  (§  91). 

Die  Berechnung  dieser  Kräfte  hätte  also  nach  den  Begeln  zu 
erfolgen,  wie  sie  für  den  Fall:  ,,Spannungen  bei  nur  druckfestem 
Material'^  aufgestellt  sind. 

Sobald  nun-  die  Besultierende  der  auf  die  Stütze  wirken- 
den Kräfte  nahe  an  den  Band  der  Fußplatte  fällt,  würde  sich 
die  Druckspannung  zwischen  Platte  und  Fundament  sehr  groß 
ergeben  (a»2P:3a&;  §  91),  so  daß  das  Gleichgewicht  gefährdet 
wird.  Das  Oleichgewicht  würde  sogar  unmöglich  werden,  sobald 
die  Besultierende  außerhalb  der  Stützplatte  fällt.  Aus  diesem 
Grunde  wird  man  also  namentlich  bei  schrägen  Belastungen  die 
Stütze  nicht  lose  auf  das  Fundament  stellen,  sondern  zugfest 
mit  ihm  verbinden  (verankern).  Diese  Verankerungen  sollen  jetzt 
berechnet  werden. 

1.  Versehiedene  (theoretiseh  nieht  einwandfreie)  Methoden« 

Hinsichtlich  der  Wirkungsweise  der  Verankerungen  begegnet  man  in 
der  Praxis  häufig  lecht  unklaren  und  falschen  Ansichten.  Zun&chst  mögen 
deshalb  einige  der  üblichen  Rechenmethoden  auf  ihre  Richtigkeit  hin  be- 
sprochen werden. 

a)  Häufig  findet  man  folgenden  Gedankengang:  ,,Die  Stütze  wird  sich 

um  den  Punkte  (Fig.  176a)  drehen,  folglich  stellen  wir  für  diesen  Pulfact 

die  Momente  auf  und  erhalten: 

P-r 

'  a 

Hiermit  ist  dann  die  Ankerkraft  Z  bestimmt.'^     Diese  Berechnung  bezieht 

■ich  also  auf  den  in  Fig.  176  b  dargestellten  Zustand;  daß  der  Anker  sich 

bereits  so  gedehnt  hat,  daß  die  Platte  nur  noch  auf  der  Kante  c  aufsteht 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


a\ ¥ 


^(h) 


^3V- 


(C) 


Fig.  177. 

anwachsen.  Wird  die  größte  Druckspannung  mit  o  und  die  Länge 
des  Druckdreieckes  mit  3i?  bezeichnet  (Fig.  177  a),  so  ergeben 
sämtliche  Druckspannungen  eine  Besultierende 


._i. 


a-  3t?  -6. 


[&  sei  die  Tiefe  der  (rechteckigen)  Fundamentplatte.]    Diese  Resul- 
tierende liegt  in  der  Entfernung  v  vom  Punkte  c . 

2.  Die  Zugkraft  Z  des  Ankers  wird  direkt  als  unbekannte 
Einzelkraft  eingeführt. 

3.  Die  Kraft  P  zerlegen  wir  zur  bequemen  Rechnung  vertikal 
und  horizontal  in  Py  und  P^j .  Als  Punkt  der  Zerlegung  nehmen 
wir  den  Schnittpunkt  von  P  mit  der  Fläche  de .  (Der  Zerlegungs- 
punkt einer  Kraft  ist  gleichgültig,  da  wir  ja  stets  dieselben  Seiten- 
kräfte erhalten.) 

4.  Die  horizontalen  Kräfte  zwischen  Fußplatte  und  Funda- 
ment sind  natürlich  zunächst  unbekannt.  Ihre  Resultierende 
möge  mit  T  bezeichnet  werden. 

Somit  sind  alle  Kräfte  aufgezählt. 

"b)  Aufstellung  der  Oleichgeuoichtshedingungen. 
Die  Anwendung  der  drei  Qleichgewichtsbedingungen  auf  die 
Stütze  Fig.  177  a  ergibt: 


Fischer,  Statik 


39 
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T  ==1 

Z{a  -v)  =^1 

In  der  letzten  Gleichung  ist  als  Be 

griffspunkt  von  D  gewählt.    Natürli< 

schehen,  weil  dann  in  der  Momenteng 

fallen,  und  die  Gleichung  also  sehr  < 

Platte  hat  die  Wahl   des  Momenten 

wie  ja  auch   der  Angriffspunkt   der 

d.  h.  feststehender  Punkt,  ist,  sondei 

änderung  der  ganzen   Konstruktion 

muß  aufmerksam  gemacht  werden,  d 

Ansicht  stößt,  daß  die  Momentengl 

angewendet  werden  dürfe  (s.  Bemerkimg  am  Schlüsse  von  §  16). 

Um  die  Kraft  T  in  den  obigen  Gleichungen  wollen  wir  uns 
nicht  weiter  |jümmern.  Sie  wird  durch  die  Eeibung,  eventuell 
durch  die  Rippen  der  Auflagerplatte,  aufgenommen.  Die  Haupt- 
sache ist  die  Berechnung  der  Ankerkraft  Z  und  des  Druckes  D . 
Zu  deren  Berechnung  bleiben  somit  die  beiden  Gleichungen  übrig: 
(I)  ~Z  +  J9  =  P,, 

(II)  Z(a~v)^Py'W. 

.  In  diesen  zwei  Gleichungen  sind  jedoch  drei  Unbekannte,  näm- 
lich Z ,  D  und  V .  (Der  Abstand  w  ist  keine  neue  Unbekannte, 
da  er  durch  t>  ausdrückbar  ist,  u)  =  v  +  p\)  Die  Unbekannten 
können  also  noch  nicht  ausgerechnet  werden.  Wir  müssen  viel- 
mehr noch  eine  dritte  Gleichung  auffinden,  und  zwar  erhalten 
wir  diese,  indem  wir  die  Beziehungen  zwischen  den  elastischen 
Formänderungen  der  Konstruktion  untersuchen. 

c)  Beziehung  zwischen  D  und  Z  auf  Orund  der  Formänderungen. 

Die  Platte  wird  sich  bei  e  um  eine  Strecke  X  in  den  Stein 
hineindrücken  und  an  der  Stelle,  wo  der  Anker  angreift,  um  eine 
Strecke  X'  abheben  (Fig.  177  c).  Unter  der  Annahme,  daß  die 
Fläche  de  der  Platte  eine  Ebene  bleibt,  erhalten  wir  zunächst 
die  Beziehung  zwischen  den  elastischen  Formänderungen: 
X  :  ;/  =  3t? :  (a  -  3v) . 
Um  aber  diese  Gleichung  zusammen  mit  den  beiden  obigen 
zu  verwenden,-  müssen  wir  X  und  X'  noch  durch  Z  und  D  resp.  o 
ausdrücken.     Zunächst  finden  wir 

1)  r  =  -~'- 
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urorin  l  die  Länge,  E'  der  Elastizitätsmodul  und  F  der  Querschnitt 
des  Ankers  ist. 

Bei  X  ist  es  nicht  so  einfach ,  die  entsprechende  Beziehung 
aufzustellen.  Die  Formänderung  eines  derartigen  Massivkörpers 
mit  einer  dreieckförmig  angeordneten  Belastung  läßt  sich  viel 
schwirriger  ermitteln  als  die  eines  Zugstabes.  Um  aber  einen 
Anhalt  zu  haben,  tun  wir  folgendes:  Wir  denken  uns  den  Teil 
des  Fundamentes  rechts  von  N  aus  einzelnen  Schichten  bestehend. 
Die  Schicht  1  habe  den  Flächeninhalt  f.  Auf  ihr  ruht  also  der 
Druck  O'fj  und  es  wird  somit  ihre  Verkürzung: 

Hierbei  ist  also  angenommen,  daß  das  Fundamentmaterial  eben- 
falls dem  JJoo^eschen  Gesetze  gehorcht,  und  zwar  mit  einem 
Elastizitätsmodul  E .  Die  Länge  l ,  auf  der  die  Zusammendrückung 
erfolgt,  ist  gleich  der  Ankerlänge  genommen.  Augenscheinlich  ist 
dieses  eine  recht  unsichere  Annahme;  sie  wird  später  noch  er- 
örtert werden.  Nun  setzen  wir  die  Werte  1)  und  2)  in  die  obige 
Gleichung  zwischen  X  und  X'  ein  und  erl\alten: 


Der  gesamte  Druck  D  war: 

3 
P  =  -    •  a  •  V  •  & . 
•  ^ 

Somit  geht  die  obige  Beziehang  aber  in:  ■ 

n  3    .     ._        E  3v         3    . 

^  ^-^■2-E'-^:^iV'T- 

Hiermit  ist  die  gesuchte  dritte  Gleichung  zwischen  D  und  Z  ge- 
funden. 

ä)  Auflösung  der  Gleichungen. 
Nun  kommt,   wie  stets  bei  derartigen  Aufgaben,   als  letzte 
Arbeit  der  rein  mathematische  Teil,  nämlich  die  Auflösung  der 
Gleichungen.     Insgesamt  haben  wir: 
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-Z  +  D  =  I\, 
Z  {a  —  v)  =  Fy  ■  tc , 


Den  Wert  von  D  aus  Gleichung  (III)  setsen  wir  zunächst  in  die 
Gleichung  (I)  ein: 


(la) 


-(-  +  ll^y-^^)-.. 


(IIa)  Z{a-v)^  Py'W, 

Durch  Division  von  (IIa)  durch  (la)  hebt  sich  dann  Z  fort  und 
es  wird:  / 

(IV) 


a  —  v 


^V2   E'   Fl   o-3t? 


=  w  . 


In  dieser  Gleichung  können  wir  noch  w  durch  t?  ausdrücken: 

w  =*  V  -\-  p' 
und  einsetzen.    Dann  haben  wir  eine  Gleichung,  in  der  als  einzige 
Unbekannte  der  Wert  v  vorkommt: 

a  —  v 


(IVa) 


,  /9  ^  ^\       V« 

"^l2   E''  Fl  a-iv 


V  +  p'. 


Den  Ausdruck  in  der  runden  Klammer  bezeichnen  wir  zur 
Abkürzung  mit  K;  als^o 


2  B'  F 


=  K. 


Dann  ergibt  sich  durch '  Ausmultiplizieren : 


=    -t>  +  Z 


a  —  öv  a 


3v' 


und  schließlich,  nach  einigen  Umformungen: 

(V) 


t?'  -f  V*  •  P     +  1?  •  O =: a TZ —  =  0  , 


Das  positive  Vorzeichen  bei  p'  gilt,  wenn  p'  rechts  von  der 
Kante  c  liegt;   das  negative  gilt,  wenn  p'  finÄ«  von  c  fällt. 

Aus  der  obigen  Gleichung  ließe  sich  nun  für  v  direkt  eine 
Formel  aufstellen.     Da  letztere  aber  recht  unbequem  wird,  ist  es 
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praktischer,  die  Gleichung  (V)  durch  Probiere! 
folgende  Beispiel).  Sobald  dann  v  bekannt  ist, 
den  Gleichungen  (II)  und  (I)  auch  Z  und  D  bz 

Zusammenfassung: 

Um  nach  dieser  Methode  die  Ankerkraft 
Druckspannung  a  zwischen  Fußplatte  und  Fundai 
verfahren  wir  folgendermaßen: 

a)  Wir  nehmen  die  Plattenabmessungen  i 
Aükerquerschnitt  F  an  und  berechnen: 

1.  den  Abstand  p  der  Eesultierenden  bis 
hieraus  den  Abstand  j>^  bis  Plattenend 

2.  den  Hilfswert  Z  =  J  J  4"  •    [^  =  ^^^ 

ci  Joj     J* 

Fundament,  ^' =  Elastizitätsmodul  v( 
Betonfundament  und  Flußeisenanker  1 
1? :  ^'==  1 :  15  .     Also  wird  hierfür: 

b)  Diese  Werte  p'  und  K  setzt  man  dann  in 
(V)  r^  +  t;2p'+t?.3-  ^?^-a-J^ 

und  findet  (durch  Probieren)  v .   [Hinsichtlich  der  '\ 

c)  Aus  V  folgen  dann  schließlich: 


Py^W 


Ankerkraft  Z  ^-^ (Glei 

a  —  V 

Druck  D--^Py  +  Z  (Glei 
bzw. 

Spannung  im  Anker  o'=  -  (da  2 

2 
Spannung  im  Fundament  a  =  2>     -      (dai 

Zusatz:  Um  hinsichtlich  der  Ankerfläche  J 
haben,  kann^man  zunächst  t?  «  rd^a  bis  i^a  ac 
aus  aus  der  obigen  Gleichung  Z  berechnen, 
näherten  Wert  läßt  sich  dann  die  genaue  Bechi 

8.  Beispiel« 

Die  in  Fig.  178a  gezeichnete  Stütze 
Kräfte  Pi  =  1000  kg  und  Pj  =  10000  kg  beh 
daraent  ist  aus  Beton.   Die  Verankerung  i£ 
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und  sehen   nach,   ob   Oleichnng  (V)  erffillt  ist.     Die  linke  Seite 
der  Gleichung  liefert: 

8,0«  +  8,0« .  5,0  -f»  8,0 .  43,1  -  920 , 

1177-920-  +257. 

Eb  kommt  also  nicht  der  Wert  Null  heraas,  den  die  linke  Seite 

von  Gleichung  (V)  haben  soll.    Der  Wert  von  v  =  8,0  cm  ist  also 

nicht  der  richtige.     Nun  probieren  wir 

V  =  7,0  cm. 
Die  linke  Seite  von  Gleichung  (V)  hat  den  Wert: 
7,0»  +  7,0« .  5,0  +  7,0  •  43,1  -  920 , 
'^  890-920= -30.  \ 

Dieser  Wert  ist  schon  so  nahe  an  Null,  daß  wir  v  =>  7,0  cm  als 
richtig  ansehen  können.     (Der  genaue  Wert  von  v  ist  7,1  cm.) 
e)  Sobald  dann  v  bestimmt  ist,  finden  wir: 

2100  kg, 


(H) 

^       Py'W  ^  10000^2 
a  — «  ^         57 

(I) 

D-Py  +  Z  =  12100  kg; 

ieraus 

9100 
^  im  AnkfiT  n'-               -  ß70  1 

*  2 

Spannung  auf  das  Fundament  o  =  12100  ^    _  ^         =23  k^/qcm. 

Beide  Spannungen  sind  gering.  * 

Znsati  1.    Zum  Vergleiche  wollen  wir  diese  Stütze  auch  nach  der 
vorhin  unter  Ib  aufgeführten  Bechenmethode  untersuchen  (Fig.  178c — d). 

Das  Widerstandsmoment  des  Schnittes  de  ist:    W=-^50  •  70*  =  40800  cm^ 

b 

Also  ergibt  sich  mit  Hilfe  der  Eempunktsmomente: 
10000-  51,66 


40800 
10000 .  28,33 


=  -12,7  kg/qcm, 


=  +6,9  kg/qcm. 


40800 
Die  Lage  der  NuUinie  ist  nach  §  90, 1  bestihimt  durch: 

J_AÄ» 
J  12  1     Ä»         1       70»       ,^„ 

Z  =  -^ =  ^-^ =  -r^r =  -r^ 777-  =.10.2  Cm. 

F'p  b'h'p  12  jp  12  40 
Der  Druck  von  12,7  kg/qcm  soll  also  auch  dann  auftreten,  wenn  in 
dem  gezogenen  Teile  statt  des  Betons  der  Anker  wirkt.  Der  Ankerzug  Z 
wird  dann,  wenn  zwei  symmetrisch  Angeordnete  Anker  vorhanden  sind, 
mitunter  folgendermaßen  berechnete  Für  den  Ankerzug  Z  ist  der  Angriffs- 
punkt des  anderen  Ankers  der  „Drehpunkt'^  (Was  und  weshalb  sich  etwas 
um  dieseü  Punkt  drehen  soll,  wird  meistens  nicht  nfther  begründet.)    Folg* 

r  u      '^    ^      10000 '  11       ..^ .  ' 

höh  wird:  Z« r^ =  1900  kg. 

Do 
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b)  Liegt  der  Durchgangspunkt  außerhalb  des  Kerns,  so  ist 
die  größte  Spannung 

In  diesen  Formeln  ist  P  die  Vertikalkomponente  der  Eesultierenden 
(also  =  Ry) .  Die  Horizontalkomponente  1?«  bringt  in  der  Fuge 
Schubspanpungen  hervor  und  wird  durch  die  Eeibung,  bzw.  den 
horizontalen  Gegendruck  der  Erde  aufgenommen.  Hinsichtlich 
des  Kerns  sei  noch  erinnert,  daß  beim  rechteckigen  Querschnitt 
die  Kernpunkte  in  Vs  ^^r  Höhe  liegen. 

Als  größte  Kantenpressung  gilt  für  normale  Fälle  3— 4kg/qcm. 

Beispiel. 

Die  Stütze  Fig.  178a  habe  ein  Betonfundament:  Grundriß  1,20  X  1,20  m, 
Höhe  0,90  iw.  ,Wte  groß  ist  die  Kantenpressung?  (Die  Figur  zeichne  man  selber.) 

Vertikallast  der  Stütze  10000  kg 

Fundamentgewicht  1,20  •  1,20  •  0,9  •  2000  =  2850  „ 
gesamte  Vertikallast  P=  12850  kg; 
Horizontallast  H  =  1000  kg. 
Abstand  der  Resultierenden  von  der  rechten  Fundamentkante: 
^  IM  ^  +1000(4,00  +  0,90)  —  12850  -  j  1,20  ^  -f  4900  —  7710 
^        i^y  12850  12850 

=  0,219  m  =  21,9  cm  (links  von  der  Kante). 

n  xß*      T.      V  2--P  2-12850  .  ..,    , 

Größter  Druck  o  =  ^y;^^  =  ~8T2i;9^12Ö  =  "^'^ ^^^^^- 

Zusatz:  Häufig  werden  Fundamente  derart  untersucht,  daß  man  von 
den  Lasten  und  dem  Fundamentgewicht  die  Momente  in  bezug  auf  die 
äußerste  Kante  aufstellt  und  dann  das  „Kippmoment"  mit  dem  „Gegon- 
moment*'  vergleictit.  [In  unserem  Falle :  „Kippmoment"  =  1000  (4,0  +  0,9) 
=  4900  mkg;  „Gegenmoment"  =  12850  •  0,6  =  7710  mkg;  angebliche  „Kipp- 
sicherheit" =  7710  :  4900  =  1,6  fach.]  In  dieser  Aufstellung  ist  nicht  be- 
rücksichtigt, daß  die  Spannungen  a  auch  ein  Moment  abgeben.  Fügt  man 
dieses  noch  hinzu,  so  kommt  als  Gesamtmoment  natürlich  „Null"  heraus. 
Diese  ganze  Kippuntersuchung  leidet  also  an  einer  inneren  Unklarheit. 
Maßgebend  für  die  Standsicherheit  sind  stets  die  auftretenden 
Spannungen. 
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Abschnitt 
Der  Eisenl 

19.  Vortrag. 

Berechnung  von  Eisenbetonkonstruktionen  auf  Drucke 
Biegung  und  Knickung. 

§100. 
Dfts  Grundprinzip  der  Eisenbetonbereehnungen. 

L  AUgemeines. 

Der  Beton  ist  ein  aus  Zement,  Wasser,  Sand,  Kies  oder  Stein- 
schlag hergestelltes  künstliches  Gestein.  Er  besitzt,  wie  die 
meisten  G^steinsarten ,  eine  ziemlich  bedeutende  Festigkeit  gegen 
Druckbeanspruchung,  aber  nur  eine  geringe  Festigkeit  gegen  Zug, 
Wenn  also  bei  einem  aus  Beton  hergestellten  Körper  (z.  B.  Balken) 
sowohl  Zug-  als  auch  Druckspannungen  auftreten,  werden  die 
Stellen,  in  denen  Zugspannungen  herrschen,  eine  viel  geringere 
Sicherheit  gegen  Bruch  besitzen,  als  die  auf  Druck  beanspruchten 
Stellen.  Man  erkennt  hieraus,  daß  hinsichtlich  der  Festigkeite- 
eigenscbaften  der  Beton  ein  unrationelles  Material  ist. 

Mit  Eücksicht  auf  diese  mangelhafte  Zugfestigkeit  des  Betons 
ist  man  zu  der  unter  dem  Namen  „Bisenbeton"  („verstärkter" 
oder  „armierter"  Beton)  bekannten  Bauweise  übergegangen:  An 
denjenigen  Stellen  der  Konstruktion,  an  denen  Zugspannungen 
auftreten,  werden  in  den  Beton  Eiseneinlagen  eingebettet.  (Bei 
einem  auf  zwei  Stützen  ruhenden  Betonbalken  also  in  den  unteren 
Schichten«)  Diese  Eiseneinlagen  haben  die  Aufgabe,  die  an  der 
betreffenden  Stelle  herrschenden  Zugspannungen  zu  übernehmen. 
Der  Beton  wird  hierdurch  entlastet  und  in  der  Hauptsache  nur 
zur  Aufnahme  der  Druckspannungen  herangezogen.  Auf  diese 
Weise  entsteht  ein  Zusammenwirken  von  Eisen  und  Beton  inner- 
halb eines  Körpers,  aber  mit  getrennten  Aufgaben. 
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IL  Beziehung  zwischen  Längenänderung  und  Spannung  bei  Eisen  und  bei  Beio 
Daa  elastische  Verhalten  des  Eisens  ist  ans  unseren  frühen 
Untersuchungen  bekannt.  Vor  allen  Dingen  sei  daran  erinnei 
daß  Eisen  ein  Material  ist,  das  sehe-  gut  dem  HooJceschen  Geset: 
gehorcht  (§  28,  30,  31).  Hat  ein  £[iseDstab  eine  Spanunng  o ,  i 
läßt  sich  hieraus  seine  Dehnung  (Längenänderung  pro  Läugei 
einheit)  berechnen,  indem  man  die  Spannung  durch  den  Elastizität 
modul  dividiert: 

(D  e,-^. 

Der  Elastizitätsmodul  des  Eisens  ist  jetzt  mit  E,  bezeichnet.  I 
beträgt  bekanntlich  bei  Flußeisen  rund  2150000  kg/qcm. 

Die  Beziehung  (I)  gilt,  solange  die  Spannung  a  unterhalb  di 
Proportionalitätsgrenze  ist,  d.  h.  für  alle  für  die  Praxis  in  Betracl 
kommenden  Spaunungen.  Die  gesamte  Längen änderung,  die  ei 
Stab  von  der  ursprünglichen  Länge  l  infolge  der  Spannung  a  e 
fährt,  beträgt  somit: 

(la)  X^=:e,'l=^^  . 

Diese  Beziehungen  (I)  und  (la)  haben  wir  ja  schon  wiederho 
angewendet. 

Das  elastische  Verhalten  des  Betons  ist  weniger  regelmäßi] 
Der  Beton  ist  ein  Material,  das  nicht  dem  HooJce^chen  Gesetz 
gehorcht.  Es  läßt  sich  also  keine  Yerhältniszahl  E  augebei 
mit  deren  Hilfe  man  aus  der  Spannung  a  direkt  die  Dehnung 
berechnen  kann.  Man  müßte  vielmehr  das  !(^otenzgesetz  (§  21 
anwenden,  um  dann  mit  Hilfe  von  zwei  Faktoren,  m  und  E,  d 
Dehnung  zu  ermitteln. 

Für  die  Praxis  wird  aber  eine  derartige  Eechnung  mit  zw< 
Hilfszahlen  m  und  E  zu  umständlich.  Es  ist  deshalb  allgcmei 
üblich,  und  durch  die  amtlichen  Vorschriften  auch  festgesetz 
daß  die  Dehnung  des  Betons  so  bestimmt  werde,  als  ob  diese 
Material  ebenfalls  dem  ITooÄe  sehen  Gesetze  gehorcht.  Bei  ein« 
gegebenen  Spannung  a  berechnen  wir  also  die  Dehnung  eine 
Betonstabes: 

(II)  ^^  =  ^   • 

Die  Zahl  Et  schwankt  für  die  verschiedenen  Betonsorte 
zwischen  100000 — 200000  und  müßte  eigentlich  für  jede  Mischun 
besonders  bestimmt  .werden.    [Schon  aus  diesem  Grunde  hätte  ( 
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wenig  Zweck,  die  genauen  Formeln  zur  Berechnung  der  Dehnung 
des  Betons  (Potenzgesetz)  anzuwenden.]  Die  gesamte  Längen- 
Änderung  eines  Betonkörpers  von  der  Länge  l  ergibt  sich  nach 
dieser  Annäherungsmethode: 

(IIa)  ^^-^' 

Durch  die  Formeln  (la)  und  (IIa)  können  wir  also  die  Längen- 
änderungen Xg  und  kf,  berechnen,  die  ein  Eisen-  bzw.  Betonstab 
von  der  Länge  l  ausführt,  sobald  er  mit  einem  Betrage  a  (kg/qcm) 
gespannt  wird. 

III.  Das  Verhältnis  der  Spannangen  eines  Elsen-  and  eines  Betonstabes, 
deren  Längen  l  um  gleiche  Beträge  iL  geändert  werden. 

Nun  wollen  wir  eine  sehr  wichtige  Beziehung  ableiten,  die 
das  gegenseitige  elastische  Verhalten  von  Eisen  und  von  Beton 
ins  rechte  Licht  setzt.  Ein  Betonkörper  von  der  Länge  l  werde 
um  ein  Stück  X  zusammengedrückt.  Welche  Spannung  ot  hat  er 
im  zusammengedrückten  Zustandet  Die  Antwort  ergibt  sich 
sofort  durch  Auflösung  der  Gleichung  (IIa).  Die  Spannung  muß 
nämlich  betragen: 

(III)  c^j^E,. 

Diese  Kraft  muß  also  auf  jedes  Quadratzentimeter  des  Stabes 
aufgebracht  werden,  um  eine  Zusammendrückung  A  zu  erzielen. 
(Beträgt  der  Gesamtquerschnitt  des  Betonkörpers  JP,  so  wäre  die 
erforderliche  Gesamtlast  demnach  jP  •  a^ .) 

Nun  möge  angenommen  werden,  derselbe  Körper  bestehe 
nicht  aus  Beton,  sondern  aus  Eisen,  und  erfahre  die  gleiche 
Längenänderung  l .  Welche  Spannung  o^  (Belastung  pro  Flächen- 
einheit) ist  jetzt  notwendig  t  Die  Antwort  ergibt  sich  durch  Auf- 
lösung von  Gleichung  (la): 

Vergleichen  wir  diese  Spannung  0,  mit  der  vorhin  erhaltenen 
Spannung  a^,  so  zeigt  sich  folgendes  Verhältnis: 
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In  Worten:  Werdfm  ein  Eisen-  und  ein  Betonstab  von  den  ur- 
sprünglichen Längen  l  je  um  einen  Betrag  k  verlängert  oder  verkürzt^ 
so  verhaUen  sich  die  bei  dieser  Formänderung  entstehenden  Spannungen 
wie  der  Elastizitätsmodul  des  Eisens  zu  dem  des  Betons. 

Das  Verhältnis    dieser    beiden    Elastizitätsmodul    bezeichnet 
man  gewöhnlich  mit  y,n'S 

wobei  für  n  im  allgemeinen  der  Betrag 


t -=.»-« 


angenommen  wird.  (Vgl.  die  Durchschnittszahlen  von  E^  und  Ej, .) 
Mit  dieser  Abkürzung  erscheint  die  Gleichung  (V)  in  der  Form: 

(Va)  ^  =  |'-  =  n  =  ~15. 

Noch  deutlicher  wird  der  Inhalt  dieser  Gleichung,  wenn  wir  sie 
so  schreiben: 

(VI)  a,  =  n  •  aft  =  CSD  15  •  aj  . 

Das  heißt:  Wenn  ein  Eisenstab  um  einen  Betrag  X  in  seiner  Länge 
verändert  wird^  so  erleidet  er  hierbei  die  n-fache  Spannung  wie  ein 
Betonstab,  der  an  seiner  Stelle  wäre.  Das  Eisen  ist  gewissermaßen 
n-mal  weniger  nachgiebig  als  Beton  und  muß  also,  um  eine  be- 
stimmte Längenänderung  zu  erfahren,  in  n-mal  so  große  Spannung 
versetzt  werden,  als  Beton. 

Diese  einfache  Aussage,  die-  das  elastische  Verhalten  der  beiden 
Materialien  kennzeichnet,  wird  sich  wie  ein  roter  Faden  durch  alle 
Eisenbetonberechnungen  hindurchziehen! 


§  101. 
Bereelmang  von  zentrisch  belasteten  Eisenbetonikörpenu 

L  Ermittlung  der  Spannungen. 

Aufgabe :  Ein  Betohkörper  mit  Eiseneinlagen  (Fig.  179),  dessen 
Abmessungen  bekannt  seien,  ist  durch  eine  zentrisch  wirkende 
Last  P  auf  Druck  beansprucht.  Wie  groß  sind  die  Spannungen 
im  Eisen  und  im  Betont 
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rechnen.  ' 

1.  Hinsichtlich  der  Zugspannungen  im  Beton  machen  wir  die 
Annahme,  daß  der  Beton  gegen  Zugbeanspruchungen  überhaupt 
nicht  widerstandsfähig  sei.  Für  einen  Schnitt  « — ß  (Fig.  180  a, 
b  und  c)  ergibt  sich  also  folgendes  Spannungsbild:  In  der  obersten 
Schicht  herrscht  die  größte  Druckspannung  im  Beton.  Diese 
Spannung  nimmt  dann  nach  unten  zu  allmählich  ab  bis  auf  Null. 
Unterhalb  des  Punktes  N  in  Fig.  180  c  würde  Zug  auftreten.  Da 
aber  der  Beton  gegen  Zugbeanspruchung  nicht  widerstandsfähig 
ist,   schalten  wir  seine  Wirksamkeit  innerhalb  der  Zugzone  voll- 
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(III)  O,  = öl,  . 

Bei  der  Auflösung  dieser  Gleichungen  setzen  wir  den  Wert  o^  aue 
Gleichung  (III)  in  (la)  ein: 

/Ti>\                1             7.       n(Ä  — a  — rr)  . 

(Ib)  -aft.a?.»^ ^^ -'Ot'U, 

1       _       |i(Ä  — a  — a?)    , 
—  as^ft  =  nf,{h  —  a)-nxf,, 

40* 


Digitized  by 


Google 


M 


('— f)' 


M 


4-a-f)* 


Digitized  by 


Google 


nna  fjuerscJmittsaDmessungeii  (mg.  ibua  una  Dj: 

l  «  300  cm,      6  =  20,0  cm,     h  =  39,0  cm. 
Die  (in  der  Zugzone  befindlichen)  Eiseneinlagen  bestehen  ans  vier 
Enndeisen  von  je  1,2  cm  0  mit  2,4  cm  Schutzschicht.    Die  Be- 
lastung sei  gleichmäßig  verteilt  und  betrage  P  =  3200  kg. 

Wie  groß  sind  die  größten   Spannungen  im   Eisen   und   im 

Betont     [verhältniszahl  n  =  ~^  15 . j 

Zunächst  berechnen  wir  die  Hilfswerte 


/•  =  4 


1,22. jr 


1  5 
4,52  qcm;    a  =  2,4 +  -^  =  3,0  cm;    Ä— a=36,0cm. 


-Ifmax  =  -TT  = 


PI       3200-300 


8  8 

Dann  ergeben  sich  der  Eeihe  nach 
15 . 4,52 


-  120000  cmkg. 


X 


20,0 


-l+j/l  + 


2 -20,0 -36,0 


15 . 4,52 

-  3,39  [-1  +  yi  +  21,2]  «  3,39  [-1  +  y22;2] 
-=  3,39[-l  +  4,71]  =  12,6  cm. 
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X 


-g-  =  4,2  cm; 


630    — 


Ä  -  a  -  j  =  36,0 


<^h 


2 .  120000  cmkg 


20,0  cm .  12,6  cm  •  31,8  cm 

120000         ^_,    , 
.j^^2T3M-=835kg/qcm. 


4,2  «  31,8  cm. 
29,9  kg/qcm. 


Zweites  Beispiel.   Eine  Eisenbetondecke  von  I  »  2,10  m  Spann- 
weite nnd  Ä  =  10,0  cm  Höhe  hat,   auf  1,0  m  Breite  gerechnet, 
10  Eundeisen  von  8  mm  0  im  Abstände  von  a  =  1,5  cm.    Die 
.  Last  beträgt  p  ^  590  kg  pro  qm.    Wie  groß  sind  a^  und  a,  in 
Mitte'  Spannweitet 

Es  ist: 
l  =  210  cmj      fe  =  100,0  cm;       Ä  =  10,0  cm. 


/,  =  10^!?!;^=  5,03  qcm; 


Ä  —  a  =  10,0  —  1,5  =  8,5  cm. 


P  «  590  •  2,10  =  1240  kg;       M  = 


1240-210 


8 


=  32500  cmkg. 


Aus  diesen  Grundlagen  ergeben  sich 

an 

h 


a  — 


14 


2  •  100,0  •  &,5 


100,0 
8,5  —  0,97  =  7,53  cm; 


15^-5,03 


2,9  cm, 


2-32500  oao,    / 

">  =  T00,0. 2,9 .7,53  =  2^'«  ^S/^*'"' 


0-== 


32500 
5,03 . 7,53 


860  kg/qcm. 


d)  Mittel  zur  Herahminderung  der  Spannungen  aj  und  a,. 
Ergeben  sich  bei  einem  Entwürfe  zu  große  Werte  von  o^ 
oder  a«^,  so  wird  man  zunächst  daran  denken,  die  Höhe  h  des 
Balkens  zu  vergrößern.  Aber  auch  die  Vergrößerung  des  Eisen- 
querschnittes /i  dient  zur  Verminderung  von  a*  und  a,.  Man 
kann  also  zwei  Mittel  anwenden.  Ist  der  Beton  billig,  so  nehme 
man  reichlich  Höhe  und  Breite ,  um  hierdurch  Eisen  zu  sparen 
(selbst  wenn  der  Beton  nicht  bis  zum  zulässigen  Werte  ausgenutzt 
wird).     Bei  teurem  Beton  dagegen  nehme  man  reichlicher  Eisen. 
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Die  größte  Querkraft  Q  dieses  B 

Q  =  ^  =  ~3200  = 

Ferner  hatten  wir  bereits  den  Abstar 

w  =  12,6  cm  ;       h  —  a  - 
Hiärans  ergibt  sich: 


^  2,5  kg/qcm. 
Die  Beanspruchung  bleibt  also  unter  d 
Zweites  BeispieL    Bei   der  im  Ab 
untersuchten  Eisenbetondecke  ist  die 
Betons  zu  berechnen! 
Lösung: 

6^0        =0 


^      100,0-7,53 

d)  Mittel  zur  Herdbminderung  i 
Nicht  immer  fallen  diese  Schubs 
wie  in  den  obigen  zwei  Beispielen.  I 
zwei  Mittel,  um  die  Beanspruchung  d 
(x)  Auf  Hegen  der  JBigeneinlagen  w 
an  den  Balkenenden  die  Momentensi 
Beanspruchung  der  Eiseneinlagen  sehi 
derselben  aufbiegen  und  aus  der  Zug! 
führen.  Hierdurch  entsteht  eine  gul 
Nullinie  liegenden  Betons  mit  dem  ui 
liehen,  so  daß  ein  gegenseitiges  Vers 
horizontaler  Eichtung  verhindert  wirc 
Die  Beanspruchung  der  aufgebe 
man  folgendermaßen  darzustellen:  I 
direkt  proportional  den  Kraftsummei 
diese,  am  Auflager  am  größten,  und 
der  Mitte  Spannweite  ab.  Der  Eii 
voraus,  daß  sie  gleicJiTnäßig  von  den  B^ 
mitte  abnehmen.  Trägt  man  die  We 
Stellen  des  Balkens  zeichnerisch  auf,  s< 
Annahme  die  in  Fig.  182  c  gezeichnet 
mäßig  verteilter,  ständiger  Belastung 
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horizontale  Schubkraft  berechnet  sich,  wie  vorhin,  zu: 

n  =4(^0- 4,5) c&, 

worin  c  durch  äie  Formel  gegeben  iat: 

■      Tq  -  4,5  ,    l 

Beträgt  die  innerhalb  einer  Strecke c  befindliche  Anzahl  der  Bügeln, 

so  entfällt  auf  jeden  derselben  eine  horizontale  Kraft  gleich  —  Ti . 

1  "^ 

Diese  Kraft  —  Ti  beansprucht  jeden  Bügel  in  dem  Querschnitte, 
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h)  Zulässiger  Wert  von  Tj  . 
Die   zulässige  Haftspannung   zwischen  Eisen   nnd  Beton  ist 
gleich   der  zulässigen   Schubspannung   des  Betons   (4,5  kg/qcm). 
Die  Haftspannungen  sind  stets  rechnerisch  nachzuweisen! 

c)  Beispiele. 
Erstes  BeispieL    Bei  dem  im  II.  Absätze  dieses  Paragraphen 
untersuchten   Betonbalken  (8.  629)   ist  die  größte  Haftspannung 
zu  bestimmen! 

Es  war  6  =  20,0  cm.  Die  Schubspannung  tq  hatten  wir  be- 
reits im  vorigen  Absätze  berechnet  zu  2,5  kg/qcm.  Der  Umfang 
der  Eiseneinlagen  (vier  Eundeisen  von  1,2  cm  0)  ist: 

f*  =  4 ''1,2 -TT  =-15,1  cm. 
Somit  wird  die  Haftspannung: 

2,5  .  20,0       ^  ^  .    , 
ti  =  — 153—  =  3,3  kg/qcm. 

Zweites  BeispieL    Bei  der  im  11.  Absätze  dieses  Paragraphen 
untersuchten  Eisenbetondecke  (S.  630)  ist  die  größte  Haftspannung 
zu  bestimmen! 
Es  ist: 

6  =  100,0  cm;     Tq  =  0,8  kg/qcm  (s.  Absatz  HI); 
w  =  10  •  0,8  •  Ji  ==  25,2  cm. 
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Zwisoüen  aen  werten  a^ ,  a«  una x  Desteüt  die  Crleicüung  (s.  §  102) 
o^:oi,  =  n{h  —  a  —  a?) : a? . 
(Grundlegende  Annahme  zur  Berechnung  von  Eisenbetonkonstruk- 
tionen.)    Durch  Ausmultiplizieren  folgt: 

41* 
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1000 
1000 

22 
20 

0,248  (Ä  —  a) 
0,230  (Ä  —  a) 

0,632  j/^ 
0,686  y^ 

0,00173  yjf- 6 

0,00159  fJf- 6 

900 
900 
900 
900 
900 

40 
35 
30 
25 
20 

0,400  (Ä  -  a) 
0,368  (Ä  -  a) 
0,333(Ä  -  a) 
0,294  (Ä  —  a) 
0,250  (Ä  —  d) 

0,380  y^ 

0,420 /y 

0,475  yS 
0,549)/^ 
0,660  ^/^ 

.    0,00337  Kitf-b 
0,00302  VM.  6 
0,00263  VJf-ö 
0,00224  ^M .  b 
0,00184  V'Jf- 6 

800 
800 
800 
800 
800 

40 
35 
30 
25 
20 

0,429  (Ä  -  a) 
0,396(Ä-a) 
0,360(Ä  —  a) 
0,319  (Ä  -  a) 
0,273(Ä-a) 

0,367 1/^ 

0,408  )/y 

,   0,459 14 
0,530^2 
0,635  |/y 

0,00397  VJf- 6 
0,00353  yjf-ö 
0,00309  Vif.  6 
0,00264  j'Jlf.  6 
0,00217  YmTI 

r 

t  , 

Digitized  by 


Google 


—     646     — 

In  der  vorstehenden  Tabelle  sind  für  yerschiedene  Zosammen- 
stellnngen  von  a,  und  a^  der  Abstand  a ,  die  Höhe  (ä  —  a)  und 
der  Querschnitt  /«  angegeben.  Zum  Entwerfen  braucht  man 
natürlich  nur  die  beiden  letzten  Spalten.  (Abmessungen  in  om, 
Momente  in  cmkg  einsetzen.) 

BeispieL  Ein  Eisenbetonbalken  von  20,0  cm  Breite  hat  ein 
Moment  von  120000  cmkg  aufzunehmen.  Der  Beton  hatte  bei  der 
Untersuchung  eine  Bruchfestigkeit  (gegen  Druck)  von  180  kg/qcm. 
Welche  Abmessungen  sind  zu  wählent 

Wir  haben: 
b  =  20,0  cm,    M  =  120000  cmkg,    o^  —  1000  kg/qcm, 

180         oni     /' 

ot  =  -g-  =•  30  kg/qcm. 
Hieraus  folgt  aus  der  Tabelle: 

Ä  -  a  =  0,490l/-i?^^  =  0,490  •  77,46  =  38,0  cm, 

/,  =-  0,00228  yi20000-20,0  =  0,00228  •  1549,2  =  3,6  qcm. 

Zum  Schlüsse: 

h  =  38,0  +  a  =-  rd.  41  cm, 

und  für  die  Eiseneinlagen: 

4  BundeisQn  von  1,1  cm  0  «=  3,8  qcm. 
Wodurch   kann   man  unter   Beibehaltung   der  Breite    die  Höhe 
dieäea  Trägers  VOTringernt     (Ermäßigung  von   o,.)     Wäre  z.  B. 
{h  —  ^)  =  36  cm  erwünscht,  so  bestimmen  wir  hieraus  den  Faktor 

,.        V   i/F       36,0       ^.^ 
r  =  (Ä-a):]/-  =  ^^«0,46 

und  finden  (neben  oi,=30  und  r=rd.  0,46)  /.=0,00309  /Mr=-4,8  qcm. 

§104. 

Zusammenstellung  von  Formeln  für  die  verschiedenen 
Eisenbetonkonstruktionen. 

In  diesem  Paragraphen  mögen  für  die  verschiedenen  Betonkon- 
struktionen die  entsprechenden  Formeln  zusammengestellt  werden. 
Die  Ableitungen  einzeln  vorzuführen  dürfte  nicht  nötig  sein.  Wer 
die  Untersuchungen  von  §  102  wirklich  durchgearbeitet  hat,  muJi 
die  folgenden  Formeln  selbständig  aufstellen  könn^ou  Der  Leser 
betrachte  diese  Arbeit  als  Übungsaufgabe*). 

*)  Die  Formeln  nebst  kurzen  Ableitungen  sind  enthalten  in  „Be^ 
Stimmungen  für  die  Ausführimg  von  Konstruktionen  aus  Eisenbeton  bei 
Hochbauten  vom  24.  Mai  1907". 
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für  die  Druckspannung  des  Betons  und  für  die  Eiseneinlagen;  der 
zweite  Fall  ist  maßgebend  für  die  Zugbeanspruchung  des  Betons 
(Sicherheit  gegen  Bildung  von  Bissen).  Und  zwar  darf  im  zweiten 
Falle  die  aus  der  Bechnung  sich  ergebende  Zugbeanspruchung  des 
Betons  betragen: 

2 

ajp »  ^  der  Bruchfestigkeit  des  Betons  gegen  Zug 

oder,  falls  keine  Zugversuche  vorliegen, 

aj7  =  Yo  ^^^  Bruchfestigkeit  des  Betons  gegen  Druck. 

Bei  geschützt  liegenden  Hochbaukonstruktionen  wird  im  allgemeinen 

nur  eine  Untersuchung  nach  Fall  A  nötig  sein. 
Bezeichnungen : 

9  =  Abstand  der  Nullinie  von  der  äußersten  Druckschicht, 
a^  =  Betonspannung  in  der  äußersten  Druckschicht, 

<j,  bzw.  a^==  Spannung  der  Biseneinlagen  f^  bzw.  /J, 

Tq  =:  Schubspannung  des  Betons  in  der  neutralen  Schicht, 
Tj  =  Haftspannung  der  Eiseneinlagen  (deren  Umfang  =  i*). 

A»  Ohne  Berttckglchtlgnng  der  Betonzugspannungen, 
L  Rechteckiger  Baiken  mit  einseitiger  Eigeneinlage  (Fig.  180). 

,.,         ._^.[_,,|/.-^lMEi] 
ab)        .. 


6-a?(Ä  —  a  —  ^-J 
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(nie) 
(iiid) 


o^  = 


Ob  =  o^ 


M_ 

fe{h  —  a  —  x  +  y)^ 

X 


n{h  —  a  —  x)  * 
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Ä  =  400  cm, 

J  =  IJ  +  n .  4 . 4,0  •  12,02 


'vrm 


_j_.. 


H 


^1777777777777177777777977777777^ 


30,0* 


+  15  •  4  . 4,0 .  12,03 


12 

=  102060  cm*. 
Iliermit  folgt  zunächst 

30000  30000 


h'SO, 


900+15-16  900+240 
-  26,3  kg/qcm, 
a,  =  15 .  26,3  =  395  kg/qcm, 
(Für  die  obige  Beanspruchung 
müßte  derBeton  eine  Bruchfestig- 
keit von  mindestens  263  kg/qcm 
gehabt  haben.) 

Die  zulässige  Belastung  der  Stütze  ist  nach  der  JE^uZerschen 
Knickformel  (Fig.  175b)  bei  lOfacher  Sicherheit: 

^   1   n^^E'J 

10     ir2      • 
Den  Elastizitätsmodul  des  Betons  nehmen  wir  zu 
E  =  140000  kg/qcm. 
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sowohl  Druck  als  auch  Zug  hervorbringen  wurde,  (Die  Zug- 
spannungen werden  aber  beim  Endresultat  infolge  des  Druckes 
der  zentrisch  wirkenden  Last  wieder  ^n  Druck  verwandelt.)  In 
unserem  Falle  vereinfachen  sich  die  Formeln  (2  a)  usw.  ganz  er- 
heblich, da  f^  =  fi^  a  =  a\  und  also  a?  =  -5-  ist.  Insgesamt  er- 
geben  sich  für  die  Spannungen  der  äußersten  Betonstreifen  der 
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Dann  ergibt  sich  die  übersichtliche  Schreibweise; 

P(fc  +  p) 


(III  a)        .        Ol 


(IVa)  -  a,  -  - 


5Ä» 
12 

P(*-P) 


2 


[l2+2«/'l2-«Jl  =  2 


Nun  erkennt  man  folgendes:  Ist  p  größer  als  X;,  so  wird  in 
der  letzten  Formel  der  Zähler  negativ.    Die  Spannung  a,  selber . 
würde  sich  also  positiv  ergeben.     Da  wir  aber  Zw^estigkeit  des 
Betqns  nicht  annehmen,   werden  in   diesem   Falle  die  Formeln 
(lEt) — (V)  unbrauchbar.    Das  Kennzeichen  lautet  also: 

{p<lc:  der  ganze  Querschnitt  trägt  [Form.  (III) — (V)]  \ 

p>h:  nur  ein  Teil  des  Querschn.  trägt  [     „     (VI)— {IX)]  j 
Für  unser  Zahlenbeispiel  ergibt  sich  nun: 

[B^  +  2.1».7,60.17,0.]:20,0     pe0000  +  658901:20,0 
*"  30,0  •  40,0  +  2  •  15  •  7,60  °°  1200  +  228 

225890:20,0       11294,5       ,^ 

1428 1428 ^'^**"- 

Da  der  Abstand  p  nur  6,0  cm  beträgt,  erstrecken  sich  die 
Druckspannungen  über  den  ganzen  Querschnitt.     Die  Größe  der 
Spannungen  ist  [nach  (Illa),  (IVa)  und  (V)]: 
14000(7,9  +  6,0) 


[= 


11294,5 

14000(7,9  -  6,0) 

11294,5 


—  —17,2  kg/qcm, 
—2,4  kg/qcm, 


.,  =  -15  [(17,2 -2,4)  1^  +  2,4 


^Q^Q   ,  «,.j-    aS.  16,1 --242  kg/qcm. 

/  Zweites  Beispiel.  Bei  der  im  vorigen  Beispiele  untersuchten 
Eisenbetonsäule  betrage  der  Abstand  der  Last:  p  »  12,0  cm.  Die 
Spannungen  sind  zu  berechnen! 

Da  p  größer  als  ^  ist,  kann  nur  ein  Teil  des  Querschnittes 
als  tragende  Konstruktion  in  Eechnung  gestellt  werden.  Zunächst 
bestimmen  wir  den  Abstand  e  =  20,0  —  12,0  «  8,0  cm. 

Da  er  innerhalb  des  Querschnittes  liegt,  wird  er  positiv  ein- 
geführt.    Die  Gleichung  (VI)  formen  wir  noch  etwas  um: 
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wir  die  Formänderung  eines  Materials  be- 
ißt das  Verhältnis: 

:smodul  d.K_jB,  _     __ 
:«modul  d.  B.       JS/^  ""     ""      * 

en  Starrheit  des  Eisens  ergibt  6ich  dann 
enüberstellung:  Denkt  man  sich  mit  einem 
►nstabe  eine  gleichgroße  Formänderung  (Zu- 
^genommen,  so  wird  der  Eisenstab  infolge 
rrheit  in  eine  n-mal  so  große  Spannung  a 
[  (d.  h.  die  Kraft  im  Eisen  Querschnitt  ist 
3  stark  als  im  Betonquerschnitt).  Daraus 
{  des  Zusammenarbeitens  von  Eisen  und 
aller  Eisenbetonberechnungen:  Wenn  in 
b  Eisen  hineingelegt  wird,  so  wirkt  dieses 
als  wenn  an  seiner  Stelle  eine  n-mal  so 
gelegt  wäre. 

id,  weshalb  in  allen  Formeln  über  Eisen- 
mit  dem  Faktor  „n"  erscheint  (w  •/"«). 


mit  zentrischer  Last  (ohne  Knickung), ' 


idung  dieser  grundsätzlichen  Betrachtungen 
ung  von  zentrisch  belasteten  Druckkörpern 


—  Beton  und  Eisen  —  zusammen  müssen 
Last  P  aufnehmen.  Sie  geraten  aber  nicht 
ang,  sondern  das  Eisen  erhält,  da  es 
ist  als  Beton,  eine  n-mal  so  große 
Die  Gegenkraft,  die  das  Eisen  pro  qcm 
-mal  so  groß  als  beim  Beton;  oder  —  mit 
die  Eisenfläche  fg  verstärkt  den  übrigen 
,  als  wenn  man  n-/*«  Betonfläche  hinzu- 
legungen kann  man  die  für  zentrisch  be- 
bgeleiteten Foimeln  direkt  hinschreiben: 


P 


=  n*  Ol, 


F  +  n^f/ 
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A»  Jjcr  i>ei/On  wiru  uur  aui  seiue  j^rucKit^HidgiLeiT;  lu  Ausprucn 
genommen,  dagegen  innerhalb  der  Zngzone  der  Sicherheit  wegen 
einfach  als  nicht  vorhanden  angesehen.  Auf  Grund  dieser  An- 
nahme werden  dann  die  größte  Druckspannung  (Beton)  und  die 
größte  Zugspannung  (Eisen)  berechnet:  (Tt,,DTuek  und  a«, 

B.  Es  wird  angenonjmen,  daß  der  Beton  auch  in  der  Zugzone 
mitarbeitet.  Dieser  Zustand  ist  maßgebend  zur  Beurteilung,  ob 
an  der  Zugseite  des  Balkens  eventuell  Eissebildung  im  Beton  zu 
befürchten  ist:  Ob,zug» 

Wie  bereits  gesagt,  braucht  der  Fall  B  überhaupt  nur  bei 
besonderen    Umständen    berücksichtigt    zu    werden.      Für    den 
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des  Querschnittes  den  Wert  Null  erreichen.  Dann  wirkt  der 
Beton  nur  in  einem  T^ile  des  Querschnittes  (nämlich  innerhalb 
der  Druckzone)  als  tragende  Konstruktion. 

Die  Untersuchung  einer  solchen  exzentrischen  Stütze  muß 
also  in  folgender  Weise  erfolgen: 

Zunächst  muß  untersucht  werden,  welcher  der  beiden  Fälle 
der  Spannungsverteilung  vorliegl.  Sobald  dies  entschieden  ist. 
werden  dann  die  für  den  betreffenden  Fall  geltenden  Formeln 
angewendet: 

1.  Die  zu  erwartende  Spanflungsverteilung.  Hierüber  haben  wir 
für  den  wichtigsten  Fall:  rechteckige  Stütze  mit  gleicher  Ar- 
mierung /*«  auf  jeder  Seite,  folgendes  Konnzeichen  abgeleitet. 
Wir  berechnen  den  Hilfswert 


(7) 


[f+-4'-)' 


2 


(F  +  2nt\) 


Ist  dann  die  Exzentrizität  p  der  Last  Meiner  als  dieser  Hilfs- 
wert fc ,  so  liegt  der  Fall  a  vor.  (Die  Spannungen  sind  über  den 
ganzen  Querschnitt  Druc1c\  es  trägt  also  die  ganze  Querschnittsflilclie.) 
Ist  aber  p  größer  als  Tc ,  so  liegt  der  Fall  6  vor.  (Dann  bekommt 
nur  ein  Teil  des  Querschnittes  Druck,  und  es  wirkt  also  auch  nur  der 
innerhalb  dieses  Teiles  vorhandene  Beton.) 

2.  Die  eigentliche  Spannungsbereehnung.  Für  Fall  a  ergeben  sich 
direkt  die  Spannungen: 


(8) 


a,  = 


o,  =  — 


P'P 


JP  +  n.2/".  "^  6 


12  +2«^«(2-«J 


P-P-ö 


F  +  n-  2t\ 


12 


+  2«/-.(|  -a)j 


öl  ist  stets  die  größere  der  beiden  Spannyngeii. 

Für  Fall  b  ist  folgender  Bechnungsgang:  Zunächst  finden  wir 
die  Lage  des  Nullpunktes  N  ans  der  Gleichung  (Via  von  §  105): 


x^  —  a? 


3e  +  5-:^;(Ä 


'[Ä(Ä-2a-e)  +  2a«]. 
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Spannung  des  Eisens  in  der  Druckzone  —  a«,rf  —  bleibt  stets 
unter  dem  zulässigen  Werte. 

Außer  der  Spannungsermittlung  muß,  sofern  die  Höhe  das 
18  fache  der  kleinsten  Querschnittsabmessung  überschreitet,  auch 
eine  Untersuchung  hinsichtlich  Knicken  durchgeführt  werden. 
Diese  geschieht  genau  so  wie  bei  zentrischer  Belastung;  auf  die 
Exzentrizität  p  wird  beim  Knicken  keine  Eücksicht  genommen. 

Zusatz.  Der  Wert  „fc^'  (Formel  7)  ist  nichts  anderes  als  der 
Kernradius  des  Eisenbetonquerscbnittes.  Denn  unter  Kern- 
radius irgendeines  Querschnittes  verstehen  wir  allgemein  den 
Quotienten  W:F{%.  §  90n).  Nur  muß  im  vorliegenden  Falle  — 
Eisenbetonquerschnitt  —  bei  Einsetzung  von  W  und  F  natürlich 
berücksichtigt  werden,  daß  die  Eisenfläche  f^  im  Verhältnis  zu 
der  Betonfläche  im  n-fachen  Betrage  zu  zählen  ist«  Dann 
kann  man  direkt  hinschreiben: 

(10)  Trägheitsmoment  J  «  ^  +  2  n  •  /•,(ä  -  a)« 

[Die  Trägheitsmomente  der  Eisen  in  bezug  auf  ihre  eigenen  Schwer- 
achsen sind  hierbei  vernachlässigt]; 

(11)  Widerstandsm.  TT  «=  ^  =  f  ^  +  2  n  /",  (Ä  -  aY 
und  schlieBlich:  rg/^s 


2  ' 
2 


(12)  Kemradius  fc  - -^  =.     ^^     (J->  +  2n/-.) ' 

Auch  die  Spannungen  o^  und  o^  ergeben  sich  in  diesem  Ge- 
dankengange direkt  aus  den  in  §  90a  abgeleiteten  Formeln,  in- 
dem man  die  Biegungsmomente  der  Last  P  in  bezug  auf  die 
Kernpunkte  einführt:  Jf^  =  P(fc  +  p),  bzw.  Jf^  =  P(Ä;  —  p).  [Man 
zeichne  die  Kernpunkte  ein!]  Dann  kann  man  hinschreiben:  . 
P(fc  +  p)  ^        P(fc-P) 


(8a)     .  ai  = 


W        '  ^^  W 
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lur  Ingenieure,  xecnniKer  una  ötuoierenae 

von 

Max  Fischer. 

Band  H 

Berechnung  von  statisch  bestimmt^ii 
Fachwerkkonstruktionen. 


Inhalt:   a)  Allgemeine  Untersuchungen  und  Me- 
thoden zur  Bestimmung  von  Stabkräften. 

I^äfteplan,  Rittersche  Schnittmethode,  Cuhnannsche  Methode. 
Einteilung  in  statisch  bestinimte,  labile  und  statisch  unbestimmte 
Konstruktioneh.  iEr3at29Stabmethode,  Systeme  von  absoluter  und  be- 
grenzterBewegUchkeit.  Besondere  Belastungen  und  Konstruktionen. 

b)  Besondere  Methoden  beim  Fachwerkträger  mit. 
beweglicher  Belastung. 

Einflußlinien.  Rein  analytische  und  rein  graphische  Methoden. 

c)  Der  Gerbersche  Fachwerkträger.  —  d)  Der  Drei- 
gelenkbogen.  —  e)  Kinematische  Methoden. 

Die,, Zeitschrift  des  Vereins  Deutscher  Ingenieure  ^^  urteilt  zu  Band  II : 
. . .  Wie  bereite  bei  Besprechung  des  I.  Bandes  hervorgehoben,  Hegt 
der  Wert  dieses  Werkes  hauptsächlich  Inder  durchweg  elemen- 
taren, anschaulichejfi,  leichtfaßlichen  '  Darstellungs- 
weise, bei  der  mit  Rücksicht  auf  den  Zweck  des  Buches  als  Mittel 
zum  Selbststudium  besonderes  Gewicht  d ar auf  gelegt  ist ,  daß 
der  Leser  den  Gedankengang  der  einzelnen  Entwicklungen  leicht 
verstehen  lernt  und  so  befähigt  wird,  das  Gebotejae  in  sich  auf- 
zunehmen  und    selbstänoig    alle   ähnlichen   Aufgaben  zu  lösen. 

Die  9,Deutsche  Techniker- Leitung"  schreibt  zu  Band  II :  Der  Auf- 
bau des  Buches  ist  sehr  sorgfältig  hergestellt.  Erfreulich  ist  es. 
zu  sehen,  wie  folgerichtig  der  Verfasser  vom  Einzelnen  aufs 
Ganze  kommt,  wie  er  am  rechten  Platze  Wiederholun- 
gen des  früher  Gesagten  bringt  und  durch  Zahlenbei- 
spiele das  Interesse  am  Gegenstand  zu  befestigen  weiß. 


^APR9    1920 
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